Lycée Carnot Feuille de calcul : équations linéaires dans les espaces vectoriels de référence E2A

1 Exercices

. , . . . . 2
Exercice 1 : Résoudre les équations suivantes, d’inconnue (z,y) € R”.

1. 2(1,3) + y(=2,5) = Oge 2. 2(1,3) + y(=2,5) = (3,3) 3. 2(2,4) + y(6,12) = Og>

. , 4, . . . 3
Exercice 2 : Résoudre les équations suivantes, d’inconnue (x,y, z) € R”.

1 2 -1 0 2. a venir. ..
1l.z{l|+y|3|+2] 0 |=]-2
1 0 4 3

Exercice 3 :(Commutant) Résoudre les équations suivantes, d’inconnue M € .Z5(R).

(20 _ (20 ~ (2 -1
1. AM = MA ouA—(O 0) 2. AM = MA ouA—(O 3) 3. AM = MA ouA—(_2 3)

Exercice 4 : Résoudre les équations suivantes, d’inconnue P(X) € Ry[ X ].
1. P(X) = P(-X) 3. XP'(X) =4P(X) 5. P(X) + P'(X) = Op,[x7

2. P(X) = -P(-X) 4. P(X +1) = P(X = 1) = Og,x]
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2 Réponses courtes
Réponses de ’exercice 1 : On note S ’ensemble des solutions.

1. S ={(0,0)} = {02} 2. §={(&.-£)} 3. S = Vect ((-3,1))

117 11

Réponses de ’exercice 2 : On note S ’ensemble des solutions.

s {(82 1)

Réponses de ’exercice 3 : On note S ’ensemble des solutions.
1 0\ (0 O 1 0\ (0 O 1 1\ (1 0
coeve((D 00 esevel L) s seve((t DY)

Réponses de ’exercice 4 : On note S I’ensemble des solutions.
1. S = Vect (X7,1) 3. 8 = {Og,[x7} 5.8 = {Og,rx1}

2. S = Vect (X) 4. 8 = Vect (1)
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3 Corrections détaillées

Correction détaillée de 1’exercice 1 : On note S ’ensemble des solutions.

1. Soit (z,y) € R”.

2(1,3) +y(=2,5) = Opz = (x - 2y,3x + 5y) = Oge

— x = 2y = 0
3x + 5y = 0
— =0
11y = 0 L2 «— L2 - 3L1
= 0 L1 — 11L1 + 2L2
= { 11y = 0
— T =

Dot S = {(0,0)} = {Og2}.

2. Soit (z,y) € R”.

z(1,3) +y(-2,5) = (3,3) = (x—2y,3z+ 5y) = (3,3)

— r — 2y = 3
3 + o5y = 3
- 1T - 2y = 3
1lly = -6 Ly« Ly—3L;
— 113}‘ = 21 L]_ — 11L1 + 2L2
11y = -6
_ 21
=={I - &,
y = -1

ot 5= {(3.-4))

3. Soit (z,y) € R”.

x(2,4) + y(6,12) = Opz =

D’ou

S:

(2z + 6y,4x + 12y) = Oge

20 + = 0

dr + 12y =0

r + 3y = 0 Ll — %Ll
= L

r + 3y = 0 L2 «— ZLQ
— z+3y=0
— x=-3y

{(z,y) e R |2 = -3y}

{(-3y,y) eR* |y e R}

{y(-3,1) e R* |y e R}
Vect ((=3,1))
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Correction détaillée de 1’exercice 2 : On note S ’ensemble des solutions.
1. Soit (z,y,z) € R®.

1 2 -1 0 T+2y—=z 0
z|1l{+y|3|+2] 0 |=|-2| < r+3y |[=]|-2
1 0 4 3 T +4z 3
zr + 2y - =z =0
= r + 3y = =2
T + 4z =
r + 2y — z =
— y = =2 L2 — L2 - Ll
- 2y + 5z = 3 L3 — L3 - Ll
r + 2y - 2z =0
= Y = =2
5z = -1 L3 — L3 + 2L2
5r + 10y = -1 Ly «<5bL+ L3
= Y = =2
5z = -1
5 = 19 Ly« Ly —-10L,
= Y = =2
5z = -1
= Y -2
s = -1

[N _ 19 1
Dot 5 = {(§.-2.-3)}.
Correction détaillée de 1’exercice 3 : On note S ’ensemble des solutions.

. b
1. Soit M = (CCL d) € M4(R).

2 a b a b\(2 O
ari =214 = (g )(c )-(c )6 o)
— 2a 2b 2a 0
0 0
0 26
= | _9¢ = 0.5(r)
— 2b = 0
= 0
b=

H

D’ou

95!
1l
—A—
—

Z)E///z(RHb:c:O}

2) € My(R) | (a,d) € RZ}

1l 1l
—A—

AOQ

(1) 8) + d(g ?) € M(R) | (a,d) € RQ}

L
velfo oo 1)
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. a b
2. 801tM=(C d)e///Q(R).
2 0\fa b a b\(2 O
AM = MA = (0 3)(0 d)‘(c d)(o 3)
— 2a 2b) _(2a 3b
3¢ 3d) \2c 3d
0 -b
= |, o) Vnm
— b =0
c = 0
— b=c=0
D’ou

Z)eﬂz(RHb:c:O}

2) € M(R) | (a,d) € RQ}

{a(l) 8)+d(8 ?)E%Q(R)|(a,d)eR2}

“vee{ (o o) )

n
1l
—A— ——
A/_Q\
o

— O 8
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b

. _fa
3. Sth—(C d

)e//ZQ(R).

AM=MA4=>(

S [ N A

3)

— 2a — ¢ 2b-d \ _(2a-2b -a+3b
—2a+3c —-2b+3d) \2c—-2d —-c+3d
— 2b—¢ a—-b-d) _ 0
—2a+c+2d -2b+c ) R
[ a — b - d =0
— —2a + ¢ + 2d = 0
2b — ¢ = 0
- 2 + =0
a — b - d =0
— - 20 + c = 0 L2 — L2 + 2L1
20 — ¢ = 0
- 20 + c = 0
a — b - d =0
— | - 2 + c = 0
0 = O L3 — L3 + L2
L O = O L4 «— L4 - L2
— a — b — = 0
- 20 + c = 0
a — b = d (1l faut 2 variables auziliaires :
— L
- 20 = —c on choisit ¢ et d)
— a — b = d
20 = ¢
2a = 2d+C Ll(—2L1+L2
—
2b = ¢
a = d+ic
— o 2
b = EC
D’ou
a b 1 1
S = . d)E///g(R)la=d+§c,b=§c}

1
2C

d)e Mo(R) | (c,d) ERQ}

(On retrouve nos 2 wvariables auxiliaires d
droite : aucune condition ne porte sur elles,
donc elles varient chacune dans R)

- c(% %)m(é ?)E/{g(RH(Qd)GRz}

v (3 ). 9)
(3 )5 1))

(En multipliant la premiére matrice par 2)

Correction détaillée de 1’exercice 4 : On note S ’ensemble des solutions.

1. Soit P(X) = aX” +bX +c € Ry[X].

P(X)=P(-X) = aX’+bX +c=aX’—bX +c

—

—

—

2bX = O]RZ[X]
2b=0
b=0
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D'ou
S ={aX® +bX + c € Ry[X] | b =0}
= {aX? + c € Ry[X]| (a,c) € R?}
= Vect (X2, 1)

2. Soit P(X) = aX>+bX +ce€Ry[X].

P(X)=-P(-X) & aX +bX +c=—(aX’=bX +c)
= aX +bX +c=—-aX’+bX —c

2aX2 + 2¢c = ORZ[X]

—
— 2a = 0

2c = 0
— a=c=0

D’ou
S={aX”+bX +c€Ry[X]|a=c=0}

={bX e Ry[X]| b e R}
= Vect (X)

3. Soit P(X) = aX? +bX +c € Ry[X].

XP'(X)=4P(X) e X(2aX +b) = 4(aX’ +bX +¢)
= 20X’ +bX =4aX” +4bX + 4c

= 2aX° +3bX +4c= OR,[x]

2a = 0
— 3b = 0
4c = 0

— a=b=c=0
Dot S = {Og,x7}-
4. Soit P(X) = aX? +bX +c € Ry[X].

P(X +1) = P(X =1) = Og,rx] &= a(X +1)° + (X +1) +c— (a(X = 1)* + b(X = 1) + ¢) = Og, [
= aX2+(2a+b)X+(a+b+c)—(aX2+(—2a+b)X+(a—b+c)) = Op,[x]

= 4aX +2b= ORQ[X]
— 4a = 0

26 = 0
= a=b=0

D'ou
S ={aX” +bX + c € Ry[X]|a=b=0}

={ceRy[X]|ceR}
= Vect (1)
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5. Soit P(X) = aX? +bX +c € Ry[ X].

P(X) + P'(X) = Oprx] = (aX’ +bX +¢) + (2aX +b) = Op,x]
= aX’+ (20 +b)X + (b+¢) = Ogy[x]

a = 0
= 2a + b = 0
b + ¢ =0
a = 0
— b = 0 L2<—L2—2L1
b + ¢ =0
a = 0
— b = 0
c = 0 Lg(—Lg—LQ

Dou S = {0R2[X]}-
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