Lycée Carnot Feuille de calcul : décomposition en événements élémentaires E2A

1 Exercices

Exercice 1 : On lance 4 fois une pi¢ce de monnaie, qui tombe sur Face avec probabilité p €]0, 1.
1. Introduire les événements élémentaires associés a cette expérience.

2. Calculer les probabilités des événements suivants a I’aide des événements élementaires.

a : « on ne tombe jamais sur Pile » : « on a obtenu ace consécutifs mais pas
A tombe j i Pil f) F bt 3F écutif; i 4
(b) B : « on ne tombe jamais sur Face » Face consécutifs »
(¢) C : « Face west jamais suivi de Pile » (g) G : «on a obtenu la séquence Pile puis Face puis
' Pile »
(d) D : « Pile n'est jamais suivi de Face » (h) H : « on a obtenu la séquence Pile puis Face
(e) E : « on a obtenu 2 Face consécutifs mais pas 3 puis Pile mais pas la séquence Face puis Pile puis
Face consécutifs » Face »

Exercice 2 : (La loi géométrique tronquée, EDHEC 2022)
Soit n € N*. On lance n fois une piéce de monnaie, qui tombe sur Face avec probabilité p €]0,1[. On définit Z la
v.a.r. égale au rang du premier Face obtenu, ou a 0 si on n’obtient jamais Face.

1. Introduire les événements élémentaires associés a cette expérience.
2. Calculer P([Z = 0]).
3. Soit k € [1,n]. Calculer P([Z = k]).

Exercice 3 : (Rang auquel on obtient, pour la premiére fois, deux Pile consécutifs, ECRICOME 2021)
On lance indéfiniment une piece équilibrée.
On note X la variable aléatoire égale au rang du lancer ou, pour la premiere fois, on a obtenu deux Pile consécutifs.
Si on n’obtient jamais deux Pile consécutifs, on conviendra que X prend la valeur —1.
Par exemple, si on obtient dans cet ordre : Pile, Face, Face, Pile, Pile, Pile, Face,... alors X prend la valeur 5.
1. Introduire les événements élémentaires associés a cette expérience.
2. Calculer P([X = 2]).
3. Calculer P([X = 3]).
4

. Calculer P([X = 4]).



Lycée Carnot Feuille de calcul : décomposition en événements élémentaires E2A

2 Réponses courtes

Réponses de ’exercice 1 :
1. Pour tout k € [1,4], on note

F}. : « la piece tombe sur Face lors du k¢ lancer »

P, : « la piece tombe sur Pile lors du k¢ lancer »

2. (a) A=F nF,nF3nF, et P(A) =p*
(b) B=PLnP,nPyn P et P(B) =(1-p)*

(c) C=(FiNnEnFnE)U(PINFonEsnF)U(PiNnPonFsnE)U(PNP,nPanF)U(PLNnPaNnPynPy)
et

p°-(1-p)° . 1
IP(C):{ w1 SIPF 5
2% Sip=%
(d) D=(PNP,nPsnP)U(FINPonPanP)U(FINEy,NPsnP)U(FiNnFyanF3snP)U(FinFynFsnFy)
et
p°—(1-p)° : 1
P(D) = { 1 S1PF 5
2% sip=%
(e) E=(FinFnP)u(PinFnFnP)u(PnFsnFEy) et P(E) =p°(1-p)(3-p)
(f) F=(FENFNF3nP)U(P NnFynFynFy) et P(F) = 2p°(1 - p)
() G=(PinFnPy)U(PynFyn Py et P(G) =2p(1 - p)?
(h) H=(P10F20P30P4)U(P1OP20F30P4)etIP(H)=2p(1—p)3

Réponses de ’exercice 2 :

1. Pour tout k € [1,n], on note

F}, : « la piece tombe sur Face lors du k¢ lancer »
P, : « la piece tombe sur Pile lors du k¢ lancer »
2. P([Z=0])=(1-p)"
3. P([Z = k]) = p(1-p)*""

Réponses de ’exercice 3 :
1. Pour tout k € N*, on note

F}. : « la piece tombe sur Face lors du k¢ lancer »

P, : « la piece tombe sur Pile lors du k¢ lancer »

2. P((X =2]) =}
3. B([X =3]) =
4. P([X =4]) =3
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3 Corrections détaillées

Correction détaillée de 1’exercice 1 :
1. Pour tout k € [1,4], on note

F}. ¢ « la piece tombe sur Face lors du k¢ lancer »

P, : « la piéce tombe sur Pile lors du k¢ lancer »

A est réalisé < la piece tombe sur Face a chaque lancer
= Vk € [1,4], F est réalisé

4
= ﬂ F}, est réalisé
k=1

Donc A=FinFyn Fsn Fy et

P(A) = ]P)(F]_ N F2 N F3 N F4)
= P(F,)P(Fy)P(F3)P(Fy) (par indépendance des lancers)

4
=p

B est réalisé < la piece tombe sur Pile a chaque lancer
— Vke|[1,4], Py est réalisé

4
= ﬂ P, est réalisé
k=1

Donc B=P,NnP,N P3N Py et

IP’(B)=]P’(P10P20P3OP4)
= P(P))P(P)P(P3)P(Py) (par indépendance des lancers)

=(-p

C est réalisé <= Face n’est jamais suivi de Pile

si on tombe sur Face, alors on
tombe toujours sur Face ensuite

Fin Fy,n F3n Fy est réalisé

ou P, nF,n F3n Fy est réalisé

< ou P;nP,n F3n Fy est réalisé

ou P;nPyn P3N Fy est réalisé

ou P10P20P30P4estréalisé

(en faisant une disjonction de cas selon
le rang du premier Face obtenu)

Donc C = (FiNEnEsnE)U(PiNFonEFsnE ) U(PinPyonFsnF ) U(PinPonPanF ) U(PiNnPonPsnPy).

Par incompatibilité, on a

]P(C)=IP(F1nF20F3ﬂF4)+]P>(P1ﬂF20F30F4)+IP(P10P20F30F4)
+P(PLNnP,nPsnF)+P(PLNnPynP;nPy)

Puis par indépendance des lancers :

P(C) = P(F)P(Fy)P(F3)P(Fy) + P(P)P(Fy)P(F3)P(Fy) + P(Py)P(P)P(Fs)P(F,)

+ P(P)P(P)P(P3)P(Fy) + P(P)P(Py)P(P3)P(Py)

4
4—k k
=Yp (1-p)

k=0
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Deux cas se présentent.

caors 3 -0 = 3 ()T L (2)' -2

N |

Sip=

Sip+ < : alors

N =

(d) La démonstration est la méme que pour ’événement C, en intervertissant les roles de Pile et de Face et en
remplagant p par 1 — p.

(e)
on a obtenu 2 Face consécutifs

FE est réalis¢ < . ..
mais pas 3 Face consécutifs

on a obtenu 2 Face consécutifs et
toute séquence de 2 Face consécu-

tifs ne peut étre précédée / suivie
que d’un Pile
Fy n Fy N Py est réalisé (en faisant une disjonction de cas selon
< ou P,nNnFynF3n P, estréalis¢€ le rang du premier des 2 Face obtenus
ou P, N F3n F, est réalisé consécutivement)

DoncE=(F1nF20P3)U(P1nF20F30P4)U(P20F3ﬁF4)et

P(E) = P(Fl n F2 N Pg) + P(Pl N F2 N F3 n P4) + P(PQ n F3 N F4) (par 1ncompat1b1hté)
= P(F1)P(Fy)P(P3) + P(Py)P(Fy)P(F3)P(Py) + P(Pp)P(F3)P(F,) (par indépendance des lancers)

=p’(1-p) + (1 -p)*p" +p°(1-p)
=p°(1-p)(3-p)

on a obtenu 3 Face consécutifs

F est réalis¢ < . ..
mais pas 4 Face consécutifs

on a obtenu 3 Face consécutifs et

toute séquence de 3 Face consécu-

tifs ne peut étre précédée / suivie

que d’'un Pile

(en faisant une disjonction de cas selon

AF A A yis
FinFy 0 Fy 0 Py est réalise le rang du premier des 3 Face obtenus

ou P;nFyn Fyn Fy est réalisé

consécutivement)
Donc F=(FiNnFnNF3nP)u(PLNnEFynFynFy)et
P(F)=P(FENEF,NnEsnPy)+P(PLNnEynFyn Fy) (par incompatibilité)
= P(F)P(Fy)P(F3)P(Py) + P(P)P(Fy)P(F3)P(Fy) (par indépendance des lancers)
=p*(1—-p) + (1-p)p’
= 2p’(1-p)
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(2)

on a obtenu la séquence Pile puis

G est réalis¢ Face puis Pile

(en faisant une disjonction de cas se-

Py N Fy N Pj est réalisé
! 2 3 est realise lon le rang du premier Pile de cette sé-

ou P, N F3n P, est réalisé

quence)
Donc G=(PLNFNP)u(PonEynPy)et
P(G) = P(P, N F, N P3) + P(P, N F3N Py) (par incompatibilité)
= P(P,)P(Fy)P(Ps3) + P(P)P(F3)P(Py) (par indépendance des lancers)
= p(1-p)* +p(1 -p)’
= 2p(1 ~p)’

on a obtenu la séquence Pile puis
H est réalisé <= Face puis Pile mais pas la sé-

quence Face puis Pile puis Face
(en faisant une disjonction de cas selon
le rang du premier Pile de la séquence
Pile puis Face puis Pile)

Py n Fyn P3N Py est réalisé
ou P, nP,n F3n P, est réalisé
Donc H=(PPNnEFNnPanP)Uu(PinPy,nF;n Py)et

PH)=P(PLNF,NnPanP)+P(PLNnPynFyn Py) (par incompatibilité)
= P(P))P(F)P(P3)P(Py) + P(P)P(P)P(E3)P(Py) (par indépendance des lancers)

=p(1-p)° +p(1-p)’
= 2p(1 - p)°*

Correction détaillée de 1’exercice 2 :
1. Pour tout k € [1,n], on note

F}. : « la piece tombe sur Face lors du k¢ lancer »

P, : « la piéce tombe sur Pile lors du k¢ lancer »

[Z = 0] est réalisé — on n’obtient jamais Face

on obtient Pile a chaque lancer

=
< pour tout k € [1,n], P, est réalisé
n

—

P, est réalisé

k=1
Donc [Z =0] = )| Py et
k=1
P([Z =0]) = P(ﬂ Pk)
k=1
= | P(P) (par indépendance des lancers)
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3. Soit k € [1,n].

[Z = k] est réalis¢ < le premier Face est obtenu au rang k
<= on obtient Face au lancer numéro k et Pile aux lancers précédents

— Pin---nNP,_1 N Fj est réalisé
Donc[Z=k]=P Nn---NP,_1NF}et

P([Z=k])=P(P Nn---NP,_1NFy)

k=1
= (1_[ IF’(R-)) P(F}) (par indépendance des lancers)
i=1

k-1
=p[ [(1-p)
i=1
k-1
=p(1-p)
Correction détaillée de I’exercice 3 :

1. Pour tout k € N*, on note

F}, : « la piece tombe sur Face lors du k¢ lancer »

P, : « la piece tombe sur Pile lors du k¢ lancer »

2.
[X = 2] est réalis¢é < on obtient pour la premiere fois deux Pile consécutifs au rang 2
< on obtient Pile au lancer numéro 1 et Pile au lancer numéro 2
— P} N P, est réalisé
Donc [X =2]=P, NP, et
P([X =2]) =P(P, n P)
=P(P,)P(P,) (par indépendance des lancers)
1 1
=5X5 (la piece étant équilibrée)
1
T4
3.

on obtient pour la premiere fois

[X =3] est réalisé = deux Pile consécutifs au rang 3

on obtient Pile au lancer numéro 3

«— et on obtient Pile au lancer numéro 2
(sinon on obtiendrait deux Pile

et on obtient Face au lancer numéro 1 L.
consécutifs au rang 2)

< F;n P,n P; est réalisé
Donc [X =3]=F NP, NP3 et

P([X =3]) =P(F1n PN P3)

= P(F))P(P,)P(P;) (par indépendance des lancers)
1 1 1

=5X5X5 (la piece étant équilibrée)

_1

8
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on obtient pour la premiere fois

[X = 4] est realisé deux Pile consécutifs au rang 4

on obtient Pile au lancer numéro 4

et on obtient Pile au lancer numéro 3

< { et on obtient Face au lancer numéro 2
et on obtient Pile ou Face au lancer numéro 1

< F, N P3N P, est réalisé
Donc [X =4]=F,NP;N Py et

P([X =4]) =P(F, NP3 N Py)
= P(F,)P(P3)P(P,)
1 1 1
=3%X3%3
1
8

(sinon on obtiendrait deuz Pile
consécutifs au rang 3)

(aucune des deux possibilités ne
crée de nouvelle séquence de deux
Pile consécutifs)

(par indépendance des lancers)

(la piéce étant équilibrée)
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