Lycée Carnot Feuille de calcul : IPP et changement de variable E2A

1 Le cours

Théoreme 1 (Intégration par parties). Soient u,v : I — R deuzx fonctions de classe C' sur un intervalle I. Soit
(a,b) € I. Alors

a

ou bien

b , b b ,
[ mwmww=[mwme—[ £ o(t) dt

a a

M¢éthode. Explicitons la méthode de rédaction sur un exemple.
2

Nous allons calculer J In(t) dt a ’aide d’une IPP. On pose
1

u'(t) =1 u(t) =

o(t) =In(t) o'(t) =
Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont C' sur [1,2].
2 ) 2
J Mﬂ&=HmML—J]dh2M%—1
1 1

Théoreme 2 (Changement de variable). Soit f : I —» R continue sur un intervalle I. Soit ¢ une fonction de classe
¢ sur J =[a,B] tg o([o, B]) € 1, ot a < B sont deux réels. Alors

#(8) B ,
[0 = [ (o)) @

w(a)

Meéthode. Explicitons la méthode de rédaction sur un exemple.

2
dt
Nous allons calculer J a l'aide du changement de variable m
1 t+ 24t
t=p(u) =u u=t
1
dt = 2udu du = —=dt
2Vt
t=1 = u=vV1=1
t=2 = u=v2

Ce changement de variable est valide car la fonction ¢ : u +— u® est ' sur [1, \/5]

2 gt vz
= Q—Qudu
1 t+ 2/t 1 u“+u

2
B
1 u(u+1)

V2o
=2 ——d
L (u+1) “

=2[In(lu+1]) ]

=21n(\/§2+1)
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2 Exercices sur I'IPP

Exercice 1 : Quelques exemples importants a savoir refaire.

B 1

1. [ ze © dx 3. J zln(z) dz
0 A
By '

2. [ z " dx 4. [ z In(z) dx
0 A

Exercice 2 : Un cas ou les fonctions u et v sont un peu difficiles a trouver (EML 2012).
Montrer que, pour tout n = 2, pour tout a > 0 et pour tout t € R", on a

t 22 5 1 2 5 t 9 22
n - n-1 —— n-2 -
J$e2a2dx=—at e2a2+(n—1)aIx e 222 dx
0 0

Exercice 3 : Deux IPP a 'TEDHEC 2020.

On pose, pour tout n € N,
1,n 1o n
I, = ——dx et J, = J — dz
" [o (1+ )2 " o 1+z

1. Calculer I;.

, 1
2. Etablir, & l'aide d’une intégration par parties : Yn € N*, I,, = nJ,_; — 5

Exercice 4 : Une autre IPP & TEDHEC 2019.
Pour tout entier naturel n, on pose u,, = J (1 - tz)n dt.
0

Etablir, grace a une intégration par parties, que, pour tout entier naturel n, on a :

Up+1 = (277' + 2)(“77, - un+1)

3 Exercices sur le changement de variable

Exercice 5 : Quelques exemples.

sin(2) qe © (In(t))"
1. J avec |u = V1+et 3. [ —— dt avec |u = In(t)

n(3)

64 dt 6 JQ In(t)
2. ———— avec |t =u 4. ————— dt avec|u = In(¢
e veelt=0] R R

1

Exercice 6 : Un changement de variable a 'EDHEC 2019.

+00 2
L 207 dt.

1. Rappeler la valeur de l'intégrale [ e
—0 OV2T

+00 2
2. En déduire la valeur de l'intégrale J "t

— 00

Exercice 7 : Un changement de variable a ECRICOME 2021.
Soient m un entier naturel supérieur ou égal & 2 et y un réel de 0, 1].

A Tl'aide du changement de variable : u = —In(t), démontrer :
U n(t) “hly) oy,
Jy 1+ dt = [0 W e du
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4 Reéponses courtes

Réponses de ’exercice 1 :

s 5 . 1+B 1, 1 1.,
1.1-e 7" =Be " =1- G 3. ZA_Z_I_iA In(A)
k+1
1 k+1 1 A
2. —2+e%(B*=2B +2) 4. D2 ——(k+1)2——k+11n(A)
m2
Réponses de I'exercice 2 : on pose u(z) = 2" " et v'(z) = ze 27
Réponses de ’exercice 3 :
1. In(2) - % 2. on pose u(z) = 2" et v'(z) = (1 +z)°.
Réponses de ’exercice 4 : on pose u(z) = (1 - tg)n et v'(z) =1
Réponses de ’exercice 5 :
3 1
1. ln(i) 3 o1
2 4 11n(1+(ln(2))2)
2. 11 +61In (3 T2

Faire un 2°¢ changement de variable z = u + 1

2 6y’ 36(z—1)°
[ e 0

Réponses de ’exercice 6 :

1.1 T
2 7

Réponses de I’exercice 7 : Faire attention aux signes moins.
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