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DS1 (version B)

Exercice 1

Pour tout (a,b,c) de R3, on définit la matrice M(a,b,c) par :

1+4+a 1 1
M(a,b,c) = 1 146 1

1 1 1+c

Pour tout (a,b,c) de R3, on appelle cardinal de I’ensemble {a, b, c}, noté Card ({a,b, c}), le nombre
d’éléments distincts de cet ensemble.
Par exemple, si a = b = ¢, alors Card ({a, b, c}) =1;sia=0beta#c, alors Card ({a, b, c}) =2

Pour tout (a,b,c) de R3, on s’intéresse dans ce probléme au nombre de valeurs propres distinctes de
la matrice M (a,b,c) et on souhaite démontrer la propriété (x) suivante :

() M(a,b,c) est nversible < ab+ be+ ac+ abc # 0

Partie A : Généralités
1. Justifier que, pour tout (a,b, c) de R3, la matrice M(a,b,c) est diagonalisable.

2. Soit (a,b,c) € R3.

a) Montrer que la matrice M (a, b, ¢) ne peut pas admettre une unique valeur propre.
On pourra par exemple raisonner par l’absurde.

b) En déduire que la matrice M (a, b, ¢c) admet soit deux soit trois valeurs propres distinctes.
3. Soient (a,b,c) € R? et B = (e1, €2, e3) la base canonique de R?.

On pose f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base % est M (a, b, c).

a) Ecrire la matrice de f dans la base %' = (es, e1, €3).

b) En déduire que les matrices M (a,b,c) et M(b,a,c) ont les mémes valeurs propres.

¢) De la méme fagon, montrer que les matrices M (a, b, ¢) et M (a,c,b) ont les mémes valeurs propres.
Ces deux derniers résultats permettent de justifier que les valeurs propres de la matrice M(a, b, c) ne
dépendent pas de l'ordre des réels du triplet (a, b, ¢).
Partie B : Cas ou Card ({a,b,c}) =1
4. Dans cette question uniquement, on suppose que a =b = ¢ = 0 et on note J = M(0,0,0).

a) Calculer J2. Déterminer alors un polynéme annulateur de .J.

b) En déduire les valeurs propres de J et préciser une base des sous-espaces propres de J.

¢) Déterminer une matrice P inversible de .#3(R) et une matrice D diagonale de .Z5(R) telles

que : J =PDP~ .

5. Soit a € R.
a) Vérifier : M(a,a,a) = P(alz+ D) P!
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b) En déduire que la matrice M(a,a,a) admet exactement deux valeurs propres distinctes et les
déterminer en fonction de a.

¢) Vérifier la propriété () pour la matrice M(a,a,a).

Partie C : Cas ou Card ({a,b,c}) =2

6. Dans cette question uniquement, on suppose que a = b = 0 et que ¢ € R*.
On note C' = M (0,0, ¢).
a) Justifier que 0 est une valeur propre de C.
b) Soit A un réel non nul.

xT
(i) Soit X = (y) € M5, (R). Montrer 'équivalence :

z

y=1x
CX = \X & z=A—2)x
(M= (c+3)A+2c)z=0

(ii) En déduire : A est une valeur propre de C < A2 — (¢ +3) A+ 2c = 0.
c¢) Montrer alors que C admet trois valeurs propres distinctes.
7. Soit (a,c) € R? tel que a # c.
a. Exprimer M (a,a,c) comme une combinaison linéaire de I3 et de M (0,0,c — a).
b. En déduire que la matrice M (a, a, ) admet trois valeurs propres distinctes.
c. Veérifier la propriété (x) pour la matrice M (a,a,c).
8. Soit (a,b,c) € R? tel que Card ({a,b,c}) = 2.
A T'aide de la conclusion de la question 8., montrer que la matrice M (a,b,c) admet trois valeurs
propres distinctes et vérifier la propriété (x) dans ce cas.
Partie D : Cas ou Card ({a,b,c}) =3

9. Soit (a,b,c) € R3 tel que a < b < c.

On note g la fonction définie sur 'ensemble D = R\ {a, b, ¢} par :

1 1 1
r—a x—b x-—c

Vee D, g(x) =

a) Dresser le tableau de variations de g sur D en y précisant les limites en +o00, en —oo, ainsi qu’a
gauche et & droite de a, de b et de c.

b) En déduire que ’équation g(z) = 1, d'inconnue x € D, admet exactement trois solutions dis-
tinctes A1, Ao, Ag, vérifiant : a < A\ < b < Ay < ¢ < A3.

¢) Soit A € D une solution de I’équation g(z) = 1.

On note X la matrice colonne de .#31(R) définie par : X\ = | ——

A—c
Montrer que X est un vecteur propre de la matrice M(a, b, c) associé a la valeur propre .

d) En déduire que la matrice M(a, b, c) admet trois valeurs propres distinctes.
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10. Soit (a,b,c) € R? tel que Card ({a,b,c}) = 3.

a) Montrer que la matrice M (a, b, ¢) admet trois valeurs propres distinctes.

b) Vérifier la propriété () pour la matrice M(a, b, c).

11

2 1.
1 3
m

atrice A est inversible.

11. On pose : A = (

O = = =

a) Justifier que 1

b) On note « la plus grande valeur propre de A.
(i) Montrer : 4 < a < 5.

(i) Recopier et compléter les lignes incomplétes de la fonction Python ci-dessous afin qu’elle
renvoie une valeur approchée de o & 1073 prés a l'aide de la méthode de dichotomie.

1 def valeur_approchee():

2 x =4

3 y =5

4 while

5 m=(x+y) /2

6 if 1/m + 1/(m-1) + 1/(m-2)
7

8 else:

9

10 end

return (x+y)/2

-
—

Exercice 2

On note, pour tout n € N*| f, : x — 1+ 1In(z+n) et h, : x — z — f,(x). On admet que In(2) ~ 0, 69.

Etude de f;

1. Donner sans démonstration le domaine de définition Dy, de la fonction f.
2. Dresser le tableau de variations de la fonction f;. On ne justifiera pas les limites.

3. a. Déterminer I’équation de la tangente en 0 au graphe de fi.

b. Montrer que, pour tout x € Dy, fi(z) <z + 1.

4. Tracer la courbe représentative de f7.

Etude d’une suite implicite
5. Soit n € N*. Montrer que 1’équation f,(z) = z admet une unique solution dans ]0, +-00[, notée a,.
(On ne cherchera pas a calculer ay,)

6. a. Soit n € N*. Montrer que

By () = In <a+1+n+1>

Ont+1 + 1N

b. En déduire que la suite () est strictement monotone. On précisera son sens de variations.

7. a. Montrer que, pour tout n € N*, o, > 1 + In(n).
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b. En déduire la limite de la suite (ay,).
a. Montrer que
ngr—&r-loo hyp (In(n) +2) =1
On admet alors qu’il existe un rang ng > 2 tel que, pour tout n = ng, hy (In(n) +2) > 0.
b. Montrer que, pour tout n = ng, o, < In(n) + 2.
c. En déduire un équivalent simple de a,, lorsque n tend vers 4oo.

P . Lo Qn
a. Déterminer la nature de la série )

n

P . - Qnp

b. Déterminer la nature de la série ), —
n

Valeur approchée de a; par dichotomie

10. Montrer que 1 < ap < 3. On pourra utiliser la question 7a.

11.

Recopier et compléter le script Python suivant afin qu’il renvoie une valeur approchée de o 4 1074
prés, obtenue & 'aide de la méthode par dichotomie.

1 import numpy as np
2 a,b =1,3

3 while

4 c=(a+b) /2
5 if

6 b=c

7 else :

8 a=c¢c

9 print

Valeur approchée de a; par méthode de point fixe

12.
13.

14.

15.
16.

On définit la suite (u,) par :

ug = 1

Vn €N, upt1 = fi(un)
Démontrer que la suite (u,) est bien définie et que, pour tout n € N, u,, > 1.
Montrer que, pour tout n € N,

1
[unt1 —aq] < B [ty —

1 n—1
|un, — ai| < <2>

Recopier et compléter la fonction Python suivante pour qu’elle

En déduire que, pour tout n € N,

En déduire la limite de la suite (uy,).

o prenne en argument un réel epsilon strictement positif

« renvoie une liste [n,u] ol n est un entier qui vérifie |u, — 1| < epsilon et u = uy.
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import numpy as np

def ApprocheAlpha(epsilon)
n=20
u=1
while

n =

u =

loo I~ [} [[5 I oo I~ =

return [n,ul

Exercice 3

oo dx
On pose, pour tout n € N*, [, = / _
1 x(x+1)

1. Soit n € N*. Montrer que I,, est une intégrale convergente.

oo dx
et, pour tout n € N, J,, = / _.
1 2z +1)?

2. a. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout z > 1, on ait :
1 a b

w(x+1) = z+1

b. En déduire la valeur de I7.
3. a. Montrer que, pour tout entier n > 2, on a :
0< 1, < #
2(n—1)

b. En déduire existence et la valeur de lim I,,.
n—-+00

4. a. Soit n € N*. Calculer I, + I,41.
b. Montrer que la suite (I,,) est décroissante.
c. En déduire un équivalent de I, lorsque n tend vers +oo puis déterminer la nature de la série
> L.
5. a. Soit n € N. Montrer que J,, est une intégrale convergente.
b. Calculer Jy.
6. a. Soit k € N*. Exprimer Ji 4+ Ji_1 en fonction de Ij.

n
b. Déterminer alors, pour tout n € N*, I'expression de . (—1)¥~1I} en fonction de .J,,.
k=1

c. Montrer que, pour tout entier n > 2, 0 < J,, < — . Déterminer la valeur de lim J,.
4(” - 1) n—+o0

d. En déduire que la série > (—1)""1I, converge et donner sa somme.
7. A Taide des questions 4a et 6a, compléter la fonction Python suivante pour qu’elle
o prenne en argument un entier n supérieur ou égal a 2

« renvoie une liste [I,J] qui contient la valeur de I, et la valeur de J,

1 import numpy as np

2 def CalculeIJ(n)

3 I = np.log(2)

4 J=1/2

5 J=_____

6 for k in range(1,n)
7 I=

8 J =

9 return [I,J]
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Exercice 4

On désigne par o un entier strictement supérieur & 1 et on pose, pour tout entier naturel n non nul :

Foo dt
we = [

Dans la suite de I'exercice, on écrira u, au lieu de wu, ().
1. a. Vérifier que, pour tout n de N*, le réel u,, est bien défini et que u, > 0.
b. Etudier les variations de la suite (uy,),>1 et en conlure qu’elle converge.

2. a. Montrer, grace a une intégration par parties, que : Vn € N*| u,, = na(u, — tp41).

n—1
1
b. En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal & 2, on a : u, = u; H (1 — k)
«
k=1

3. Montrer, en considérant In(uy), que lim wu, = 0.
n——+00

n

4. Pour tout n de N*, on pose S,, = > wy.
k=1
no

a. Montrer que : Vn € N*, S, = 1
o —

Un+1-
P n 1 1
b. En déduire que : Vn > 2, In(S,) = In(u;) + > <ln (1 - ) —In <1 — >>
k=2 ko k

1
c. A laide d'un développement limité d’ordre 1 en —, donner un équivalent, lorsque k est au

1 1
voisinage de +oo,deln {1 —— ) —In{1— = ).
ko k

d. Conclure quant & la nature de la série de terme général u,,.

5. Dans cette question, on suppose que a = 2 et on admet qu’alors u; =

b | 3

On rappelle qu’a I’aide de la bibliothéque numpy (importée sous ’alias np), on accéde a la commande
np.pi qui renvoie une valeur approchée du nombre 7.

Ecrire une fonction Python qui
« prend en argument un entier n supérieur ou égal a 2

« renvoie la valeur de uy.




