ECE2 24 Septembre 2022
Mathématiques (version A)

DS1 correction (version A)

Exercice 1 (inspiré de EDHEC 2016)

1 2 =2
On désigne par I la matrice identité de .#3(R) et on pose A = (4 -3 4 ) :
-2 0 1

1. a) Calculer (A —I)(A+1)%

Démonstration.
1 2 =2 1
e Tout d’abord : A—1T = | -4 -3 4 |—|{0
-2 0 1 0
0
0
1

1 2 =2 1 0
e Ensuite : A+1 = -4 -3 4 | +1]0 1
0 0

Ainsi :

—4 4 4\ [2 2 -2
e Onendéduit: (A-—I(A+D?>= [0 0 0|4 -2 4| =

-4 —4 4 -2 0 2

(A-=D(A+1)* =04

b) En déduire que A est inversible et déterminer A~1.

Démonstration.
o D’aprés la question précédente : (A — I)(A+1)? = 0.z5(r)- Or :
(A-DA+ID)? = (A-D(A2+24+1) = A3+ A2 - A1
e On en déduit : . )
A+ A —A—IZOJ//B(R)
donc A3+ A2 - A=1
et finalement AA2+A-1)=1
On en déduit que la matrice A est inversible, d’inverse

ATl =A24+ AT
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O

2. Onnote E1(A) ={U € #3:(R) | AU =U}.

2y — 22z =0
a) Résoudre le systéme suivant : (S1)8 —4x — 4y + 4z = 0
—2x =0
Démonstration.
29 — 2z =0
(S1) —4xr — 4y + 4z = 0
—2z =0
Ly + lLl
Lg < *Lg
Ly fng y - = 0
2 -r —y + z =0
x =0
Ly < L3 x = O
— -r —y + z =0
y — z = 0
Lo+ Lo+ Ly z =0
= -y + z =0
TR =0
Ly ¢ L3 + Lo z =0
= -y + z =0
0 =0
{ x =0
<~
Yy = z

b) Déterminer Fq(A).
Démonstration.

T
e Soit U = (y) € A#31(R). On a alors :

z

UeE(A) & AU=U
g (A_I>U:0/%3,1(R)

0 2 =2\ [z 0
o -4 -4 a||y|l =10
-2 0 0 z 0
2y — 2z =0
& —4xr — 4y + 4z = 0
o x =0 (d’apres la
y = =z question précédente)
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e On en déduit :

E(A) = (;

O

¢) En déduire que E(A) est un sous-espace vectoriel de .#3 1(R) et déterminer une base de E1(A).

Démonstration.

0
« D’aprés la question précédente : E1(A) = Vect (1)
1

L’ensemble E1(A) est donc un sous-espace vectoriel de .#31(R).

0
o La famille /1 = (1)

1
x engendre E1(A),

x est libre car constituée d’un unique vecteur non nul.
C’est donc une base de Ej(A).

0

La famille (1) est une base de l’espace vectoriel E1(A).
1
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3. Onnote E_1(A) ={U € #3:(R) | AU = -U}.

22z + 2y — 2z = 0
a) Résoudre le systéme suivant : (S_1){ —4z 2y + 4z = 0.
—2z + 2z =0
Démonstration.
2z + 2y — 2z = 0
(S-1) -4z — 2y + 4z = 0
-2z + 2z 0
L1e1L1
Lo+ =Ly
L3 < L3 r o+ oy - z =0
-2z — y 4+ 2z =0
—x + z =0
b ety -z =0
= Y =0
Y =0
X = Z 0
— { y = 0
b) Déterminer E_1(A).
Démonstration.
x
e Soit U = (y) € A#31(R). On a alors :
z
UeFE (A & AU=-U
=4 (A+I)U 0///3,1(]1@)
2 2 =2 T 0
s -4 -2 4 ]|y] =10
-2 0 2 z 0
2z 4+ 2y — 2z =0
& -4z — 2y 4+ 4z = 0
-2z + 2z = 0
o x = z (d’apres la
y = 0 question précédente)
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e On en déduit :

E 4(4) = ( € M1 (R)|z=2 ET y=0

)
et
|

0)6///31 )] z€R

1
= Vect ((O)
1
1
E_1(A) = Vect (0)
1

O
¢) En déduire que E_;(A) est un sous-espace vectoriel de .#51(R) et déterminer une base de
E_i(A).
Démonstration.

1
« D’aprés la question précédente : E_1(A) = Vect (O)
1

L’ensemble E_1(A) est donc un sous-espace vectoriel de .#31(R).

1
o La famille F_; = (0)
1

x engendre E_j(A),
x est libre car constituée d’un unique vecteur non nul.
C’est donc une base de E_;(A).

1
La famille (0) est une base de l'espace vectoriel E_;(A).
1




ECE2 24 Septembre 2022
Mathématiques (version A)

-1
2 .
0

-2 -1 2
a) Démontrer que P est inversible et que P! = ( 2 1 1) .

4. On note P = (

— = O
=N

1 1 -1
On détaillera précisément les étapes de calcul.

Démonstration.
On applique l'algorithme du pivot de Gauss.

On effectue l'opération { L1 <+ L3. On obtient :

11 0 0 01
1 0 2 01
01 -1 1 00

On effectue l'opération { Ly <~ Ly — L;. On obtient :

On effectue l'opération { L3 <— L3 + Lo. On obtient :

1 1 0 0 0 1
0 -1 2 01 -1
0 0 1 11 -1

La réduite obtenue est triangulaire (supérieure) et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.

Ainsi P est inversible.

On effectue l'opération { Ly <~ Ly — 2L3. On obtient :

On effectue l'opération { Ly <— L1 + Lo. On obtient :
1 0 O -2 -1 2
0 -1 0 -2 -1 1
0O 0 1 1 1 -1
On effectue l'opération { Ly < —Ls. On obtient :

100
010 2 1 -1
0 01 1 1 -1
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-2 -1 2
Finalement : P~1 = | 2 1 —1].

1 1 -1

On remarque que la matrice P est constituée des vecteurs des famille F et G. C’est ce choix
qui va permettre d’exprimer par la suite la matrice A sous une forme plus simple.
On en reparlera dans le chapitre « Réduction ».

1 0 O
b) Montrer que P~' AP = T ot T est la matrice triangulaire supérieure T = <O -1 2 ) .
0 0 -1

Démonstration.

o Remarquons tout d’abord :

1 2 -2
AP = [ -4 -3 4
2 0 1
2 1 2\ /0 -1 3 1 0 0
PlAP = (2 1 -1t o =2 =10 -1 2| =T
1 1 -1/ \1 -1 2 0 0 -1

Ainsi : P~1AP =T.

o Enfin :

O
¢) Démontrer : Vn € N, A" = PT"P~1
Démonstration.
Démontrons par récurrence : ¥n € N, P(n)
ou P(n) : A" = PT"P~ L.
» Initialisation
o D’une part : A% = I.
« D’autre part : PT°P~! = PIP'=pP P71 =1
Dot P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. A"t = pTtip-1),
Al = A x A"
_ prap-ly prp-1 (d’aprés la question précédente et
o par hypothése de récurrence)
= PT" (P! P)TP!
= PT"ITP™' = PT"HpP-1
D’ott P(n + 1).
Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N, A® = PT"P~1.
O
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5. a) Exhiber une matrice N € .Z3(R) telle que T s’écrit T'= D + N, ou :
10 0
D=0 -1 0
0 0 -1

D’aprés 'énoncé, N = T — D = (

Démonstration.

b) Calculer N? et en déduire N* pour tout k € N.

Démonstration.

00 0\/0 00 000
e Tout d’abord: N2 = |0 0o 2|lo o 2| = (0o 0 o].
00 0/\0 0O 000

« On en déduit, par une récurrence immeédiate, que pour tout k > 2, N¥ =0 M5(R)-

En conclusion : NO = I, Nt = N et pour tout k > 2, N¥ = 0 5(R)-

Commentaire \

o Au lieu de faire une récurrence, on peut aussi écrire, pour tout k > 2 :

NF = NF2xN? = N2 x04m = Onmm

« On insiste sur le fait que cette démonstration n’est valable que si k > 2 (si ce n’est
pas le cas, alors k — 2 < 0).

L )0
¢) Soit n € N. Déterminer T en fonction des matrices D et NV, a 'aide de la formule du binéme
de Newton.
Démonstration.
e Soit n 2 1.

Les matrices D et N commutent. En effet :

1 0 0 000 00 O 000 1 0 0
DN = [0 -1 0 002)] =100 -2)] =100 2 -1 0 = ND
0 0 -1 000 00 O 000 0 -1

On peut donc appliquer la formule du bindéme de Newton :

o O

™ = (D+N)"
— Z <n> ank Nk
k=0 k
L /n noin (ce découpage est valable
— Dn—k Nk Dn—k Nk
];::0 <k> * k§2 <k> carn>1)
1 /n (car on a montré : Vk > 2
— Z < )Dn—k Nk = 4
k=0 \F NF = 0.5())
— (n) D" NO + (n) Dn—l Nl
0 1
= D"+nD" !N
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e Enfin : D°+0-D'N=Tet T =1.
(la matrice D est bien inversible car c’est une matrice diagonale dont tous les coefficients
diagonaux sont non nuls)
La formule précédente reste donc valable pour n = 0.

Ainsi, pour tout n € N, 7" = D" + n D" ! N.

Commentaire \

« La relation de Chasles stipule que pour tout (m,p,n) € N3 tel que m <p < n :

p n
Zuk: ZukJrZuk

k=m k=m k=p+1

(la seconde somme est nulle si p=n)
ou (uy,) est une suite quelconque de réels ou de matrices de méme taille.

« Dans cette question, on est dans le casoitm =0et p = 1.
[’argument n > 1 est donc nécessaire pour découper la somme.
Le cas n = 0 doit alors étre traité a part.

o Ici, la matrice N vérifie : Vk > 2, NF = 0.4 ®)- Elle est dite nilpotente d’indice
2 (ce terme n’est pas au programme et il est préférable de ne pas 'utiliser dans
une copie). Si elle avait été nilpotente d’ordre 3, il aurait fallu traiter a part les cas
n = 0 mais aussi le cas n = 1.

o Cette question sur le bindme de Newton matriciel est extrémement classique aux
concours et il faut donc savoir parfaitement la traiter.
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Exercice 2 (inspiré de ECRICOME 2008)
On note, pour tout n € N*, f, : 2 — 1+1In(x +n) et hy, : x — = — fr(z). On admet que In(2) ~ 0, 69.
Etude de f,
1. Donner sans démonstration le domaine de définition Dy, de la fonction f.

Démonstration. On a Dy, =] — 1, 400]. O
2. Dresser le tableau de variations de la fonction f;. On ne justifiera pas les limites.

Démonstration. La fonction f; est dérivable sur | — 1, +00[ comme somme et composée de fonctions
dérivables.

Soit © > —1. .
!
r)=——>0
1(@) rz+1
d’ou le tableau de variations :
T —1 +o0
Signe de f{(x) +
+00
Variations de fi /
—0o0

3. a. Déterminer I’équation de la tangente en 0 au graphe de fi.

Démonstration. On a f{(0) =1 et f1(0) = 1 donc I’équation de la tangente en 0 au graphe de

f1 est
O
b. Montrer que, pour tout x € Dy, fi(z) <z + 1.
Démonstration. La fonction f; est deux fois dérivable sur | — 1, +ool. Soit > —1.
1
1
=—— Q5 <0
1 (‘T) (.Z n 1)2
Donc la fonction f; est concave sur | — 1, +00]. Ainsi, son graphe est en dessous de sa tangente
en 0. Autrement dit, pour tout = > —1,
filz) <z 41
O

4. Tracer la courbe représentative de fi.

Démonstration.

10
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—4

Etude d’une suite implicite

5. Soit n € N*. Montrer que 1’équation f,(z) = z admet une unique solution dans ]0, +00[, notée a,.
(On ne cherchera pas a calculer a,)

Démonstration. Soit n € N* et soit x > 0.
fa@) =2 <= x— fu(z) =0 < hy(z) =0

La fonction h,, est dérivable sur |0, +oo[ comme somme et composée de fonctions dérivables. Soit

x > 0. 1 n 1
hl(z)=1- S >0 carn>1letaz >0
r+n r+n

d’ou le tableau de variations :

x 0 +00
Signe de hl,(z) +
+00
Variations de h,, /

Précisons :
e hp(0)=0— f,(0) =—=(1+1In(n)) <0 (car n > 1).

e hp(x)=xz— (1+In(z+n)) ~ x —> o0 par croissances comparées.
x—>~+00 T—+00

Ainsi, la fonction h,, est
« continue sur |0, +00[

« strictement croissante sur |0, +o0[

11
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donc elle réalise une bijection de |0, 4+o00[ sur hy,(]0, +00[) =]hn(0), +o0l.

Or, h,(0) < 0 donc 0 €]h,(0), +o0].

On en déduit que 'équation hy(z) = 0 (et donc l'équation f,(z) = x) admet une unique solution
sur ]0, +00[, que 1'on note «,. O]

6. a. Soit n € N*. Montrer que

n 1
(1) = In <a+1+n+>

Qpt1+ 1

Démonstration. Soit n € N*.

hn(ant1) = ant1 — falant1)
= aps1 — (1 +In(apg1 +n))
= fat1(ont1) — (1 + In(opg1 +n)) par définition de a1
= (14 In(ap+1 +n+1)) — (1 +In(apss +n))
=In(ap+1 +n+1) —In(ap1 +n)

<an+1 +n+ 1)
=In{——
Qpt1+ N

b. En déduire que la suite () est strictement monotone. On précisera son sens de variations.

Démonstration. Soit n € N*.

Qpt1+n+1
h —Ip (-t
n(n+1) " < Qnt1+1 )

ani1+n+1

Or, apy1 +n+1> app1 +n>0done = g

On en déduit que

> 1 donc hp(apt1) > 0.

hin(ans1) > hyp(ay)

Donc, en composant par h;, !, la bijection réciproque de h,, (de méme stricte monotonie, c’est-a-
dire strictement croissante), on a

hgl(hn(anJrl)) > hgl(hn(an))

done

Donc la suite (o) est strictement croissante. O
7. a. Montrer que, pour tout n € N*, o, > 1+ In(n).
Démonstration. Soit n € N*. Par définition,

an = folan) =1+ In(ay, +n)

Or,
ay, €]0, +00]
donc an, +n>n
donc In(a, +n) > In(n) (par stricte croissance de la fonction x +— In(x) sur ]0, 4+o00[)

donc an > 1+ In(n)

12
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b. En déduire la limite de la suite (ay,).

Démonstration. On a 1+1In(n) — +oo donc, par théoréme de comparaison, |, —> —+00|.

n—-+00 n—-+00
O
8. a. Montrer que
ngr—&r-loo hy (In(n) +2) =1
On admet alors qu’il existe un rang ng > 2 tel que, pour tout n = ng, hy (In(n) +2) > 0.
Démonstration. Soit n € N*.
hy, (In(n) +2) = In(n) + 2 — fo(In(n) + 2)
=In(n) +2— (1 +1In(ln(n) + 2 +n))
=1+1In(n) —In(In(n) +2+n)
1 2
=1+1In(n) —In <n <1+ n(n)—l—))
n
1 2
=1+1In(n) —In(n) —In (1 + n(n)—i—)
n
1 2
—1-In (1 + W)
n
1 2
Or, n(n) + — 0 par croissances comparées, donc In (1 + ln(n%) — 0.
n n—-+00 n—-+o0o
Dot | hy, (In(n) + 2) e 1} O
b. Montrer que, pour tout n > ng, a, < In(n) + 2.
Démonstration. Soit n > ng. D’aprés la question 8.a),
hy (In(n) +2) >0
donc by, (In(n) +2) > hy (o)
donc  hyt(hy (In(n) +2)) > byt (ho(an))
donc lln(n) +2>a, ‘
O
c. En déduire un équivalent simple de a,, lorsque n tend vers 4oc.
Démonstration. Soit n > ng. D’aprés les questions 7.a) et 8.b),
141 < <1
+n() An n() an >0 carn >ng =2
donc ln(n) +1< ln(n) <1+ ln(n)
Or, m n_>—+>oo 0 et ln(n) n_>—+>oo 0 donc, par théoréme d’encadrement, lno‘(—’;b) n_>—+>oo 1.
On en déduit que |y, ~ In(n)| O

n—-+4oo

13
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9. a.

Commentaire

Cette question est présentée de maniére classique : on vient de démontrer
une inégalité sur «;, et on doit en déduire un équivalent. Il faut donc penser
au théoréme d’encadrement et au fait que 'on a déja démontrer une autre
inégalité précédemment.

2 . L. Qp
Déterminer la nature de la série ), —.
n

Démonstration. On a

In(n)

o pour tout n > 1, 9= >0 et > 0 (cf question 5)

. oo o mq(an) (cf question 8.c)

T PR i, L. o, In(n)
Donc, par critére d’équivalence pour les séries a termes positifs, les séries > — et Y

n n
ont méme nature. Or,
e pour tout n > 1, % >0et mfln) >0
e« —— — Odonci= o (M)
ln(n) n—-4o0o n n—+4o0o n

1
o la série Y — diverge (série de Riemann d’exposant 1)

n
Donc, par critére de négligeabilité pour les séries a termes positifs, la série » diverge et

n
finalement,
- Qn .
la série Y — diverge.
n
O

2 3 s an
Déterminer la nature de la série ) —.
n

Démonstration. Par un raisonnement analogue a la question précédente, on obtient que les séries
ap In(n)
> oz ot >

n2
« pour tout n > 1, ﬁ >0 et In(n) >0

ont méme nature. Or,

n2
In(n) . . In(n) _ 1
e /5 — 0 par croissances comparées donc —5> = o0 (55
n n—-+o0o n n—+4oo \ M
o la série > —375 converge (série de Riemann d’exposant 3 > 1)
n

In(n)

n2

Donc, par critére de négligeabilité pour les séries a termes positifs, la série > converge et

finalement,

L. Qnp
la série )} — converge.
n

14
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Valeur approchée de «o; par dichotomie

10. Montrer que 1 < a3 < 3. On pourra utiliser la question 7a.

Démonstration.
« D’apreés la question 7a, on a oy > 1+1In(1) = 1.

hi(3) =3 — (1 +In(3 + 1))

=2—1In(4)
=2 - 21In(2)
=2(1-1In(2)) >0 car In(2) ~ 0,69

d’ou, h1(3) > hi(a1) et, en composant par hfl qui est strictement croissante, on obtient 3 > «;.

O

11. Recopier et compléter le script Python suivant afin qu’il renvoie une valeur approchée de aq a 10~%
prés, obtenue a 'aide de la méthode par dichotomie.

import numpy as np

a,b = 1,3

while
c=(a+b) /2
if

b=c¢c
else :

ll© oo N o jov kw0 e

print

Démonstration.

import numpy as np
a,b = 1,3
while b-a > 10%*(-4)
c=(a+b) /2
if c-1-np.log(c+1l) > 0 :
b=c
else :
a=c
print (c)

@ joo N o jov e jw N =

Valeur approchée de «; par méthode de point fixe

On définit la suite (uy,) par :
ug = 1
Vn eN, upt1 = fi(un)

12. Démontrer que la suite (u,) est bien définie et que, pour tout n € N, u,, > 1.

15
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13.

14.

Démonstration. Montrons par récurrence : Vn € N, P(n)
u, est bien défini

oﬂP(n):{u 1
n =

Initialisation :
Par définition, up = 1 donc ug est bien défini et ug > 1. D’ou P(0).
Hérédité : soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).

Par hypothése de récurrence, u,, existe et u, > 1. La fonction f; est bien définie sur | — 1, +o0]
donc up4+1 = f1(uy) est bien défini.
De plus, la fonction f; est strictement croissante sur | — 1, +o00[ donc

Unt+1 = fi(un) = f1(1) =1+In(2) > 1

D’ou P(n+1).
Un, est bien défini

Par principe de récurrence : Vn € N, . O
uUp =1

Montrer que, pour tout n € N,

1
[Un+1 — a1| < 5 [un — ay

Démonstration. Soit x > 1. D’aprés la question 2,

1
!
= 0
fi(z) ] >
donc 1 1 1
|fi(2)] = —= < 5

Tr+1 5141 2

D’aprés I'inégalité des accroissements finis, on a, pour tout (z,y) € [1,4+o00[?,

1)~ )] < 51w 3]

Soit n € N. En posant = u,, € [1,+o0[ (cf question 12) et y = a1 € [1, 00| (cf question 10), on
obtient :

1
| f1(un) — fi(a)| < B |tun, — o
d’ou

1
[Unt1 — 1] < 5 [un, — o

En déduire que, pour tout n € N,

1 n—1
|un — 1| < <2>

Démonstration. Montrons par récurrence : Vn € N, P(n)

ou P(n): |up —ay| < (%)n_l.

Initialisation :

e D’une part, ug =1 et 1 < a3 < 3 (cf question 10) done |ug — 1| = a3 — 1 < 2.
« D’autre part, (%)071 =2.

16
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Dot P(0).
Hérédité : soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).
On a
1 .
|unt1 — a1 < 5 |un, — a1 (cf question 13)
1 1 n—1
< 3 <2> (par hypothése de récurrence)

<1> (n+1)71
g —

2

Dot P(n + 1).

Par principe de récurrence : Vn € N, |u,, — ag| < (%)n_l. O
15. En déduire la limite de la suite (uy,).

Démonstration. Soit n € N. D’aprés la question 14, on a

1 n—1
0< |up —aq] < (2)

Or, (%)nil — 0 car ’%‘ < 1. Donc, par théoréme d’encadrement,
n—-+o0o

fun —ea] 2220

et donc

Up —> O]
n—-+o0o

Commentaire

Cette question est présentée de maniére classique : on vient de démontrer une
inégalité sur |u, — a1 et on doit en déduire une limite. Il faut donc penser au
théoréme d’encadrement.

16. Recopier et compléter la fonction Python suivante pour qu’elle
o prenne en argument un réel epsilon strictement positif

« renvoie une liste [n,u] ou n est un entier qui vérifie |u, — a1| < epsilon et u = uy.

import numpy as np
def ApprocheAlpha(epsilon)
n=20
u=1
while
n =

u —
return [n,ul

loo I~ [} o I oo I~ =

Démonstration.
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1 import numpy as np
2 def ApprocheAlpha(epsilon)
3 n=20
4 u-=1
5 while 1/(2**(n-1)) > epsilon :
6 n=n-+1
7 u =1+ np.log(u+l)
8 return [n,u]

Exercice 3 (EML 2019)

On considére la fonction f définie sur 0, 4o00| par :

Vi €0, +oof, f(t) =t +%

PARTIE A : Etude d’une fonction d’une variable

1. Etudier les variations de la fonction f sur |0, +oo].
Dresser le tableau de variations de f en précisant les limites en 0 et +oo.

Démonstration.
« La fonction f est dérivable sur ]0, +00[ en tant que somme f1 + fo avec :

x f1:t >t dérivable sur ]0,+o0o[ en tant que fonction polynomiale,

1
x fa :t+— — dérivable sur |0, 400 en tant qu’inverse d’une fonction polynomiale qui ne s’annule
pas sur cet intervalle.
« Soit t € ]0,400].

1
1)) —
F)=1-4
De plus :
1
fft)>0 < l—t—2/0
1
S 12> o)
) (par stricte décroissance de la
s 1<t ‘ 1
fonction t — 7 sur 10, +00])
o 1<t (par stricte croissance de la

fonction t — \/t sur [0, +00[)

« On obtient alors le tableau de variations suivant :

t 0 1 +00

Signe de f'(t) - 0 +

Variations de f \ /
2
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« Détaillons les éléments de ce tableau :

« f(1) = 1+% = 2.

1
x comme lim — = 400, alors : lim f(t) = +o0.
t—0+ ¢ t—0+t

1
x comme lim — =0, alors: lim f(t)= +oc.

t—+oo t t——+o00
O
2. Montrer que f réalise une bijection de [1, +o0o[ vers [2, o0l
Démonstration.
D’aprés la question précédente, la fonction f est :
x continue (car dérivable) sur [1,4o0],
x strictement croissante sur [1,4o00].
Ainsi, la fonction f réalise une bijection de [1,+oo[ sur f([1,400[) avec :
1 = 1), L = [2
F(ool) = [0, i 70| = 24
Finalement, la fonction f réalise une bijection de [1,+oo[ sur [2, +oo]. -

On note g : [2,+00[ — [1, +00] la bijection réciproque de la restriction de f a [1,4o0l.

3. a) Dresser le tableau de variations de g.

b)

Démonstration.

D’aprés le théoréme de la bijection, la fonction g est continue sur [2, +o0o[ et strictement mono-
tone sur [2, 400, de méme sens de variation que f sur [1,+o0].

On obtient alors le tableau de variations suivant :

Variations de g /

Justifier que la fonction g est dérivable sur |2, 4+o00].

Démonstration.
La fonction f :
x réalise une bijection de |1, 4o0[ sur |2, 00|,
x est dérivable sur |1, +oo[ (d’apres 1.),
(t—1)(t+1)

x est telle que : Vt € ]1,+o0], f'(t) # 0. En effet : Vt € |1, 400, f/(t) = e 0.

On en déduit que g est dérivable sur |2, +o00].
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‘
1

o On connait méme lexpression de ¢’ : ¢’ = ——.
froyg
o On peut retrouver cette formule via ’égalité f o g = id.

En effet, en dérivant formellement cette égalité, on obtient :

(flog)xg =1
{ )0

¢) Soit y € [2,400[. En se ramenant a une équation du second degré, résoudre 1'équation f(t) =y
d’inconnue t € ]0, +oo[. En déduire une expression de g(y) en fonction de y.

Démonstration.
Soit y € [2,4+o00[. Soit t € |0, +00].
e Tout d’abord :
1
fty=y & t+¥:y
& tP+1=yt (cart #0)
s 2_yt+1=0

« On note P € R[X] le polynéme défini par : P(X) = X? —y X + 1.

- Calculons le discriminant du polynéme P :
A= (—yP—4x1x1l =y*—4
Comme y > 2, alors, par croissance de la foncion z + 22 sur [0, +oo[ : y? > 4. Ainsi : A > 0.
- Distinguons les cas suivant le nombre de racines de P. Deux cas se présentent alors :

x 81 A >0 (i.e. siy > 2), alors P admet exactement deux racines notées ri et ry :

() - VA y— P-4 (VA Yty -4

= = t =
E 2% 1 2 o 2% 1 2

Siy > 2, 'équation f(t) = y admet exactement deux solutions :

_y—Vyr—4 _ytVyr—4
ry = 5 et 1y = 5 .

x 81 A =0 (i.e. si y = 2), alors P admet exactement une racine notée r :

Siy = 2, 'équation f(t) = y admet une unique solution : ro = 1.

Commentaire

Remarquons que, pour y = 2, 71 et 7y prennent la valeur 1. Les expressions de rg, 71
et r9 coincident donc en y = 2.
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« Comme g est la bijection réciproque de la restriction de f a [1, 400, pour tout y € [2,+o0[ et
tout ¢ € [1, 400 :
gy =t & [fl)=rf1t) & y=/[()
On en déduit que, pour tout y € [2,400[, g(y) est la solution de I'équation f(t) = y sur
I'intervalle [1,4o00].
Soit y € [2,4+o00[. Deux cas se présentent donc :

x si y > 2, alors on cherche a déterminer quelle solution de 1 ou de ry appartient a [1, +oo].

- Tout d’abord :

_ 2 _
y- vy o4y

2

S y—\y: —4>2
& y—2=2y2-4

& (y—22 >y -4

rn=>1 <

(par stricte croissance de la fonction
x> 22 sur [0, +oo, ety > 2)

& F-dy+4>47 -4
S 824y & 22y

Or cette derniére inégalité est fausse (on a supposé y > 2), donc, par équivalence : 71 < 1.
- Ensuite : /y? —4 > 0. Donc, comme y > 2 : y+ \/y? —4 > 2.

24
24
On en déduit, pour tout y € ]2, +o00[, g(y) = ?J‘ny

x sy =2, alors g(y) =19 = 1.

On en déduit : g(2) = 1.

Comme les expressions de rg et de 2 coincident en 2, on obtient finalement :

R
5 :

gy

PARTIE C : Etude d’une suite

On introduit la suite (uy,)nen+ définie par :

1
up =1 et meN" upi1 =up+ 55— =~ f(nuy)
n‘u, n
8. Montrer que, pour tout n de N*, u,, existe et u, > 1.
Démonstration.
Uup €existe
Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n) oa  P(n):
Up =1

» Initialisation :
D’aprés I’énoncé : uy = 1. Donc : u; > 1.

D’ou P(1).
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» Hérédité : soit n € N*.
Un+1 €Xiste
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e.
Upt1 2 1

Par hypothése de récurrence, le réel u,, existe et u, > 1.
e Comme u, >1>0etn>0,alors: nu, > 0.

Or f est définie sur |0, +oo[, donc le réel f(nu,) existe.
On en déduit que u,41 existe.

« Ensuite :
U, = 1
donc nu, = n (carn >0)
dott Fnuy) > f(n) (par croissance de f sur [1,400],

etnu, =n>1)

1 1 1
o1 > 1 1
ainsi f(nuy) - f(n) (car - >0)
. 1
On en déduit : up41 = — f(n). Or
n
1

Ainsi, par transitivité : u,1q1 >
D’ott P(n + 1).

Par principe de récurrence, on en déduit que, pour tout n € N*, u,, existe et u, > 1.

Commentaire

Cette question est un classique des suites récurrentes. Elle se traite presque
toujours par récurrence.

9. Recopier et compléter les lignes 3 et 4 de la fonction Python suivante afin que, prenant en argument
un entier n de N*, elle renvoie la valeur de wu,,.

def suite(n):
u=1
for k in

u =

return u

lov e e

Démonstration.

def suite(n):
u-=1
for k in range(1,n):
u=1u+ 1/(k**2 * u)
return u

[ N N N

Détaillons 'obtention de ce programme.
La variable u est crée pour contenir successivement les valeurs uq, ..., uy,.
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o On initialise donc cette variable a u; = 1 avec la ligne 2.

2 u-=1

o On met ensuite a jour u a 'aide d’une structure itérative (boucle for) avec les lignes 3 a 4.

for k in range(1l,n):
u=1u+ 1/(k**x2 * u)

I~ e

Commentaire

o On décrit ici de maniére précise les instructions afin d’aider le lecteur un peu moins ha-
bile en Python. Cependant, I’écriture du script démontre la compréhension de toutes
les commandes en question et permet sans doute d’obtenir la totalité des points alloués
a cette question.

O
10. On pose, pour tout n de N* v, = upy1 — up.
a) Montrer : Yn € N*, 0 < v, < —-
n
Démonstration.
Soit n € N*.
o Tout d’abord : 1
Up = Uptl — Un = Us + 2 — Un = 2
n? uy n?uy,
SN . . 1
« D’apreés la question précédente : u, = 1> 0. Donc : v, = 54— > 0.
n? up
o Toujours d’aprés la question précédente :
U, = 1
donc <1 (par décroissance de la fonction
Up inverse sur |0, +o0[)
. 1 1 1
d’on e < 3 (carﬁ>0)
o 1
ainsi Uy < —
n
: . 1
Finalement : Vn € N*, 0 < v, < —.
n O

b) En déduire la nature de la série Y vy,
n>1

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

X VnEN*,Ogvngﬁ
n

1
x la série ) — est une série de Riemann d’exposant 2 (2 > 1). Elle est donc convergente.
n=1 n

Par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série » v, est convergente.
n>1
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Commentaire
La seule difficulté de cette démonstration réside dans la rédaction du critére des séries
a termes positifs (les arguments a utiliser ont tous été démontrés dans les questions
précédentes). C’est donc une question d’application directe du cours qu'il convient de
ir traiter.
savoir traiter .
n—1
¢) Calculer, pour tout n supérieur ou égal a 2, > vy.
k=1

11. a)

En déduire que la suite (u « converge vers un réel ¢, que 'on ne cherchera pas & déterminer.
n)neN 5

Démonstration.

e Soit n > 2. Par sommation télescopique :

n—1 n—1
Yovk = > (Ukt1 —uk) = Upoppr —ur = up —1
k=1 k=1
n—1
Yn =2, > vp=u,—1
k=1
e Soit n > 2. D’aprés ce qui précéde :
n—1
Up, = 14+ > v
k=1

Or, d’apreés la question précédente, la série > v, est convergente.
n=1
On déduit de P'écriture précédente de wu,, que la suite (u,) est convergente, de limite :

+o0o
m wu, = 1+ > v

n—-+oo k=1
Ainsi, la suite (u,) converge vers un réel noté £. .
o
Montrer que, pour tout entier k supérieur ou égal & 2, on a : 72 < / 2 dt.
k—1

Démonstration.
Soit k > 2.
e Soit t € [k —1,k].

Comme k-1 < ¢t < k

1 1 1 (par décroissance de la
1 —_— = = = — 1
aors (k—1)2 7 2 7 k2 fonctiont— 2 sur )0, 4o00[)

1
« La fonction ¢ — o) est continue sur le segment [k — 1, k.

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans 'ordre croissant (k — 1 < k) :

k k k
1 1 1
——dt > —dt = — dt
/k:—l (k—1)2 /k—l t2 /k—l k2
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iculi > 2 1 < bl
En particulier, pour tout & > 2 : 7z S - 2 dt. O
n—1
b) Pour tous entiers n et p tels que 2 < p < n, calculer Y vy et en déduire :
k=p

n—1 1
0§un—up</ — dt
p

Démonstration.
Soit (n,p) € N2 tel que : 2 < p < n.
« Tout d’abord, par sommation télescopique :

n—1 n—1
Yok = Y (W1 —ug) = Up—1)+1 — Up = Un — Up
k=p k=p

n—1

DU = Uy — Uy

k=p

- D’aprés la question 10.a) : 0 < v, < 7z
- D’aprés la question précédente, on obtient par transitivité :

0 < < ! < /k 1 dt
S X 79 D)
k ]{:2 X o1 t2

ko
Vk>2,0<vk</ =
k—1

dt

« On obtient, par sommation :

n—1 n—1 k 1
k=p k=p Jk—1 1

n—1 1
/ 2 dt  (par relation de Chasles)
p—1

Ainsi, d’aprés ce qui précéde, pour tout (n,p) € N2 tel que 2 < p <n :

n—1 1
Ogun—upé/ t—th.
p—1

Commentaire \

Les questions 11.a) et 11.b) sont en fait une comparaison série-intégrale dont on
rappelle le résultat ci-dessous.
« On considére une fonction f : [0, +o0o] — R continue sur [0, +o0].

« On suppose de plus que f est décroissante sur [0, +00]. Alors :
k
Vke N, f(k) < f@t)dt < f(k—1)
k—1

On en déduit par sommation :

VneN, kil fk) < / f)dt < 3 f(k—1)

,
\.
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¢) En déduire, pour tout entier n supérieur ou égal & 3 : ug < up < 1+ ug.
Montrer alors que ¢ appartient & U'intervalle [2, 3].

Démonstration.

« Soit n > 3. On applique le résultat de la question précédente avec p = 2 (onabien:2 < p < n):

n—1
Ogun—uQé/ — dt
1

n—1
1 t t . n—1 n—1

e On en déduit, par transitivité :

n—1
Oéun—@@g/ —dt <1
1

Ainsi, pour tout n > 3 :us < up < 1+ us.

« Par définition de la suite (uy,) :

1
U2 u1—i—12u1 +1><1

On en déduit, avec ’encadrement précédent, pour tout n > 3 :

2 < u, <3

En passant a la limite quand n tend vers 400 dans I’encadrement précédent,
on obtient : £ € [2,3]. 0

d) Montrer, pour tout entier p supérieur ou égal a 2 :

1
0 < /l—up < P~
Démonstration.
Soit p > 2.
e Soit n > p. D’aprés la question 11.b) :
n—1 1
0 < up—up < / o) dt
p—1
e Or: o
/”—1 dt[1] <1 1)1 1
b1 12 tl n—-1 p-1 p—1 n-1
Ainsi :
1 1
0 < tn—up < p—l_n—l
En passant a la limite quand n tend vers +o0o dans ’encadrement précédent,
1
onobtient : 0 < £—u, < ——.
X DX p—l =

e) En déduire une fonction Python qui renvoie une valeur approchée de ¢ a4 10~% prés.
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Démonstration.

« On cherche ici a trouver un entier N tel que uy est une valeur approchée de ¢ & 10~ prés.
Autrement dit, on souhaite exhiber NV € N tel que :

\B—uN| < 1074
e Or, d’aprés la question précédente : Vp > 2, 0 < £—u, < ——.

<1074,
N -1

Si c’est le cas, on obtient alors par transitivité :

« Il suffit alors de trouver NV € N tel que :

0 < l—uy < 1074

o On propose alors le programme suivant :

def valeur_approchee():
n=2
while 1 / (n-1) > 10**(-4):
n=n+1
return suite(n)

lov s o =

Détaillons les éléments de ce script.
- Début du script

1
La variable n est initialisée a 2. En effet, on souhaite pouvoir effectuer le calcul : 1

- Structure itérative

Les lignes 3 & 4 consistent a déterminer le plus petit entier n tel que

1
i < 107% On

doit donc comparer les valeurs successives de la suite <

1
n—1

> au réel 1074 jusqu’a ce
n—1 n>2

< 1072, Autrement dit, on doit comparer ces valeurs successives a 1074 tant que

que
1
n—1

> 10~%. Pour cela on met en place une structure itérative (boucle while) :

3 while 1 / (n-1) > 10%*(-4):

On met alors & jour en conséquence la variable n : on ajoute 1 pour signaler qu’on va

1
comparer le terme suivant de la suite a 1074
n—1 n=2

n=n-+1

I

- Fin du script
A la fin de cette boucle, on est assuré que : o <1074 (on itére tant que ce n’est pas le
n

cas).
Il reste alors a calculer la valeur approchée de ¢ : on I'obtient par le calcul de u, ol n est la
valeur obtenue a l'issue de cette boucle, en utilisant la fonction codée a la question 9.

return suite(n)

153

27



ECE2 24 Septembre 2022
Mathématiques (version A)

Commentaire \

o Lorsqu’on écrit une boucle while, il est préférable de s’assurer en amont de sa

terminaison. C’est bien le cas ici. En effet, la suite (
n—

> est convergente de
1 n=2

limite 0. Ce qui signifie :

Ve >0, dng € N, Vn = ng,
n—1

1
~o| <e

Ainsi, quelle que soit la précision € > 0 choisie au départ (ici 107%), on est toujours
<1074
1

en mesure de trouver un rang ng a partir duquel on aura :
n —_—

o On pouvait déterminer, sans utiliser de boucle, un entier N tel que uy est une
valeur approchée & 10~4 prés de . Pour ce faire, on remarque :

1
n—1

<100t e n—-1>210" @ n>10"+1

L’entier N = [10* + 1] convient.

Exercice 4 (ESCP 2005)

1 1
1. Quelle est la nature des séries —
rgo”ﬂLl gﬂ(nJrl)z
Démonstration.
o Tout d’abord :

1
x VneN, —— >0.
n—+1

1 1

X ~  —.
n+1 nste n

1
x La série ) . — est une série de Riemann d’exposant 1 (1>1).

n
Elle est donc divergente.

Par critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série ) ) diverge.
n

o Ensuite :
v N, ——>0.
e " (n+41)2
1 1

* (n+ 1)2 nﬁf\jroo ﬁ

1
x La série ) — est une série de Riemann d’exposant 2 (2 > 1).

Elle est donc convergente.

Par critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série Y | ———— converge.
(n+1)? 0
. n 1
2. Ecrire une fonction Python qui prend en paramétre un entier n et renvoie S, = Y m,
k=0

1
somme partielle d’ordre n de la série —.
712230 (TL + 1)2
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Démonstration.

def somme(n):
S =0
for k in range(n+1):
S =8+ 1/ (kt1)*x2
return S

Jor s W =

Détaillons les éléments de ce programme.

« Début du programme
Conformément & I’énoncé, on commence par préciser la structure de la fonction :
x cette fonction se nomme somme,

x elle prend en paramétre la variable n.

1 def somme(n):

On initialise ensuite la variable 8 a 0 (choix naturel d’initialisation lorsqu’on souhaite coder une
somme puisque 0 est I’élément neutre de 'opérateur de sommation).

2 S=0

« Structure itérative

n
Les lignes 3 a 4 consistent & mettre a jour la variable S pour qu’elle contienne la quantité —

Pour cela, on utilise une structure conditionnelle (boucle for) : k=0 k+1
3 for k in range(n+1):
4 S =8+ 1/ (ktl)*x2
o Fin du programme
A T’issue de cette boucle, la variable S contient la quantité 3 O

— k+1

Il est aussi possible de proposer une fonction tirant parti des fonctionnalités de la
bibliothéque numpy de Python :

import numpy as np
def sommeTab(n):
T = np.arange(n+1)
T = 1/(T+1)**2
return sum(T)

[N PN VI | R

« En ligne 3, on crée un tableau T contenant les différentes valeurs prises par la variable
de sommation k.

3 T = np.arange(n+1)

« En ligne 4, on crée un tableau T contenant les différentes valeurs prises par les éléments
de la somme.

T = 1/(T+1) **x2

Ik

« Enfin, 'opérateur sum permet de sommer tous les éléments du tableau T :

return sum(T)

jou
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3. On note (ay)nen une suite de réels strictement positifs, décroissante et de limite nulle.
Pour tout entier naturel n, on pose :

2n i 2n+1 i n i
up, = >, (=D)%ax, vo= >, (=1D)%ax, sp=>. (—1)%ag
k=0 k=0 k=0

a) Montrer que la suite (u,) est décroissante, et que la suite (v,) est croissante.

Démonstration.
Soit n € N.

o Tout d’abord :

2(n+1) 2n
Uni1—un = > (“DFar — Y (=D)Fa
k=0 k=0
2nt2 i on i
= > (=DYar — > (-1)"a
k=0 k=0
2n 2n
= ( ar + (=1)2" L ag, 1 + (—1)2+2 a2n+2> - > ar
= —aont1 + Aon42 (car 2n + 1 impair et 2n + 2 pair)

Comme la suite (ay,) est décroissante, alors : agpio < agnt1, et donc : agpi2 — agpt1 < 0.

Ainsi : Vn € N, up41 < uyp. La suite (uy,) est décroissante.

La suite (u,,) est définie par :
'm
vmeN, u = 5 (-D)*a
’ i

L’obtention du terme u,41 ne doit pas poser de probléme : il suffit de remplacer la « boite »

par la « boite » . Mathématiquement, on ne parlera pas de « boite » mais

plutot de Pexpression parenthésée (n + 1). On agira de méme si I'on souhaite obtenir w42
ou Ugy OU Upt] - - -

\.

e« De méme :

2(n+1)+1 omn
Un+1 — Un = Z (_1)kak - Z (_1)k ag
k=0 k=0
2n43 N 2n+41 .
= > (D'ax — X (=1)7a
k=0 k=0
2n+1 2n+1
= (X AT+ ()P ans + (1) aznia) — Y AT
= Qopt2 — A2n+3 (car 2n + 2 pair et 2n + 3 impair)

Comme la suite (ay,) est décroissante, alors : agpto = agnt3, et donc : agpt2 — agpts = 0.

Ainsi : Vn € N, v,41 > v,. La suite (v,) est croissante.
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b) Montrer, pour tout n de N : v, < uy.
En déduire que la suite (u,) admet une limite s et que la suite (v,) admet la méme limite s.

Démonstration.
Soit n € N.
2n+1 2n
o Tout d’abord : v, —u, = >, (=DFap— 3 (~1)Fay
k=0 k=0
— (_1)2n+1 a2n41
car (a,) est une suite
= —agm+1 < 0 (car (an)

Commentaire

de réels positifs)

On en déduit : Vn € N, v, < .

La suite (v,,) étant décroissante, on démontre par récurrence immédiate :
VneN, vg <o,

On en déduit, par transitivité : Vn € N, vy < v, < up.

La suite (u,) est décroissante et minorée par vg. Elle converge donc vers une limite ¢;.

On raisonne de maniére similaire pour (vy,).
La suite (u,,) étant décroissante, on démontre par récurrence immeédiate : Vn € N, wu,, < up.
Puis, par transitivité : Vn € N, v, < u, < ug.

La suite (vy,) est croissante et majorée par ug. Elle converge donc vers une limite /5.

Il reste & démontrer : £; = ¢5. Les suites (uy,) et (v,) étant convergentes, on a :

lim v,—u, = lm v,— lm wu, = f—/¥
n—-+o0o n—-+oo n—-+4o00o
Finalement :
lim (v, —u = lim —a
i (vn n) o 2n+1
I I
by — 01 0

Ainsi, on a bien : 1 = /5.

Les suites (uy,) et (vy,) sont donc convergentes vers la méme limite que I’on note s. 0O

« On a démontré en question précédente que la suite (u,) est décroissante et que la suite (vy,)
est croissante. De plus, en début de question, on démontre :

Up — Up = —02p41 n~>—+>oo 0

Les suite (uy) et (vy,) sont donc adjacentes. Ainsi, par le théoréme des suites adjacentes,
on en déduit que les suites (uy,) et (vy,) sont convergentes et de méme limite s.

o Dans I’énoncé, on demande de démontrer :

VneN, v, <u, etpas lim (v, —u,) =0
n—-+oo
Il faut donc comprendre que I’on demande ici de démontrer le théoréme des suites adjacentes
et non pas de l'utiliser directement. On peut penser que le sujet (qui date de 2005) aurait
été formulé différemment avec le programme actuel.
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Dans I'énoncé, on considére deux suites adjacentes (uy,) et (vy,).
Plus précisément, elles vérifient :
x (uy) décroissante,
x (vp) croissante,
x lim  (u, —ov,) =0.
n—-+oo ( m n)
Si 'on essaie de tracer la représentation graphique de suites vérifiant de telles

contraintes, on va obtenir le résultat suivant :

(un)

~

(vn) = = = = = = = = =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Un tel schéma fait naturellement apparaitre les deux propriétés que 1’énoncé demande
de démontrer, & savoir :

x la position relative des deux suites (uy,) et (vy),

x Dexistence de s, limite commune de (uy) et (vy,).

\

c¢) En déduire que la suite (s,) converge vers s.

o Comme so,

Démonstration.
On remarque tout d’abord :

Vn €N, up, = Son, et vy = Sont1

Soit I un intervalle ouvert contenant s.

n
d’indices pairs de la suite (sy,)) sauf un nombre fini d’entre eux.

termes d’indices impairs de la suite (s,)) sauf un nombre fini d’entre eux.

Ceci signifie que la suite (s,,) est convergente de limite s.

TS I'intervalle I contient tous les termes de la suite (s2,,) (i.e. tous les termes

—400

o Comme S9,11 —+> s, I'intervalle I contient tous les termes de la suite (s2,41) (i.e. tous les
n—-+0o0

On en déduit que l'intervalle I contient tous les termes de la suite (sy) sauf un nombre fini
d’entre eux.

O
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« On démontre dans cette question la propriété, parfois appelée « propriété de recouvrement » :

Soapn — S

n—-+oo = $8n —+> S
S sy s n—s-+o0o
2nt+1 n—-+oo

Cette propriété n’apparait pas dans le programme officiel de la voie ECE.
Il faut donc la redémontrer & chaque utilisation.

« La convergence d’une suite (s;) vers un réel s admet deux définitions équivalentes.

1) Définition sans les € :

Tout intervalle ouvert contenant s contient tous les

sp) converge vers s € R . )
(5n) & termes de la suite (s,) sauf un nombre fini d’entre eux

C’est la définition donnée par le programme officiel (et celle qu’on a utilisée pour la démons-
tration).

2) Définition avec les ¢ :

(sp) converge vers s € R < Ve >0,3ng € N, Vn > ng, |s, —s| <e

e On peut aussi effectuer la démonstration précédente a l'aide de cette deuxiéme définition. Dé-

taillons ce point.
Soit € > 0.

x Sop, — 8, donc, par définition de la convergence :
n—-+o0o

il existe un rang n; € N tel que pour tout n > ny : [s9, — s| < e.
x Sopt1 — S, donc, par définition de la convergence :
n—4o00
il existe un rang ng € N tel que pour tout n > ng : [sop41 — §| < e.

On choisit alors ng = max(2ni,2ns + 1).

Alors, pour tout n > ng : |s, — s| < e.

4. Montrer que la série Y (—1)"a, est convergente.
n=0

Démonstration.

D’aprés la question 3.c), la suite (s,,) des sommes partielles de la série > (—1)"a,

converge, donc la série converge. ]
o (=" (-
5. Montrer que la série ) est convergente. On note > ~—— sa somme.
n=0 n+ k=0 k + 1
Démonstration.
Pour tout n € N, on note a,, = ——.
n+1

La suite (a;,) est une suite de réels strictement positifs, décroissante et de limite nulle.

(=1)"
n+1

D’aprés la question 4, la série Y (—1)" a,, (autrement dit la série > ) est convergente.
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6. a) Etablir, pour tout réel ¢ positif et pour tout n de N*, 'égalité :

b)

g%(f) - TI?f(f) 1+t
Démonstration.
Soient ¢ € R et n € N*.
n—1 ok n—1 i
> (D=3 (1)
k=0 k=0

On reconnait la somme des termes d’un suite géométrique de raison —t. Comme —t # 1 :

nf (—1)ktk = ol oS S ) — (=" i
= 1L—(—t) 1+t 14+t 1+t 1+t

En déduire, pour tout n de N* :

nl (_1)k _ n ! "
> it = RO - () /0 -t

Démonstration.
Soit n € N*. On intégre I’égalité précédente entre 0 et 1.

o D’une part, par linéarité de l'intégrale :

L=l kb S Lo o k1 1__n—1(_{”k
> (-Dftdt= T ( 1)/0 thdt = 3 (~1) {RHL_

0 k=0 k=0

o D’autre part, toujours par linéarité :

/ Loy _ / Loy / dt
0 \1+¢ 14t o L+t o L+t

De plus :
1 1
/0 T = (1 + ) ], = n(2)) — In([1]) = In(2)
. n—1 (_1)kz 1 m
Finalement : > = In(2) — (-1)" gt
k=0 k + 1 0 1 +t

Démontrer, pour tout n € N* :

Lyn 1
dt| <
o 1+t n+1

Démonstration.

Soient n € N* et t € RY.
o Par inégalité triangulaire, les bornes de I'intégrale étant dans ’ordre croissant :
1 n 1 n

t t
[
o 1+t o |1+t

|

O " il i r t>0ett+1>0
e Or: = = = car e .
1+¢ |t+1| \t+1| t+1
1 n
e De plus, t>0,1+t>1, —— < 1let < t".
e plus, comme + i1 e T+1
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o Par positivité de 'intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant, on en déduit :

1 n 1 n+1 !
t t 1
/ dt</ " dt = -
0 1+t 0 n+1 0 n+].

Loyn 1
dt| < .
o 1+t n+1

Par transitivité, on obtient bien :

O
@ (1)
d) En déduire la valeur de ) .
k=0 k+1
Démonstration.
Soit n € N*. D’aprés la question 6.c) :
1 n 1 n 1 n
t t t 1
(1) / dt| = |(—1)"] / dt| = / dt| <
o 1+t o 1+t o 1+t n+1
1
Or : —
n+ 1 n—+oo
1 n
Par théoréme d’encadrement, on en déduit que : (—1)" / t — 0.
o 14+t n—+400
Tous les objets considérés admettant une limite, on en déduit que :
+oo (1) n—1 (_1)k L yn
> (=1) = lim ) (=1) = lim In(2)— lim (—1)"/ dt = In(2)
=0 kE+1 n—+oo £ kE+1 n——+00 n——4o00 0 1+t
O
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