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DS1 (version B)

Exercice 1 (EML 2021)

Pour tout (a,b,c) de R3, on définit la matrice M(a,b, c) par :

l+a 1 1
M(a,b,c) = 1 140 1

1 1 1+4+c

Pour tout (a,b,c) de R3, on appelle cardinal de I’ensemble {a, b, c}, noté Card ({a,b, c}), le nombre

d’éléments distincts de cet ensemble.

Par exemple, si a = b = ¢, alors Card ({a, b, c}) =1;sia=0beta#c, alors Card ({a, b, c}) =2.
Pour tout (a,b,c) de R3, on s’intéresse dans ce probléme au nombre de valeurs propres distinctes

de la matrice M(a, b, c) et on souhaite démontrer la propriété () suivante :

(%) M(a, b, c) est inversible < ab+ bc + ac + abc # 0

Partie A : Généralités
1. Justifier que, pour tout (a,b,c) de R3, la matrice M (a, b, c) est diagonalisable.

- 1 pt : La matrice M(a,b,c) est symétrique réelle. Elle est donc diagonalisable

2. Soit (a,b,c) € R3.
a) Montrer que la matrice M (a,b, ¢) ne peut admettre une unique valeur propre.
On pourra par exemple raisonner par l’absurde.
- 1 pt : Il existe alors :
x P € #3(R) inversible,

x D € #3(R) diagonale, dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de
M(a,b,c),

telles que : M(a,b,c) = PDP~!
- 1 pt: M(a,b,c) = Al3. C’est absurde.
b) En déduire que la matrice M (a, b, ¢) admet soit deux soit trois valeurs propres distinctes.
-1 pt : Comme M(a,b,c) € .#3(R), la matrice M(a,b,c) posséde au plus 3 valeurs
propres distinctes

- 1 pt : Comme M(a,b,c), est diagonalisable, la matrice M(a,b,c) admet au moins
une valeur propre

- 1 pt : d’aprés la question précédente, la matrice M (a,b,c) ne peut admettre une
unique valeur propre

3. Soit (a,b,c) € R3 et B = (e1, €2, e3) la base canonique de R3.
On pose f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base % est M (a, b, c).

a) Ecrire la matrice de f dans la base &' = (ea, €1, €3).
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1+b
-1pt: flea) =(1+b)-ea+1-e1+1 ez et ainsi: Mat, ., ) (f(e2)) = ( 1 )
1

1
-1pt: fler)=1-ea+(1+a) e +1-e3 et ainsi: Mat,,, ) (f(e1)) = (1 +a).
1

1
-1pt: fles)=1-ea+1-e1+(1+c)-e3 et ainsi: Mat(, ., ) (f(e3)) = ( 1 )
1+c¢

- 1 pt : argument d’isomorphisme de représentation ou de passerelle matrice-endomorphisme
cité au moins une fois

1+b 1 1
-1pt:Mat, e en(f)=| 1 1+a 1 | =M(ba,c)
1 1 1+e¢
b) En déduire que les matrices M (a,b,c) et M(b,a,c) ont les mémes valeurs propres.

- 1 pt : les matrices M(a,b,c) et M(b,a,c) représentent le méme endomorphisme
f dans des bases différentes (respectivement % et %#’) donc elles ont les méme
valeurs propres

¢) De la méme fagon, montrer que les matrices M (a, b, c) et M (a, c,b) ont les mémes valeurs propres.

- 1 pt : En opérant de la méme maniére qu’en question 3.a), on démontre :
Mat(el,eg,,eg)(f) = M(CL, C, b)
- 1 pt : les matrices M(a,b,c) et M(a,c,b) représentent le méme endomorphisme f

dans des bases différentes (respectivement Z et B” = (e, e3,e3)) donc elles ont les
méme valeurs propres

Ces deux derniers résultats permettent de justifier que les valeurs propres de la matrice M(a,b, c) ne
dépendent pas de l'ordre des réels du triplet (a, b, ¢).

Partie B : Cas ou Card ({a,b,c}) =1
4. Dans cette question uniquement, on suppose que a = b = c¢ =0 et on note J = M (0,0,0).
a) Calculer J2. Déterminer alors un polynéme annulateur de .J.
-1pt:J?=3J
- 1 pt : le polynéme Q(X) = X? — 3 X est un polynéme annulateur de .J
b) En déduire les valeurs propres de J et préciser une base des sous-espaces propres de J.
-1pt:Q(X)=X2-3X =X (X —3) est un polyndme annulateur de J donc Sp(J) C
{racines de Q} = {0,3}

- 1 pt : La matrice J posséde deux colonnes égales (C; = (). Ainsi, J n’est pas
inversible et 0 est bien valeur propre de J

-1pt:rg(J—3-1I3) =rg <(02 _13 ;)) =2 < 3 donc J — 313 n’est pas inversible et 3

est bien valeur propre de J

1\ /-1
- 1 pt : Ey(J) = Vect (1),(0)
0 1
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—1 —1
- 1 pt : la famille ( 1 ) , ( 0 ) est une base de Ey(J) (argument de non colinéarité
0 1

sinon 0 pt)

1
- 1 pt : E3(J) = Vect (1)
1

1
- 1 pt : la famille (1) est une base de F3(J)
1

¢) Déterminer une matrice P inversible de .#3(R) et une matrice D diagonale de .#5(R) telles
que : J = PDP~ !,

-1 -1 1
-1lpt:P=|1 0 1
0 1 1

0 00
-1pt: D=0 0 0
0 0 3

5. Soit a € R.
a) Vérifier : M(a,a,a) = P(al3+ D) P~

- 1 pt : calcul correct

b) En déduire que la matrice M(a,a,a) admet exactement deux valeurs propres distinctes et les
déterminer en fonction de a.

- 1 pt : les matrices M (a,a,a) et a- I3+ D sont semblables, donc elles ont les méme
valeurs propres

- 1 pt : La matrice a- I3+ D étant diagonale, ses valeurs propres sont ses coefficients
diagonaux

- 1 pt : Sp(M(a,a,a)) =Sp(a-Is+ D) ={a,a+ 3}

c¢) Vérifier la propriété () pour la matrice M(a,a,a).
-1 pt: M(a,a,a) est inversible ssia#0 ET a+3#0
-1lpt:avecb=c=a,onaab+bc+ac+abc#0ssia#0 ET a+3#0

Partie C : Cas ou Card ({a,b,c}) =2

6. Dans cette question uniquement, on suppose que a = b = 0 et que ¢ € R*.
On note C' = M (0,0, c).

a) Justifier que 0 est une valeur propre de C.

11 1
-1pt:C = M(0,0,¢c) = (1 1 1 ) La matrice C posséde deux colonnes égales
1 1 1+4+c¢

(Cy = C9). Ainsi, C n’est pas inversible

b) Soit A un réel non nul.
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xT

(i) Soit X = (y) € M5, (R). Montrer 'équivalence :
z

y=1z
CX = \X & z=A—-2)x
(M= (c+3)A+2c)z=0

- 1 pt : écriture systéme.

1-XNz + y + z =0
CX =\ X <= r + (1=-Ny + z =0
x + y + 1-XA+¢z = 0
- 3 pts : mise sous forme échelonnée.
z + 2-XNz =0
CX = \X = -y + x = 0.

(=X +(c+3)A=2c)z = 0
(#1) En déduire : A est une valeur propre de C < A% — (¢ +3) A +2¢ = 0.

X
- 2 pts : sens direct. Un vecteur propre X = (y) € #31(R) pour la valeur propre
z
A vérifie nécessairement x # 0

z

x
- 2 pts : réciproque. Notons : x =1, y=z=1,z=AN—-2)z=A—-2et X = (y)
Alors X est un vecteur propre de C pour la valeur propre \

¢) Montrer alors que C' admet trois valeurs propres distinctes.

- 1 pt : D’aprés la question 6.a), le réel 0 est valeur propre de la matrice C

- 1 pt : un réel ) différent de 0 est valeur propre de C' si et seulement si
A2—(c+3) A\+2¢ = 0. Le polynéme R(X) = X?—(c+3) X +2c admet pour discriminant :

A= (c+3)?2=8=(+6c+9)—8=c*—2c+9
- 1 pt : le polynéme T(X) = X2 — 2X + 9 admet pour discriminant :
Ag=(-22—4x9=4-36=-32<0

- 1 pt : Ainsi, pour tout ¢ € R*; A; > 0, donc le polynéme R(X) admet deux racines
distinctes A1 et Ao

1 pt : R(0) = 2¢ # 0 donc 0 n’est pas racine de R(0)

7. Soit (a,c) € R? tel que a # c.
a. Exprimer M (a,a,c) comme une combinaison linéaire de I3 et de M (0,0, c — a).
-1pt: M(a,a,¢c)=a-I3+M(0,0,c—a)
b. En déduire que la matrice M (a, a,c) admet trois valeurs propres distinctes.

-1 pt: M(0,0,c— a) admet 3 valeurs propres distinctes

- 1 pt : Il existe une matrice P € .#3(R) inversible et une matrice D € .#3(R) diagonale
dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de M(0,0,c—a) telles que :
M(0,0,c—a)=PDP!

- 1 pt : la matrice M(a,a,c) est semblable a la matrice a - I3+ D
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- 1 pt : la matrice a- I3+ D est diagonale et ses coefficients diagonaux sont tous les
trois distincts

. Vérifier la propriété (x) pour la matrice M (a,a,c).

- 2 pts : M(a,a,c) est inversible ssi
a#0 ET —a n’est pas valeur propre de M(0,0,c— a)
- 1 pt : X est une valeur propre de M(0,0,c—a) ssi A> — ((c—a)+3)A+2(c—a) =0
- 1 pt : —a n’est pas valeur propre de M(0,0,c—a) ssi a+ 2c+ac #0
- 1 pt : avec b =a, on a ab+ bc+ ac + abc # 0 ssi
a#0 ET —a n’est pas valeur propre de M(0,0,c— a)

8. Soit (a,b,c) € R3 tel que Card ({a, b, c}) = 2.

A

l’aide de la conclusion de la question 3., montrer que la matrice M (a,b,c) admet trois valeurs

propres distinctes et vérifier la propriété (x) dans ce cas.

1 pt : deux des réels a, b et c sont égaux. On note = ces deux réels et z le dernier. La
matrice M (a,b,c) s’écrit alors M (z,x,z), ou M(x,z,z), ou M(z,xz,x)
1 pt : d’aprés la question 3., Sp (M(a, b,c) = Sp (M(:r,x,z)) ={z,z+ p1,x+ po} ou pyy et
pi2 sont les deux racines distinctes du polynéme : R(X) = X?— ((z—2)+3) X +2(z — )
2 pts :
M(a,b,c) inversible < 0 ¢ Sp (M(a,b,c))
& 0¢Sp(M(z,z,2)) (car Sp (M(a,b,c) = Sp (M (z,z,z2))

(car M (z,x, z) vérifie la propriété (x)

2., .2 2
< @t tezt+az 20 d’apres la question 7.c))

& ab+bc+ac+ abe # 0

Partie D : Cas ou Card ({a, b, c}) =3

9. Soit (a,b,c) € R3 tel que a < b < c.
On note g la fonction définie sur 'ensemble D = R\ {a, b, ¢} par :

1 1 1

r—a x—-b xz-—c

Ve € D, g(z) =

Dresser le tableau de variations de g sur D en y précisant les limites en 400, en —oo, ainsi qu’a
gauche et & droite de a, de b et de c.

- 1 pt : La fonction g = h; + ho + h3 est dérivable sur D comme somme de fonctions

dérivables sur D
1 1 1
-1pt:d = — — — 0
R i e A R s E

- 1 pt : limites a l’infini

- 1 pt : limites aux points a, b et ¢
-1pt:

T —00 a b C 400

Signe de ¢'(z) - — — —

Variations de ¢ \ ~ ~ \
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b) En déduire que ’équation g(z) = 1, d'inconnue = € D, admet exactement trois solutions dis-
tinctes A1, A9, Az, vérifiant : a < A1 < b < Ay < ¢ < As.
- 1 pt : On note x; = a, xo = b et 3 = c. La fonction g est :
x continue sur |z;, z;+1[ (car dérivable sur |z;, z;11]),
x strictement décroissante sur |z;, x;y1][.
- 1 pt : g réalise une bijection de |z;, ;1] dans g(]z;, zi41[) =] — 00, +00]
-1pt:le]—o0,+o0]
- 1 pt : Idem sur |c¢, +o00|
-1 pt : comme 1 ¢ | — 00,0], alors ’équation g(z) = 1 n’admet pas de solution sur

]_007(1[

¢) Soit A € D une solution de I'équation g(z) = 1.

On note X la matrice colonne de .#51(R) définie par : X =

—_

A—c
Montrer que X est un vecteur propre de la matrice M (a, b, ¢) associé a la valeur propre \.

- 1pt: X\ #0.4,r®

1+a+ 1 n 1
A—a A—b M—c

1 +1+b+ 1
A—a AX—b M—c

-1pt: M(a,b,c)X)=

1 n 1 +1+c
A—a A—=b A—c
1 1 1
-1pt: ta + + =\ et formules analogues pour b et c

A—a MA—b l—c A—a
1 pt: M(a,b,c) X=X X)

d) En déduire que la matrice M (a, b, c) admet trois valeurs propres distinctes.
-1 pt : Comme M(a,b,c) € #3(R), la matrice M(a,b,c) admet au plus 3 valeurs
propres (ou alors en utilisant le résultat de la question 2.b)

- 1 pt : D’aprés la question 9.c), tout réel \ solution de g(x) = 1 est valeur propre de
M(a,b,c). D’aprés I’étude menée en 9.b), cette équation a trois solutions distinctes
)\1, )\2 et )\3

10. Soit (a,b,c) € R? tel que Card ({a,b,c}) = 3.

a) Montrer que la matrice M (a, b, c) admet trois valeurs propres distinctes.

- 1 pt : Les trois réels a, b et ¢ sont distincts. On note u le plus petit d’entre eux, w
le plus grand et v le dernier.

-1pt:Sp (M(a,b, c)) =Sp (M(u,v,fw))

-1 pt:Sp(M(u,v,w)) = {AeR | g(\) =1} = {A, 2, A3}
b) Vérifier la propriété () pour la matrice M(a, b, c).

- 1 pt : M(a,b,c) inversible ssi g(0) # 1

- 1pt:g(0)=1ssibc+ac+ ab+ abc =0
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1 11
11. Onpose: A=1|1 2 1].
1 1 3

a) Justifier que la matrice A est inversible.

-1pt: A=M(0,1,2)
- 1 pt : En notant a =0, b =1, ¢ = 2, on est dans le cas de la question 10 :
M(a, b, c) inversible ssi 2 # 0

b) On note « la plus grande valeur propre de A.

(i) Montrer : 4 < a < 5.

(i)

-1 pt: En notant a =0, b =1, ¢ = 2, on est dans le cadre de ’application 9. On
en conclut que A admet alors trois valeurs propres telles que :

D<M <l< <2< 3=«

-1pt:
-1pt:
-1pt:

la fonction g est strictement décroissante sur ]2, 4o00|
g(4)>1et g(5) <1

on compose par la fonction réciproque de g sur ]2, 4o00|

Recopier et compléter les lignes incomplétes de la fonction Python ci-dessous afin qu’elle
renvoie une valeur approchée de o & 1073 prés a l’aide de la méthode de dichotomie.

-1pt:
-1pt:
-1pt:
-1pt:

[0 N o b

1 def valeur_approchee():

2 x =4

3 y=25

4 while y-x > 10**(-3)

5 m=(x+y) /2

6 if 1/m + 1/(m-1) + 1/(m-2)
z X =mn

8 else:

9 y=m

return (x+y)/2

‘ =
[S)

-1 >0

while y-x > 10%*(-3)
if 1/m + 1/(m-1) + 1/(m-2) -1 > 0:
X =m
y = m
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Exercice 2 (inspiré de ECRICOME 2008)

On note, pour tout n € N*, f, : x — 1+ 1In(x +n) et hy : z+— = — fr(x). On admet que In(2) ~ 0, 69.

Etude de f,

1. Donner sans démonstration le domaine de définition Dy, de la fonction f.

-1 pt: Dy =] —1,+00]

2. Dresser le tableau de variations de la fonction f;. On ne justifiera pas les limites.

-1 pt : La fonction f; est dérivable sur | — 1,4+00] comme somme et composée de

fonctions dérivables
- 1pt:f{(x):%+1>0
-1pt:

x

Signe de f{(z)

Variations de f;

—00

(il faut que les limites soient correctes pour avoir le point)

3. a. Déterminer ’équation de la tangente en 0 au graphe de fj.
- 1 pt : Péquation de la tangente en 0 au graphe de f; est y=x+1
b. Montrer que, pour tout x € Dy,, fi(z) <z + 1.

- 1 pt : la fonction f; est concave sur | — 1, 400]

- 1 pt : son graphe est en dessous de sa tangente en (

4. Tracer la courbe représentative de fi.

- 1 pt : tracé de la tangente en 0

- 1 pt : tracé cohérent avec f;(0) =

- 1 pt : tracé cohérent avec les limites

1

- 1 pt : tracé cohérent avec la concavité de f;

Démonstration.
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—4

Etude d’une suite implicite

5.

Soit n € N*. Montrer que I’équation f,(x) = x admet une unique solution dans ]0, +oo[, notée a,.

(On ne cherchera pas a calculer a,)

- 1pt:h;l(:v)zlfﬁ%n=w;rﬁ;1>0
-1pt:

x

Signe de A} (z)

Variations de h,,

hn(0)

point)

a. Soit n € N*. Montrer que

h(ni1) = In <

1 pt : h, est continue sur |0, +oo[ et strictement croissante sur |0, +oo|
1 pt : h,, réalise une bijection de |0, +oo[ sur h,(]0, +oo[) =]hy(0), +o0[
1 pt : h,(0) < 0 donc 0 €]h,(0), +o00[ (il faut expliquer pourquoi h,(0) < 0 pour avoir le

Qpy1 +n+ 1)
Qpt1+ 1N

- 1 pt : penser a utiliser o, 11 = fr+1(ant1)

- 1 pt : fin du calcul correct

b. En déduire que la suite () est strictement monotone. On précisera son sens de variations.

-1 pt: 2Bt S done hy(ngt) > 0 = Ay (an)

Qn41+n

- 1 pt : composition par k!, la bijection réciproque de h, (de méme stricte mono-
tonie, c’est-a-dire strictement croissante)
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7. a. Montrer que, pour tout n € N*, o, > 1 + In(n).

- 1 pt : penser a utiliser «o,, = f,(a,) =1+ In(a, +n)
- 1 pt : o, > 0 donc In(a, + n) > In(n) par stricte croissance de la fonction = — In(z)
sur |0, 4o0[
b. En déduire la limite de la suite (ay,).

-1pt:a, — +oo par théoréme de comparaison
n—-+o0o

8. a. Montrer que
lim Ay, (In(n) +2) =

n—-+o0o

On admet alors qu’il existe un rang ng > 2 tel que, pour tout n = ng, hy, (In(n) +2) > 0.

- 1pt s hy (In(n) +2) = 1 —In (1+ 2052)
In(n) + 2

-1pt: ——— — 0 par croissances comparées
n n—-+oo

b. Montrer que, pour tout n = ng, o, < In(n) + 2.
- 1 pt : pour n > ng, hy, (In(n) +2) > hp(an)

- 1 pt : composition par k!, la bijection réciproque de h, (de méme stricte mono-
tonie, c’est-a-dire strictement croissante)

c. En déduire un équivalent simple de «,, lorsque n tend vers +oc.

-1pt:1+Inn <a, <Inln )+2 donc ln(n) +1 <5y < 1—1—% (pas de point si
I’argument In(n) > 0 car n > ng > 2 n’est pas donné)

-1pt:a, ~ In(n) (pasde point si le théoréme d’encadrement n’est pas cité)
n—-+oo

, . L, . Qp
9. a. Déterminer la nature de la série ), —.
n

>0et ln(n) >0et &2 ~ In(n)

n n——+oo n

- 1 pt : pour tout n > 1,

Qn
n
opa ya s L. « epe .. A,
- 1 pt : par critére d’équivalence pour les séries a termes positifs, les séries > —
n

In(n

et Z L

n

-1pt: —>Odonc%: 0 (M)

In(n) n—-+o00 n—+oo n

ont méme nature

1
- 1 pt : la série >, — diverge (série de Riemann d’exposant 1)
n

In(n)

- 1 pt : par critére de négligeabilité pour les séries a termes positifs, la série )
n
o
diverge et donc la série >, — diverge (pas de point si il manque I’argument : pour
n

tout n > >0 et n) > 0)

b. Déterminer la nature de la série Y& —

o In(n . .
-1pt: > —g et Y (2) ont méme nature (méme raisonnement que la question
n n
précédente)
. In(n) . . In(n) _ 1
- 1pt: 57 n~>—+>oo 0 par croissances comparées donc — >~ = nﬂo+ N\

10



ECE2 24 Septembre 2022
Mathématiques (version B)

1
- 1 pt : la série ) 373 converge (série de Riemann d’exposant 3 > 1)

In(n)
n2
converge et donc la série Z ~ diverge (pas de point si il manque ’argument :

n?

- 1 pt : par critére de négligeabilité pour les séries a termes positifs, la série )

pour tout n > 1, — >0 et In n) > 0)

Valeur approchée de a; par dichotomie

10. Montrer que 1 < a3 < 3. On pourra utiliser la question 7a.
-1pt:ag>1+In(l)=1
-1pt:hi(3)=2(1—-1n(2)) >0 car In(2) ~ 0,69

-1 pt: hi(3) > hi(a1) et, en composant par hfl qui est strictement croissante, on
obtient 3 > a3

11. Recopier et compléter le script Python suivant afin qu’il renvoie une valeur approchée de aq a 104
prés, obtenue a ’aide de la méthode par dichotomie.

1 import numpy as np

2 a,b =1,3

3 while b-a > 10%%x(-4)

4 =(a+b) /2

5 if  c¢c-1-np.log(c+l) > 0O
6 b=c

7 else :

8 a=c

9 print (c)

-1 pt:3while b-a > 10**x(-4):
-2pt:5 if c-1-np.log(c+1) > O:

-1 pt:9 print(c)

Valeur approchée de «; par méthode de point fixe

On définit la suite (uy,) par :
ug =1
Vn €N, upy1 = fi(un)
12. Démontrer que la suite (u,) est bien définie et que, pour tout n € N, u,, > 1.
- 1 pt : initialisation
- 2 pt : hérédité (1pt pour u,; est bien défini et 1pt pour u,41 > 1)
13. Montrer que, pour tout n € N,

[unt1 —a1| < 5 |up, — a1

St f(@)] = 2y <y = 3
- 1 pt : on pose z = u, € [1,+00[ (cf question 12) et y = a3 € [1, 400 (cf question 10)
- 1pt s [ fi(un) = fi(on)] < & un — oa| done |upq1 — an| < 5 fup — o

11
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1 n—1
‘Un_'a1|< <2>

- 2 pt : initialisation (0 pt si la preuve commence en affirmant P(0))
- 2 pt : hérédité

14. En déduire que, pour tout n € N,

15. En déduire la limite de la suite (uy,).

- 1pt: ()" <1
pt+ ()" s 0car [} <
- 1pt:|u, —ai] — 0 par théoréme d’encadrement
n—+oo

-1lpt:iu, — o
n—-+00

16. Recopier et compléter la fonction Python suivante pour qu’elle
o prenne en argument un réel epsilon strictement positif

« renvoie une liste [n,u] ol n est un entier qui vérifie |u, — 1| < epsilon et u = uy.

1 import numpy as np

2 def ApprocheAlpha(epsilon)

3 n=20

4 u=1

5 while 1/(2**(n-1)) > epsilon
6 n= n+1

7 u= 1+ np.log(u+l)

8 return [n,ul

-1pt:5 while 1/(2x*(n-1)) > epsilon :
-1pt:6 n=n+1
-1pt:7 u =1+ np.log(u+l)

Exercice 3 (EDHEC 2015 voie S)

oo dx
On pose, pour tout n € N*, I, = —_—
p p n /1 2z + 1)

1. Soit n € N*. Montrer que I,, est une intégrale convergente.

*oo dx
et, pour tout n € N, J,, = / _—
1 l‘n(l' + 1)2

- 1 pt : La fonction f: x — ———— est continue sur [1,4+00] donc l’intégrale I, est
z"(z + 1)

impropre en 400
1 1

-1pt: ——>0et —
P x(z+1) o g

et pour tout z > 1, >0

a(x+1) e too gt

+oo
- 1 pt : L’intégrale / est convergente (critére de Riemann au voisinage de +o0o
1

avecn+1>2>1)

wn+1

- 1 pt : par critére d’équivalence pour les intégrales généralisées de fonctions continues
et positives, l’intégrale I, est convergente

2. a. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout x > 1, on ait :
1 a b
r(x+1) = x+1

12
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1 1-— 1
-1pt:—— :x—i— T donc a =1 et b =1 conviennent
zx z+1 z@z+1) z(z+1)

b. En déduire la valeur de I3.

B
dzx B
-1pt: —— =1n(2 In| ——
P /1 x(x+1) n()+n(B+1>

1 pt li B 1d li | B 0
- : —_— = onc _— =
p B—1>I—Eoo B+1 B—1>I—&I-loo n

-1pt: 1= i — =1In(2
p L= s 1 z(x+1) n(2)

3. a. Montrer que, pour tout entier n > 2, on a :

1

0< Il < ——
" 2n—1)

1 < 1
(1) 220

B dx 1 1 1 .y teo dx
-1 pt: — = — 1 - — — ———— donc l’intégrale —
1 2zm 2(n—1) Bl ] Botoo 2(n—1) 1 2xn

converge et vaut

-1pt:ax>1donc0<

2(n—1)
- 1 pt : Par croissance de l’intégrale, les bornes étant rangées dans ’ordre croissant,

+oo d 1
onobtientzoglng/ I
1 22" 2(n—1)

b. En déduire 'existence et la valeur de lim I,,.

n—+00
1
-1pt: —— — 0 donc par théoréme d’encadrement : la suite (I,,) converge et
2(n — 1) n—+oo
lim I,=0
n—-+00
4. a. Soit n € N*. Calculer I, + I,41.

+oo 1
-1pt:In+In+1:/1 de

1 ot : +oo dr 1
- p 1 xn—{-l_i

b. Montrer que la suite (I,,) est décroissante.
oo 11—z
-1pt: dx
Pt fngr = /1 v (z + 1)
Ipt: ——T <o
P et iz 1)
- 1 pt : Par croissance de ’intégrale, les bornes étant rangées dans ’ordre croissant :

toeo 1—x
7 L0
1 .'Ijn—"_l (.'1? —+ 1)
c. En déduire un équivalent de I, lorsque n tend vers +oo puis déterminer la nature de la série

> L.
1 1

-1pt: I, +1,1=—et [,41 <I,donc —=1,+ 1,41 <21,
n n

1
I < ———
" 2n—1)

N

- 1 pt : En utilisant la question 3a, on obtient : on
n

13
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1 pt : n — L donc, par théoré d’encad t, nl, — ;
-1 pt: M —1) nore 2 onc, par théoréme d’encadrement, nl, At i.€.
1
I, ~ —
" n——+oo 27’1,
1 1
-1lpt:I, ~ —etpourtoutnz=>2,7,>20et — >0
n—+oo 21 2n

1
1 pt : La série o diverge par critére de Riemann
n
- 1 pt : par critére d’équivalence pour les séries 4 termes positifs : la série > I,

diverge

5. a. Soit n € N. Montrer que J, est une intégrale convergente.

- 1 pt : La fonction g : xt —» ————— est continue sur [1,+oo|[ donc l’intégrale J, est
(x4 1)2

impropre en +oo

1 1
>0

-1pt: 5 =z0et —5 >
P a"(x +1)2 o nt2

~ et pour tout z > 1
2 (z + 1)2 oo zni2 O P -7

“+00
- 1 pt : L’intégrale / —.73 est convergente (critére de Riemann au voisinage de
1 T

+oo avec n+2>2>1)

- 1 pt : par critére d’équivalence pour les intégrales généralisées de fonctions conti-
nues et positives : ’intégrale J, est convergente

b. Calculer Jy.

B B -1 1%
da . (z +1) 1 1
']_ t: Q<o — 1 d: _— = — —
P / (+1)2 /1@”*) ! [ -1 ] 2 Bl

1 1
~1pt: lim —— =0doncJy=
Pr e p e B11 one =y

6. a. Soit k € N*. Exprimer Jj + J,_1 en fonction de Ij.

-1pt: Je+Jp1 =1

n
b. Déterminer alors, pour tout n € N*, I'expression de Y. (—1)¥7'I; en fonction de .J,,.

k=1
n 1
-2pt: Yy (DM = (1) e+ g
k=1 2
c. Montrer que, pour tout entier n > 2, 0 < J, < ———. Déterminer la valeur de lim J,.
4(” - 1) n—+o0

1 < 1
(x4 1)2 T 4an

- 1 pt : Par croissance de ’intégrale, les bornes étant rangées dans ’ordre : 0 < J,, <
1

4(n—1)

-1pt:x>1donc0<

-1pt: — 0 donc, par théoréme d’encadrement : lim J, =0

4(77, — 1) n—+00 n—+00
d. En déduire que la série > (—1)""1I, converge et donner sa somme.

-1pt:J, o 0 et ‘(—1)”_1Jn‘ = |Ju| = Jn (car J, > 0) donc (-1)""1J, — 0

n—-+o00
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n 1
- 1 pt : la suite des sommes partielles <Z (—1)k_1lk> converge vers donc la
neN*

k=1
+oo 1
série > (—1)""'I, converge et > (—1)"7'I, = 5
n=1

7. A T'aide des questions 4a et 6a, compléter la fonction Python suivante pour qu’elle
e prenne en argument un entier n supérieur ou égal a 2

« renvoie une liste [I,J] qui contient la valeur de I, et la valeur de J,

1 import numpy as np
2 def CalculeIJ(n)
3 I = np.log(2)
4 J=1/2
5 J = I-17J
6 for k in range(1,n)
z T= 1/k -1
8 J = I-17J
9 return [I,J]
-1pt:s5 J=1-13J
-1pt:7 I=1/k -1
-1pt:8 J=1-17J

Exercice 4 (EDHEC 2009 voie S)

On désigne par « un entier strictement supérieur & 1 et on pose, pour tout entier naturel n non nul :

oo dt
w0 =] e

Dans la suite de I'exercice, on écrira u,, au lieu de wu, ().

1. a. Vérifier que, pour tout n de N*| le réel u,, est bien défini et que wu, > 0.

-1 pt : La fonction f : t — est continue sur [0,+oc[, donc l’intégrale

ey

Feo dt
/ m est impropre en +oo
0

1 1
-1lpt: ———— ~ —etpourtoutt>1, ———— >0et — >0
p (1 + ta)n tostoo FOM p ’ (1 + ta)n tan
+00
-1pt: / Jan est convergente par critére de Riemann au voisinage de +oo (a > 1
1

et n > 1 donc an > 1)
- 1 pt : par critére d’équivalence pour les intégrales généralisées de fonctions conti-

too dt
nues et positives, que / (
0

W converge. Donc u,, est bien défini.

1 pt : pour tout ¢t > 0, > (. Par croissance de l’intégrale, les bornes étant

toe dt
rangées dans l’ordre croissant, on en déduit que u, = / (17 >0
0

+ toz)n

1
(I4to)n

b. Etudier les variations de la suite (u,),>1 et en conlure qu’elle converge.
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+oo _ta
-1pt:un+1—un:/0 Wdt

(07

(11 o)t S
rangées dans ’ordre croissant, on en déduit que up+1 — up <0

- 1 pt : pour tout ¢ > 0, 0. Par croissance de l’intégrale, les bornes étant

- 1 pt : Par théoréme de convergence monotone, la suite (u,,) converge et sa limite
¢ vérifie : £ >0 (0 pt si il manque un argument)

2. a. Montrer, grace a une intégration par parties, que : Vn € N*, u,, = na(u, — tp41)-

- 1 pt : On procéde par intégration par parties :

u'(t) =1 u(t) =t
v(t) = 14+t V/'(t) = —nat® (1 +1*) "1

- 1 pt : Cette intégration par parties est valide car les fonctions u et v sont de classe
C! sur le segment [0, B].

B B B 1 B 1
-1pt: 1+t ™" dt= ———— + / dt—/ dt)
p /0 1+ (1+ B "O‘< o (Tt o (14t

-1pt:i ~ b —#donc lim =0 car na > 1

_B_ _B
B gy B B—+o00 (1+Bo)"

- 1 pt : passage a la limite lorsque B — +oo (toutes les intégrales étant convergentes)

n—1
1
b. En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal & 2, on a : u, = u; H (1 — k:)
k=1 @
- 1 pt : initialisation
- 2 pt : hérédité

3. Montrer, en considérant In(uy,), que lim wu, = 0.
n——+o00

- 1 pt : D’aprés la question 1.a, u, > 0 donc In(u,) est bien défini
n—1

- 1pt:ln(u,) =In(ur) + > In(1— %)
k=1

) 1 1 1 1
- lpt.—ln(l—m) k_:oometpourtouthL—ln(l—m)>0etm20

- 1 pt : la série ) % diverge par critére de Riemann donc la série ) ﬁ diverge
- 1 pt : par critére d’équivalence pour les séries a4 termes positifs, la série > —1In (1 — i)
diverge

-1 pt : la série >, —In (1 — i) étant une série a termes positifs divergente, on a

n—-+o00

n—1
-Y In(l-2%&) — +4oo
k=1

- 1 pt : In(uy) WS T donc u, N 0

n
4. Pour tout n de N*, on pose S,, = > ug.
k=1

no
a. Montrer que : Vn € N*, S, = p—

Up+1-

- 1 pt : En sommant ’égalité u; = ka(uy — ugy1), on obtient :

-2pt:S,=a(S,—nupt1)
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- 1pt:S,(l—a)=-—nau,y; donc S, = Bl
o —

n 1
b. En déduire que : Vn > 2, In(S,,) = In(uy) + > <ln (1 — > —In <
a

n 1
-2pt: Sy, =nu[[;_, <1k:a)

1
-1pt:)> ) ,ln <1 - k:> = —In(n) par télescopage

- 1 pt : fin du calcul correct

1
c. A laide d'un développement limité d’ordre 1 en —, donner un équivalent, lorsque k est au

1 1
voisinage de +00, de In <1 — > —1In <1 — >
ko

-1pt:In(l+z)=z+ o (x)
x—0

. 1 1 N1

d. Conclure quant a la nature de la série de terme général u,,.

k—+o0o

ln(l—}{)}()et 1-Ht>o0

1 1 N1 1
1pt:ln<1—ka>—ln<1—k> ~ (1—a)ket,pourtoutk}l,ln(l—k)—

- 1 pt : la série > % diverge par critére de Riemann donc la série > (1 — é) % diverge

aussi

- 1 pt : par critére d’équivalence pour les séries a termes positifs :

la série ) In (1 — kla) —In <1 — lt:) diverge

-1 pt:In(S,) — +oo et donc S, = 400 (car S, = e™)). Donc la série 3 u,
n—-+0oo

n——+0o
diverge

5. Dans cette question, on suppose que a = 2 et on admet qu’alors u; =

o 3

On rappelle qu’a 'aide de la bibliothéque numpy (importée sous ’alias np), on accéde a la commande

np.pi qui renvoie une valeur approchée du nombre 7.
Ecrire une fonction Python qui
» prend en argument un entier n supérieur ou égal a 2

« renvoie la valeur de uy.

import numpy as np
def CalculeU(n)
u = np.pi / 2
for k in range(1,n)
u=u* (1-1/(2%k))
return u

LS [ [ S N N

-1pt:3 u = np.pi / 2
-1pt:4 for k in range(1l,n)
-1pt:5 u=ux* (1-1/(2xk))
-1pt:6 return u
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