E2A 12 Octobre 2022
Mathématiques (version A)

DS2 correction (version A)

Exercice 1

1 0 0
On considére un nombre réel a et on pose M, = (1 —a a O) .
0 l—a a

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour que la matrice M, soit inversible.

Démonstration. La matrice M, est triangulaire inférieure. Ainsi, la matrice M, est inversible si et
seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls. D’ot

M, est inversible si et seulement si a # 0

O

A partir de maintenant et ce, jusqu’a la fin de 'exercice, on suppose que a est un élément de |0, 1].

1. a) Déterminer une base et la dimension de E1(M,) ={U € #31(R) | MU =U}.

T
Démonstration. Soit U = (y) € M31(R).

z

U€Ei(A) <= (My—I)U =04,,®
0 0 0 T 0
— l—a a-1 0 (y) = (0>
0 l—a a-—1 z 0

— ((1—-a)z+(a—1)y

l-—ay+(a—1)z =0
T —y =0 -
= (en divisant par 1 —a #0)
y—z=0

Donc

1
La famille 7 = < (1)) :
1
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x engendre F1(M,)
x est libre car constituée d’un unique vecteur non nul

On en déduit que :

Fi est une base de Eq(M,) et dim(E;(M,)) = Card(F;) = 1.

b) Déterminer une base et la dimension de E,(M,) ={U € #51(R) | MU = aU}.

xr
Démonstration. Soit U = (y) € Ms51(R).

z

—

x =0 (en divisant par 1 —a #0)

Donc

0
La famille F, = ( (O) ) :
1

x engendre Fq(M,)
x est libre car constituée d’un unique vecteur non nul

On en déduit que :

Fo est une base de E,(M,) et dim(E,(M,)) = Card(F,) = 1.

¢) (CUBES UNIQUEMENT) En déduire que M, n’est pas diagonalisable.
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Démonstration. La matrice M, est triangulaire inférieure donc ses valeurs propres sont exacte-
ment ses coefficients diagonaux. On en déduit que Sp(M,) = {1,a}. De plus,

dim(Ey(M,)) + dim(E,(M,)) =1+1=2<3

Or, M, € .#5(R) donc on en déduit que la matrice M, n’est pas diagonalisable. O
100
2. Onpose I = |0 1 0] et on note E I'espace vectoriel engendré par I, M, et M?2.
0 0 1

a) Quelle est la dimension de F'7
Démonstration. On a
1 0 0
M(f = 1-a a? 0
(1—-a)?® 2a(l —a) a?
Soit ()\1, Ao, )\3) € R3.

AT 4 AaMo + AsMZ =0 4,®)

AL+ A2+ A3 0 0 0 00
= ()\2(1&)+)\3(1a2) A1+ Aaa + Aza? 0 ) = (0 0 0)
A3(1—a)? A2(1 —a) + A32a(1 —a) A+ Aaa + Aza? 000
(A1 + Ao + A3 =0
(1—a)da+ (1—a*)A3=0
= (1—a)®X3=0
A1+ als + a’X3 =0
L (1 —a)da+2a(l —a)rs
A1+ Ao + A3 =0
o+ (I+a)g=0 Ly Lo
— A3 =0 L < ggpels
A+ als + a’X3 =0
(1 —a)Xa+2a(l —a)rs
A1 =0
A2 =0
= A3 =0 (par remontées successives)
A1+ aiz + a?l3 =0
(I —a)Xa+2a(l —a)rs

<:>)\1:)\2:/\3:0

Donc la famille F = (I, M,, M?2) est libre. Ainsi, la famille F :
x est libre
x engendre E par définition

donc

F est une base de E et dim(E) = Card(F) =3
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0 O 0 1 00
b) Onpose J=(1 -1 0 |etK=|[1 0 0].
0 1 -1 01 0
I
Démonstration. On a :

1 00\ /1 00 100
e K2=(1 00|12 00]=[100
01 0/\0 10 100
0 100 00
« donc JK? = 1 00]=100
100 00

De plus, on remarque que

e M,=K —aJ

 K—-1I=1J

d’ou

eM,—I=K—-aJ-1I=J—-aJ=(1—-a)J

e My—al=K—-aJ—al=K—-a(l+J)=K—-aK =(1-0a)K

et finalement :

(Mo — 1) (M — al)? = (1 - a)J (1 —a)K)* = (1 — a)*JK? = 0 4,

O
¢) En déduire que M2 appartient & E.
Démonstration. D’une part :
(M, — I)(M, — al)* = (M, — I)(M? — 2aM, + a*I) (car M,I = IM, = M,)
= M2 — 2aM? + a*M, — M? + 2aM, — a*I
= M3 — (20 +1)M? + a(a + 2)M, — o
D’autre part :
(Mo —I) (Mg — al)* = 0 4, ()
donc M3 — (2a + 1)M? + a(a + 2)M, — a1 = 0.z (R)
donc M2 = (2a+ 1)M? — a(a + 2)M, + a*I
donc M2 € Vect (I, Mq, M7) =
O

3. a) Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe un unique triplet de réels (uy,, vy, wy) tel que :

M" = wu, M? 4 v, My +wy, I

a

On donnera les valeurs de ug, vg et wo et on écrira les relations liant w41, Up+1, Wpt1 & Un, Up
et wy,.
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Démonstration. « Commengons par montrer 'unicité. Soit n € N. Supposons qu’il existe un
triplet de réels (uy, vy, wy) tel que :

M" = uy, M? 4+ v, My +wy, I

a

La famille (I, M,, M?) est libre donc toute décomposition sous forme de combinaison linéaire
des éléments de cette famille est unique. D’ott 'unicité du triplet de réels (uy,, vy, wy).

« Montrons par récurrence : Vn € N, P(n)
oit P(n) : «il existe un triplet de réels (un, vy, wy) tel que M? = wu, M2 + v, My +wy, I »

Initialisation :
On remarque que MY = I = 0M2 +0M, + 11.
On pose ug =0, vg = 0 et wy = 1. D’ou P(0).

Hérédité : soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).
Par hypothése de récurrence, il existe un triplet de réels (uy,, vy, wy) tel que :

M" = wup M? 4 v, My +w, T

a
On en déduit que
MM = M, M
= My (wy, M2 + v, My 4wy, 1)
= unMg’ + Uan +w, M,
= un((2a + 1)M? — a(a + 2)M, + a®I) + v, M2 + w, M, (cf qu. 3.c)
= ((2a 4 Dy +vp) M2 + (wn — ala + 2)uy) My + a*u, I

Ainsi, en posant un 1 = (2a + 1)ty + U, Vpi1 = wy, — ala + 2)u, et wy1 = a?uy,, on obtient

P(n+1).
Par principe de récurrence : pour tout n € N, il existe un triplet de réels (uy,, vy, wy,) tel que
MP = u, M2 + v, M, + w, I. De plus, les suites (uy), (v,) et (wy) sont définies via les
relations de récurrence :

ug =0 Unt1 = (2a + )uy, + vy

vo =0 et, pour tout n € N, Unt1 = Wy, — ala + 2)uy,

wy = 1 Wn+1 = aup,

O

b) En utilisant les relations précédentes, expliquer pourquoi le script Python qui suit ne permet
pas de calculer et d’afficher les valeurs de u,,, v, et w, lorsque n et a sont entrés par I'utilisateur.
On pourra examiner attentivement la boucle « for ».

= input('entrez une valeur pour n : ')
= input('entrez une valeur pour a : ')

s < & B
1]

for k in range(n):
2*xa+1) xu+v
—;ax (a+2) xu+w
w = (ax*2) * u

print(w, v, u)

]
< g " = O O

[N=} loo I~ o IS B oo N =

S
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Démonstration. Au premier tour de boucle (lorsque k prend la valeur 0), les variables u, v et w
contiennent respectivement les valeurs ug, vg et wy.
A la ligne 7, le script met & jour la variable u. A la fin de la ligne 7, la variable u contient la
valeur uq.
Ainsi, la ligne 8 ne permet pas de mettre a jour la variable v correctement. Elle devrait mettre
a jour la variable v pour qu’elle contienne en fin de ligne 8 la valeur vy, mais la formule utilisée
est

v; = wo — ala + 2)uy

au lieu d’étre
v1 = wo — ala + 2)ug

Modifier la boucle de ce script en conséquence.

Démonstration. On utilise une variable auxiliaire qui stocke la valeur de u pour étre réutilisée a
la ligne 8 et & la ligne 9.

1 1n = input('entrez une valeur pour n : ')
2 a = input('entrez une valeur pour a : ')
3 u=20

4+ v=20

5 w=1

¢ for k in range(n):

7 aux = u

8 u=(2*xa+1) xu+v

9 v=-ax (a+2) *aux +w

(a**2) * aux
print(w, v, w

w

Is

-
—

O]
4. Démontrer : Vn € N, w13 = (2a + 1) tpio — a(a + 2) uns1 + a® uy.
Démonstration. Soit n € N. On a
Un43 = (2a 4+ 1)Up+2 + Vpyo
= (2a + Dupy2 + wpt1 — ala + 2)upq1
= (2a + Dupyo — ala + 2)up41 + a’u,
O]

On admet que 'on peut en déduire u,, pour tout entier naturel n, sous la forme :

(n—1)a" —na"t! +1
(a—1)

Up —

5. On dit qu'une suite de matrices (Ay), oy tend vers la matrice A lorsque n tend vers 400 si chaque
coefficient de A,, tend vers le coefficient situé a la méme place dans A. Il en résulte (et on admet ce
résultat) :

lim M) = < lim un> Mg—i-( lim vn> Ma—|—< lim wn> I
n—-+o0o n—-+00 n—-+00 n—-+o0o
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a) Déterminer lim w,, puis lim v, et lim wy,.
n—+o0o +o0

n— n——+oo

Démonstration. « Tout d’abord, lim a" =0 car a €]0,1].
n—-+o0o

« Par croissances comparées : lim (n—1)a” =0et lim na"t! =0
n—+o0o n—+oo

1
e On en déduit que nll)r_ir_loo Uy = m

« De plus, pour tout n € N, v, = up 41 — (2a + 1)u,, donc

. 1
o=y~ Qe DT = T Ty

o Enfin, pour tout n € N*, w,, = a?u,_1 donc

lim w, = a? L = a*
n—+o0o (a—1)2 (a—1)2
O
b) En déduire la limite L, lorsque n tend vers 400, de la suite (M), -
Démonstration. D’aprés I’énoncé :
L,= lim M}
n—+0o00
1 2a a?
= M2 — M, I
@—12 a1 a1y
1
R CES (M? — 2aM, + a*I)
1
= - el)
1
= (CL - 1)2((1 - a)K)2
= K?
O

1 00 1 00 1 00
Démonstration. L2 = (K*)2= (1 0 o]|1 0 0| =(1 0 0] =K?=1L,. O
1 00 1 00 100

6. (CUBES UNIQUEMENT) On note ¢, I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique
de R3 est L, et f, l'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de R? est M,.

a) Démontrer : Vz € Ker (f, —id), pq(z) = .

Démonstration. Soit x € Ker (f, —id). Notons B la base canonique de R3 et X = Matg(x).
Par isomorphisme de représentation, on a (f, —id)(z) = Ogs donc (M, — I)X = 0,4, ;&) donc




E2A 12 Octobre 2022
Mathématiques (version A)

1 a
X € Ei(M,). Or Eq(M,) = Vect ( (1) ) donc il existe o € R tel que X = (a) .

1 «

LaX:(

donc, par isomorphisme de représentation : ¢, (x) = x. O
b) Démontrer : Vo € Im (f, —id), ¢q(x) = 0.

Démonstration. Soit x € Im (f, —id). Il existe un vecteur u = (o, 3,7) € R? tel que = =

(fa —id)(w).

Notons U = Matg(u) = (ﬂ) et X = Matg(x). Par isomorphisme de représentation, on a :
Y

X = (M, — I)U
=1-a)JU

On en déduit que

=031 (R)

donc, par isomorphisme de représentation : ¢, (x) = Oga. O
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Exercice 2

On considére la fonction f : 2+ /4% et la suite (u,,) définie par

UuQ 20
Vn €N, upi1 = f(un)

Partie A : Etude de la fonction f (on note C; la courbe représentative de f)

1. Déterminer le domaine de définition de f puis les limites de f aux bords de ce domaine.
Démonstration. Soit z € R. Le nombre ,/HTI est bien défini si et seulement si 1 +2 > 0. On en
déduit que le domaine de définition de f est :

Df = [—1, —i—OO[

Ona lim 3% =400 donc| lim f(z) = +oo | par composition des limites. O

T—r+00 T—+400

2. (CUBES UNIQUEMENT) Déterminer le développement limité de f en 0 a I'ordre 2.

Démonstration. D’aprés le cours :
1
\/m:(1+x)% =1+ -z— =22+ o (2?)
On en déduit que
1 1

1
@)= At 3a" s T
O

3. Montrer que la fonction f est dérivable sur | — 1, +o0][, calculer sa dérivée puis expliciter I’équation
de la tangente a Cy en 0.

Démonstration. La fonction f est de la forme f = f; o fs ou
e f1:x — /x est dérivable sur |0, +o0[
o forxz HT"E
x est dérivable sur | — 1, +o0o[ car polynomiale
x et vérifie fo(] — 1, 4+o00[) CJ0, 4o00[
Ainsi, la fonction f est dérivable sur | — 1, +ool.
Soit x €] — 1, 400].

142
4 2

La fonction f est bien dérivable en 0 et sa tangente en 0 a pour équation :

y = f0)(z—0)+ f(0)
1 1
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4. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.

1

Démonstration. Soit x > —1. D’aprés la question 3, on a f'(z) = > 0 donc la fonction f est
4

itz
2
strictement croissante sur | — 1, +o00].
x -1 +oo
Signe de f{(z) +
+00
Variations de f; /
0

5. Résoudre 'équation f(z) = x puis I'inéquation f(x) > x.

Démonstration.
o Soit x € [—1,+0o0[. On remarque que f(z) > 0. On en déduit que si x < 0 alors f(z) # =.
Résolvons maintenant I’équation sur RT.

1+:L‘_
5=

2
1
(\/? = z2 (car z — x? est injective sur RT)

1+=x
2
1+ 2 =222

22 —12—-1=0

flz) =2 < x

:xz

v

On introduit la fonction (polynomiale de degré 2) g : x + 222 —z — 1.

A =144 x2=9donc g posséde deux racines distinctes :
1-3 1 _1+3

= "= t = — =1
I 4 B € xI9 1

Une seule d’entre elles est dans R (il s’agit de x).

On en déduit que 1 est I'unique solution de I’équation f(x) = x sur R

e Soit € [—1,+oo[. On utilise encore le fait que f(x) > 0. On en déduit que si z < 0 alors

flx) > .

Résolvons maintenant I'inéquation sur RT.

1+x>
z
2

flz) >z —=

2

1+;1:> 9
x
2

— 14z > 222
— g(z) <0

2
1+ _ ,
( > > z? (car x — 2* est strictement croissante sur R )

10



E2A 12 Octobre 2022
Mathématiques (version A)

Le coefficient dominant du trinéme du second degré 2X? — X — 1 est positif donc g est négative
entre ses deux racines.

On en déduit que f(x) > x si et seulement si x € [—1,1].

O
6. Tracer la courbe Cy.
Démonstration. On trace les éléments remarquables de la courbe.
4 .
Y
2 .-
i z
—4 -2 2 4
T
—4
O

Partie B : Etude de la suite (u,) dans le cas ot ug =0

7. Montrer que la suite (u,) est bien définie et que, pour tout n € N, 0 < u,, < 1.

Démonstration. Montrons par récurrence : Vn € N, P(n)

ou P(n) : « uy est bien défini et 0 < u,, < 1%

Initialisation : ugp = 0 par définition donc wug est bien défini et on a bien 0 < up < 1. D’ou P(0).
Héredité : soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).

Par hypothése de récurrence, on a 0 < u,, < 1. Or, f est bien deﬁnle sur [0,1], donc up4+1 = f(uy)
est bien défini également. De plus, f est croissante sur [0, 1] donc ﬁ = f(0) < up+1 < f(1) = 1.

D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence : pour tout n € N, u,, est bien défini et 0 < u,, < 1.

8. Montrer que la suite (uy) est croissante.

Démonstration. Montrons par récurrence : Vn € N, P(n)
ou P(n) : «up < Upgq »

Initialisation : up = 0 et u; = f(0) = == > 0. D’ou P(0).
Hérédité : soit n € N. Supposons P(n ) Montrons P(n+1).

11
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Par hypothése de récurrence, on a u, < uy41. Or, f est croissante sur [0, 1] donc f(u,) < f(upt1),
i.€. Upt1 < Upyo. D’ou P(n +1).

Par principe de récurrence : pour tout n € N, uy < tp41-

9. Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

Démonstration. D’apres les deux questions précédentes, la suite (u,) est
« croissante
« majorée par 1

On en déduit par théoréme de convergence monotone que la suite (uy) est convergente et sa limite
{ vérifie ¢ < 1.

De plus, pour tout n € N, up41 = f(uy) et

* Uni1 ¢ (suite extraite)
n—-+00

o flup) " f(€) par continuité de f en £ (car 0 = up < ¢ < 1 par croissance de (uy,))
n—-—+0o0

Par unicité de la limite, on a donc ¢ = f(¢). D’aprés la question 5, il vient que

=1

OJ
10. Ecrire une fonction Python, nommée SuiteU, qui prend en paramétre un entier n et renvoie uy.

Démonstration.

import numpy as np
def SuiteU(n):
u=20
for k in range(n)
u = np.sqrt((1+u)/2)
return u

Lo e O N N

O

11. Ecrire une fonction Python, nommée PremierEntier, qui prend en paramétre un réel epsilon
strictement positif et renvoie le premier entier n vérifiant 1 — epsilon < u, < 1.

Démonstration.

1 def PremierEntier(epsilon):

2 n=20

3 while SuiteU(n) <= 1 - epsilon :
4 n = n+l

5 return n

12
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Partie C : Etude de la suite (u,) dans le cas ot uy > 1

12.

13.

14.

Montrer que la suite (uy,) est bien définie.

Démonstration. Montrons par récurrence : ¥n € N, P(n)

ot P(n) : « uy, est bien défini et 1 < uy, »

Initialisation : ug €|1, 4+o00[ par définition donc ug est bien défini et on a bien 1 < ug. D’ou P(0).
Hérédité : soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).

Par hypothése de récurrence, on a 1 < u,,. Or, f est bien définie sur [1, +oo[, donc up+1 = f(uy,) est
bien défini également. De plus, f est croissante sur [1, +oo[ donc 1 = f(1) < upy1. D’ott P(n+ 1).

Par principe de récurrence : pour tout n € N, u,, est bien défini et 1 < uy,.

Montrer que la suite (u,) est monotone.

Démonstration. D’aprés la question 5, pour tout z > 1, on a f(z) < x. Soit n € N. On pose x = uy,
on a x > 1 d’aprés la question précédente, d’ott up 41 = f(un) < Up.

La suite (u,) est décroissante.

Etudier la convergence de la suite (u,) et déterminer sa limite.

Démonstration. D’aprés les deux questions précédentes, la suite (uy,) est

o décroissante

« minorée par 1

On en déduit par théoréme de convergence monotone que la suite (uy,) est convergente et sa limite
¢ vérifie ¢ > 1.

De plus, pour tout n € N, u, 1 = f(uy,) et

© Uni1 ¢ (suite extraite)

o flun) " (¢) par continuité de f en £
n—-+00

Par unicité de la limite, on a donc ¢ = f(¢). D’aprés la question 5, il vient que

=1

Dans toute la suite de I’exercice on suppose que ug > 1.

Partie D : Etude de fonctions auxiliaires

On définit les fonctions ch et sh sur R par

15.

el +e % et —e™®

5 et sh(z) = 5

Exprimer les dérivées des fonctions ch et sh en fonction de ch et sh.

ch(x) =

Montrer que, pour tout « € R, ch(x) > 0.
Calculer sh(0) et déterminer le signe de sh(x) en fonction de x.

Démonstration.

o Les fonctions ch et sh sont dérivables sur R comme somme et composées de fonctions dérivables
sur R. Soit z € R.

13
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« De plus, €” > 0 et e7® > 0 donc ch(z) > 0.

« sh(0) = % = 0. D’aprés les deux points précédents, la fonction sh est strictement croissante sur

R. Ainsi, pour tout « > 0, on a sh(z) > 0 et pour tout < 0, on a sh(z) < 0.
OJ

16. En déduire qu’il existe un unique réel a > 0 tel que ch(a) = ug.

Démonstration. La question précédente permet de tracer le tableau de variations de la fonction ch :

x —00 0 —+00

Signe de ch’(x) - 0 +

Variations de ch \ /
1

Ainsi, la fonction ch est

« strictement croissante sur [0, +00[

« continue sur [0, +00|

Donc la fonction ch réalise une bijection de [0, +oo[ dans ch([0, +oo]) = [1,4+o0[. Or ugy € [1, +00]
par hypothése. On en déduit qu'’il existe un unique réel a € [0, +oo[ tel que ch(a)) = ug. O

17. On considére le programme Python suivant

import numpy as np

def ch(x):
return (np.exp(x)+np.exp(-x))/2

u0=3/2
a=0
b=2
c=(a+b)/2
while b-a > 10%*(-3):
if (ch(a)-u0)*(ch(c)-u0) < O:

o o o N o o Ik jw o =

-

=
[

12 b=c
13 else:

14 a=c
15 c=(a+b)/2
16 print (c)

a. Que fait ce programme ? Comment s’appelle ce type de programme ?

Démonstration. Ce programme donne une approximation de o & 1073 prés lorsque ug = % On

appelle ce type de programme une « recherche de solution par dichotomie ». O

b. Pourquoi a-t-on pris b= 27

14
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Démonstration. On sait que o > 0 car ug > 1. De plus, dans le cas ot ug = %, on a

donc, par stricte croissance de ch sur [0, +o0o[, on a a <

2 -2 2
ch(2) = % > > L =ch(a)

3_
- =
2.

18. Montrer que, pour tout = € R,

Démonstration. Soit x € R.

19. En déduire que, pour tout entier n,

_2ex+2+e*’” 1
4
_ex+2+e_m 1
N 2
et +e "
= 1-1
5 +
= ch(z)
«
un:ch<2—n)

Démonstration. Montrons par récurrence : Vn € N, P(n)

ol P(n) : « up =ch ($%) »

Initialisation : ch () = ch(a) = up d’aprés la question 16. D’out P(0).
Héréditeé : soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).

D’ou P(n+1).

(par hypothése de récurrence)

= ch <2n+1> car ch(xz) > 0 pour tout z € R

Par principe de récurrence : pour tout n € N, u,, = ch (2%)
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O

20. Montrer que, pour tout x € R,

Démonstration. Soit x € R.

= 1
2
= — 141
5 +
= ch(x)
O
21. Calculer sh’(0).
Démonstration. sh’(0) = ch(0) = 1 d’apres le tableau de variations de la question 16. O
22. En déduire les équivalences suivantes
2
h ~ h(z) -1 ~ —
sh(z) z—0 z, et ch(z) z—0 2
Démonstration. Soit © # 0. On a
h(xz) — sh(0 h
shia) —sh(O) _sh(a) oo
z—0 X z—0
en reconnaissant le taux d’accroissement en 0 de la fonction sh.
Ecrivons le DLy(0) de la fonction ch :
h” (0
ch(x) = ch(0) + ch’(0)z + ¢ 2( ):E2 + o (%)
z—0
_ L 9 2
d’ou .
ch(z) —1= =22+ o (z%)
2 z—0
et donc 1
— ~ — 2
ch(z) —1 ~ o
O

23. En déduire un équivalent de (u, — 1) quand n tend vers +oc.

Démonstration. Soit n € N. D’aprés la question 19, on a u,, = ch (%) D’oi, en utilisant le fait que

g — 0
n—-+oo
2

« 1 /a\2 «
wn 1= () =1~ 5 (5) = g
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Exercice 3

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On effectue une succession infinie
de tirages d’une boule dans cette urne. Aprés chaque tirage, on remet la boule tirée dans I'urne, et on
rajoute dans I'urne une boule de couleur opposée a celle qui vient d’étre tirée.

Pour tout £ € N, on note X}, la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches présentes dans
I'urne juste aprés le k° tirage. En particulier, on a Xy = 1.

Pour tout ¢ € N*, on note :

B, : «on obtient une boule blanche au ¢ tirage »

N; : « on obtient une boule noire au ° tirage »

1. Compléter la fonction Python ci-dessous afin qu’elle simule la variable aléatoire X,,.

import numpy.random as rd
def Simu_X(n):
nB,nN = 1,1
for k in range(n)
if rd.random() < nB/(nN+nB)
nN = nN + 1
else :
nB =nB + 1
return nB

[0 joo 1IN o ot e (w o =

2. Déterminer la loi de X;. Donner son espérance et sa variance. (On pourra utiliser les événements
By et Ny pour rédiger la réponse.)

Démonstration. Si on tire une boule blanche au premier tirage, alors on la remet dans 'urne et on
rajoute une boule noire supplémentaire. Dans ce cas, X; prend la valeur 1. Si on tire une boule noire
au premier tirage, alors on la remet dans 'urne et on rajoute une boule blanche supplémentaire.
Dans ce cas, X1 prend la valeur 2.

Il n’y a pas d’autres possibilités donc ’Xl (Q) ={1,2} ‘

[X1 = 1] est réalisé <= Aprés le premier tirage, il y a une boule blanche dans 1'urne
<= On a tiré une boule blanche au premier tirage

<= DBj est réalisé

D’ou

1
=3 (par équiprobabilité)
La famille ([X; = 1], [X1 = 2]) est un systéme complet d’événements (associé & X)
donc P([ X7 =1])+P([X1=2]) =1
donc |P([X;=2])=1-1=1 O
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Démonstration. « 11 y a au départ une boule blanche dans I'urne et ce nombre ne peut faire
qu’augmenter au cours de 1’expérience.

o Si l'on tire deux boules blanches aux lancers numéros 1 et 2, alors Xs prend la valeur 1.
o Sil'on tire une boule blanche puis une boule noire, alors Xy prend la valeur 2.
« Sil’on tire deux boules noires, alors Xs prend la valeur 3.

« On ne peut pas rajouter plus de deux boules blanches lors des deux premiers tirages (on rajoute
soit 0 soit 1 boule blanche a chaque tirage).

On en déduit que ’ Xo(Q) ={1,2,3} ‘

[Xo = 1] est réalis¢ <= Apreés le deuxiéme tirage, il y a une boule blanche dans 'urne
<= On n’a pas rajouté de boules blanches lors des deux premiers tirages
<= On a tiré deux boules blanches lors des deux premiers tirages

<= Bj N By est réalisé
D’ou
P([X = 1]) = P(B1 N By)
— B(B))Ppg, (Bs) (car P(By) = % £0)

Si ’événement B est réalisé, alors c’est que 1'on a obtenu une boule blanche au premier tirage.
Dans ce cas, le deuxiéme tirage s’effectue dans une urne contenant 1 boule blanche et 2 boules
noires.

Par équiprobabilité : P, (Bs) = 3.
Dou |P([X=1]) = ¢ |
Les roles des couleurs noires et blanches sont complétement symétriques dans ’expérience, donc
les événements By N By et N; N Ny (i.e. les événements [Xo = 1] et [X2 = 3]) ont la méme
probabilité d’étre réalisés.

Dot |P([X; =3]) = ¢ |
La famille ([Xy = 1]), [X2 = 2], [X2 = 3]) est un systéme complet d’événements, donc

1 1
—1--_=
6 6
]2
13
O
b. En déduire la valeur de E(X3).
Démonstration. La v.a.r. Xy est finie donc admet une espérance.
1 2 1
E(XQ)—1X6+2X§+3X6
1,83
6 6 6
=
O
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c. On rappelle qu’aprés avoir chargé la bibliothéque matplotlib.pyplot sous 'alias plt, on a accés
a la fonction plt.hist qui trace I’histogramme d’une liste ou d’un tableau donné en argument.
Représenter précisément, en justifiant la réponse, la figure que 'on peut s’attendre & ce que
Python affiche a I'exécution des instructions suivantes

import matplotlib.pyplot as plt
L =[]
for k in range (10000):
L.append (Simu_X(2))
plt.hist(L, range(1,5), density = True)
plt.show ()

I Jor I jw N =

Démonstration. Le programme donné permet de représenter I’histogramme des fréquences (avec
loption density = True) des valeurs observées lors de la simulation d’un échantillon de taille
10000 de X5. On peut alors s’attendre () & voir des batons dont les hauteurs seront proches des
valeurs théoriques obtenues ci-dessus. On attendait donc la figure ci-dessous :

0.7

0.6 1

0.5 1

0.4 A

0.3 1

0.2 -

0.1 -

0.0 -

4. Soit k € N. Préciser 'ensemble X (€2) des valeurs que peut prendre Xj.

Démonstration. Soit k € N. A chaque tirage, le nombre de boules blanches augmente de 0 ou 1.
Ainsi, aprés k tirages, on a rajouté entre 0 et k boules blanches.

Dot [ X,(Q) = [L &k + 1] | O

5. Soient i € N* et j € X, (). En distinguant trois cas, déterminer

Pix, =i (X1 =)

(1). Ceci prendra davantage de sens au cours du chapitre « Convergence et approximation »
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Démonstration. Soient i € N* et j € X (Q).

Si 'événement [Xj = j| est réalisé, alors c’est que 'urne contient j boules blanches juste apres le

ke tirage (et donc juste avant le (k + 1)° tirage). Précisons qu’a ce moment, l'urne contient k + 2

boules au total (on rajoute 1 boule & chaque tirage et on a initialement 2 boules dans I'urne). Dans

ce cas, il y a deux possibilités :

« Soit on obtient une boule blanche au (k 4 1)° tirage et donc 'urne contient j boules blanches
juste apres le (k + 1)° tirage (i.e. Xj41 prends la valeur j).

« Soit on obtient une boule noire au (k + 1) tirage et donc l'urne contient j + 1 boules blanches
juste apres le (k + 1)° tirage (i.e. Xj41 prends la valeur j + 1).

Ainsi, il y a trois cas selon la valeur de 7 :

Premier cas : i = j.

Pix,—j ([(Xks1 = 1)) = Pix,—j1([Xe1 = J])
= Ppy, =) (Br+1)

=433 (par équiprobabilité)

Deuxiéme cas : i = j + 1.

Pixu=j) ([ Xk+1 = ) = Py ([Kr = 5 + 1)
= Prx, =) (Nkt1)
k+2—3
T k+2
Troisiéme cas : i € N*\ {j,7 + 1}.

(par équiprobabilité)

Pix,—j) ([Xgr1 =14]) =0

6. Déduire de ce qui précéde que :
1 3+k—i
P([Xy =)+ o L P([Xy=i—1
s P(= i)+ T e (=i 1)) (0
Démonstration. Soit k € N et soit i € N*. D’apres la question 4, X5 (Q) = [1,k+1]. Ainsi, la famille
(X% = J]) je[1k+1] €5t un systéme complet d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales,

Vk € N,Vi € N*, P([Xpy1 = i]) =

o k+1
P([Xpq1 =1]) = 1 P([Xk = 5] N [ X1 = 1))
j=
k] . A _ (pour tout j € [1,k + 1],
- = P([Xk - ]])P[Xk:]]([sz—i-l = ]) P([Xk _ j]) + 0)
ZZ: P([X k—j])]P)[Xk ]}([Xk+1 — ) (tous les autres termes sont

‘1 nuls cf question 5)

([ =1- 1D]PD[X,C =i— 1}([Xk+1 =i])
+ P([Xk = i) Pix, = ([ X1 = 1])

=P([ Xy =i— 1})W +P([X =) 7 i 5
— (X =i 1) = i)

k+2
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7. A Paide de la formule (*) déterminer la loi de X3.

Démonstration. D’aprés la question 4, on a X3(Q2) = [1,4] et X2(Q2) = [1,3].
D’apreés la formule (*) :

« D’aprés la formule (*) :

P(Xs = 1)) = 3 B([Xo = 1)) + ; P([Xe = 0))
= JE(X = 1)) +0
= % X é (cf question 3.a)
1
T 24

o D’apres la formule (*)

P(1Xs = 2)) = JP(X2 = 2) + (X = 1)
:2 X é+z X % (cf question 3.a)
1
Y

11
P([Xs =3]) =P([Xs =2]) = o}
o Par symétrie des réles des couleurs :
1
P(Xs =4]) =P([Xs =1]) = ;

On rassemble ces résultats dans un tableau :
ieX3(Q) 1 2 3 4

s 1 11 11 1
P((X=14) 2 213 21 =1

8. a. Montrer par récurrence que, pour tout k € N,

1
P([ Xy =1]) = .

Démonstration. Montrons par récurrence : Yk € N, P(k)

1
ou P(k) : «P([ Xy =1]) = ] ».
Initialisation :
D’une part, P([Xo =1]) =1 car Xo = 1.

, 1

D’autre part, 05 1) =71= 1.

D’ou P(0).
Hérédité : soit k € N. Supposons P(k). Montrons P(k + 1).
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D’aprés la formule (*) :

P((Xpt1=1]) = —=P([Xp =1 P([ Xy =
(X = 1)) = B0 = 1) + 22 Le (i = )
1
= —P(Xp=1 0
r ol Xk =1+
1 1
= ) ] (par hypothése de récurrence)
_ 1
~ (k+2)!
D'ou P(k+1).
1
Par principe de récurrence : pour tout k € N, P([ X} = 1]) = =5k O
b. Montrer de méme que, pour tout k € N,
1
P(Xy=k+1]) = .
Démonstration. Montrons par récurrence : Yk € N, P(k)
1
ou P(k) : «P([Xp=k+1]) = ] ».
Initialisation :
D’une part, P([Xg =1]) =1 car Xy = 1.
D’autre part 1 1
PHS oy 1
D’ou P(0).
Hérédité : soit k € N. Supposons P(k). Montrons P(k + 1).
D’aprés la formule (*) :
k+2 3+k—(k+2
P((X1 =k +2) = o2 = ko) + 2 D )
1
= —P(Xpr=k+1
0+ —sP(X = k1)
1 1
) Gt 1)l (par hypothese de récurrence)
_ 1
~ (k+2)!
Do P(k +1).
1
Par principe de récurrence : pour tout k € N, P([X, =k +1]) = Ik O

c. Pour tout k € N, on pose : ap = (k+ 1)! x P([X} = 2]).
Exprimer a1 en fonction de ay et de k.

Démonstration. Soit k € N.

a1 = ((k+1) + D! X P([Xpp1 = 2])

— (2 (P =2 + TR =) (o formue ()
‘k—i-l 1

=2(k+ 1! x P([ Xy =2]) + (k+2) (¢f qu. 8.a)

k+2(k+1)!
=2ar+k+1
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O
d. Pour tout k£ € N, on pose : by, = ax +k+2. Montrer que la suite (by) est géométrique. En déduire
alors que :
2kl — | — 2
Vke N, P([ Xy =2])=————
Démonstration. Soit k € N.
bk+1 = Q41 + (]f + 1) + 2
=2ar+k+1)+k+3 (cf qu. 8.c)
=2a,+2k+4
=2(ar+k+2)
= 2b;

On en déduit que la suite (by) est géométrique de raison 2. D’oit :

by = bo2*
= (ap + 2)2k
= (P([Xo = 2]) +2)2*
= (0+2)2"
— 2k+1
Et finalement :
ag
P([ Xk =2]) =
(% =2) = oo
o bp—k-2
 (k+1)!
ok+l _ | _ 9
— (k+ 1)
O
9. a. A l'aide de la formule (*), montrer que :
E+1

Démonstration. Soit k € N. Les v.a.r. X et X411 sont finies donc admettent une espérance. De
plus, le théoréme de transfert pourra étre utilisé de maniére licite.

On sait que Xp41(2) =1,k + 2] et X;(Q2) = [1,k + 1] donc

k+2
E(Xpt1) = Z; iP([ X1 = 1))
= Ijifz (@P([Xk =1]) + ?’Zi;ip([xk =i 1}))
_ ki;ff PP Xy = i]) + Zj:;ji? P([Xp =i —1]) — lerz]:if PR(X, i 1)
B k—lmkj PR, =) + Zﬁ: i+ DP(X = ) - kiz: (i + 1)2P([X = 1))
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(par théoréme de transfert :)

1 k+3k+1 1 K+l
- B(X) 420N 4+ D)P([X = i]) — ——
R k)+k+2;(z+ JP(Xe = 1)) k+254
1 k+3 1
:7EX —E(X ——E(X 1
k+2( )+k+2(kz+) k2((k+))

(par linéarité de l’espérance :)

(i 4+ 1)°P([ X},

= i])

1 k+3 1
= ——E(X?) + —— (E(Xg) + 1) — ——= (E(X}?) + 2E(X}) + 1
e o (Ki) + 5 (B(Xk) +1) — o (B(X) + 2B(X) +1)
E+3 2 k+3 1
= (2 _ = JEX Tre -
<k+2 k+2) X+ 0% e
k41
= —FE(X 1
5 oKk +
O
Déduire de ce qui précéde que :
k+2
Vk €N, E(X;) = %
Démonstration. Montrons par récurrence : Vk € N, P(k)
ot P(k) : «E(Xy) = &2
Initialisation :
D’une part, Xo = 1 donc E(Xj) = 1.
D’autre part, % =1.
D’ou P(0).
Hérédité : soit k € N. Supposons P(k). Montrons P(k + 1).
D’aprés la question précédente :
k+1
E(X —E(X 1
(Xkt1) = E 12 (Xk) +
k+1k+2 . )
=212 2 (par hypothése de récurrence)
k1 1
2
_k+3
2
Do P(k+1).
Par principe de récurrence, on a montré que : pour tout k € N, E(X}) = % O

Commentaire

par linéarité de I'espérance que :

2E(X}) = k + 2 et donc E(Xj) = 22,

E(Xy) + E(Yy) =k +2

On pouvait démontrer ce dernier résultat beaucoup plus simplement. En effet, notons, pour
tout k£ € N, Y la v.a.r. égale au nombre de boules noires dans 1'urne juste aprés le k° tirage.

Soit k € N. On sait qu'aprés k tirages, il y a k 4+ 2 boules au total dans 'urne. Ainsi :
X+ Y, =k+2. Les vaar. X; et Y} sont finies donc admettent une espérance, on en déduit

Or, les roles des couleurs blanches et noires sont symétriques donc E(Xy) = E(Y;). D’ou
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