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DS3 correction (version B)

Exercice 1 (HEC 2013)

On note E = R3[X] I'espace vectoriel des polynéomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3.
Soit f lapplication définie sur F qui associe a tout polynéme P € E, le polynome f(P) défini par :

(f(P))(X)=-3XP(X)+ X*P'(X), ott P’ est la dérivée du polynéme P
1. a) Rappeler la dimension de E.

Démonstration.

dim(E) = dim (R3[X]) = 4 O

b) Montrer que f est un endomorphisme de F.

Démonstration.

o Démontrons que f est linéaire.

Soit (A, i) € R2. Soit (P,Q) € E2.
(fON-P+p-Q))(X)
= B3X(\-P+4+p-Q)X)+X*NP+p-Q)(X)
= “3A-XPX)-3u-XQX)+ A X2P(X) +p- X2Q'(X)
= A (=3XPX)+X2P(X)) +p-(-3XQ(X)+X2Q(X))
= A (f(P)(X) + - (F(Q)(X)
At FO-P41-Q) = A-f(P)+ - F(Q)

L’application f est linéaire.

« Démontrons que f est a valeurs dans R3[X].

Soit P € Ry[X].
- Comme deg(P) < 3, alors :

« deg(—3X P(X)) < 4.
x deg(P') < 2, donc deg (X% P'(X)) < 4.

On en déduit : deg (— 3X P(X) + X2 P'(X)) < 4.

Commentaire

« Rappelons tout d’abord les propriétés a connaitre concernant le degré des polyndmes.
Si P et @ sont deux polynoémes de R[X] alors :

deg (P x Q) = deg(P) + deg(Q) deg (P + Q) = max (deg(P),deg(Q))

o L’argument de degré déroulé dans la démonstration ci-dessus permet généralement de
conclure que f(P) est un polynéme de Ry[X]. Ce n’est malheureusement pas le cas ici et
il faut donc faire une étude plus précise (cf ci-dessous).
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- On note & = (P, P1, P2, P3) la base canonique de E.
Comme P € R3[X], il existe (ag, a1, az,a3) € R* tel que : P = ag-Py+ay-Ps+as-Pa+as-Ps.
Notons R=ag-FPy+a1-P;+as- P, On aalors: P= R+ a3 - P3 et par linéarité de f :

f(R+a3-P3) = f(R)+as3- f(P3)

En utilisant la méthodologie précédente, on démontre : deg ( f (R)) < 3.
11 reste alors & déterminer deg (f(Ps)). Or :

(F(P))(X) = —3X Py(X) + X2 P)(X)
= 3XxX*+X?2x(3X?
= 3X'+3X* = Op,y

Ainsi, deg (f(P3)) = —oo et, d’aprés ce qui précede : f(P) € Ra[X].

L’application f est bien un endomorphisme de R3[X].

Commentaire \

« Dans les exercices, la base canonique de R3[X] est parfois directement notée (1, X, X2, X3).
C’est une source fréquente d’erreurs et confusions. Il est donc fortement recommandée
d’introduire la base canonique sous la forme (P, Pi, Py, P3) si ce n’est pas fait dans 1’énoncé
(et si la notation P; n’est pas utilisée par ailleurs).

« On aurait également pu démontrer que f est a valeurs dans R3[X] de la maniére suivante :
3 .
Soit P € R3[X]. Alors il existe (ag,a1,az,az) € R* tel que P(X) = Y a; X"
i=0
3 )
Ainsi : P/(X) =Y ia; X*1. Donc :
i=1

(f(P))(X) = -3XP(X)+X*P'(X)
= —3X ZgjaiXi+X2 zgjmixi—l
=0 =1

3 . 3 )
= _3 Z a; X+l + Z ia; X+l
1=0 i=1

4 . 4 .
= -3 Z ai—1 X"+ Z (’l — 1) aj—1 X"
i=1 =2

= (3 23; aHXiW) + (23; (i — 1)a“Xi+M)

=1 =2

3 . 3 .

= -3 z ;-1 X’ + Z (’L - 1) ai_le
=1 =2

On en déduit : deg (f(P)) < 3. Donc : f(P) € E.
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¢) Déterminer la matrice M de f dans la base canonique de E.

Démonstration.
. (f(PO))(X) = 3XPy(X)+X2P)(X) = —-3X  (car P}(X)=0)
= (=3-P)(X)
0
Ainsi: f(Py) = 0-Py—3-P1+0-P,+0-P;. On en conclut : Matgg(f(P())) = 703
0
. (f(Pl))(X) = 3XP(X)+X?P/(X) = —2X?  (car P}(X)=1)
= (=2-P)(X)
0
Ainsi: f(P) = 0-Py+0-Py—2-Py+0-Ps. On en conclut : Mat(f(P)) = |,
0
. (f(PQ))(X) = 3XP(X)+ X2PYX) = —X3  (car PYX)=2X)
= (-1-P3)(X)
0
Ainsi: f(P2) = 0-Py+0-P +0-P,—1-P3. On en conclut : Matz(f(P2)) = 8
-1
o (f(P3))(X) = 0p (dapres la question précédente)
0
Ainsi : f(P3) = 0-Py+0-Pi+0-P,+0-Ps. On en conclut : Matg(f(Ps)) = 8
0
0 0 0 O
. -3 0 0 O
Finalement : M = Matg(f) = 0 -2 0 0
0 0 -1 0 0

d) La matrice M est-elle inversible 7 Est-elle diagonalisable 7 Calculer pour tout n € N*, M™.

Démonstration.

« La matrice M est triangulaire (inférieure) et au moins 'un de ses coefficients diagonaux est
nul (ils le sont tous).

La matrice M n’est donc pas inversible.

o La matrice M est triangulaire (inférieure). Ses valeurs propres sont donc ses coefficients dia-
gonaux.

On en déduit : Sp(M) = {0}.
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On procéde par I'absurde.
Supposons que M est diagonalisable, alors il existe :

x P € #4(R) inversible,
x D € #,(R) diagonale, dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de M,

telles que M = PDP~!.
Or Sp(M) = {0}. Donc : D =014 = 0z, ). Ainsi :

M = PDP™!' = Px04m %P = 04m

Ceci est absurde.

On en déduit que la matrice M n’est pas diagonalisable.

o On calcule :

O 0 0 ON/0 0 0 0 0000
M2 o |30 o of[-3 0 0 o) _fooo0o
X “lo -2 0o o]lo —2 o ol ~ |6 000
o 0 -10/\o 0o -1 0 0200
0000/0 0 0 0 0 000
O, ~looool[=3 0 oo [0 000
< MT = MEXM =100 0llo —2 0 ol = o 00 o0
0200/\0 0 —-10 6 0 0 0
0 000V/0 0 0 0
4 3 o oool[l-3 0 o o _
< ME = MM =10 00 0llo 22 0 of T %am®
6 000/\0o 0 —-10
x Par récurrence immeédiate : Vn > 4, M" =0 4, )
0 0 0 0 0000 0 00 0
30 0 0 , |00 00 5 0 000
= [ — > n: .
M 0o 2 0 oM 6 000 M 0 00 of =4 M =0,m
0 0 -1 0 0200 6 0 0 0

Commentaire \

« On rappelle qu'une matrice A € ., (R) telle qu’il existe k € N* vérifiant :

Ak_l 75 OJ/Zn(R) et Ak = 0///71(]1%)

est appelée matrice nilpotente d’indice k (on rappelle aussi que ce terme est hors
programme). La matrice M de I’énoncé est donc une matrice nilpotente d’indice 4.
« On note aussi que, comme M* =0 #,(R)> 1e polynome Q(X) = X 4 est un polynome
annulateur de M. On a bien : Sp(M) = {0} C {0} = {racines de Q}.
« Il est en fait simple de démontrer que, pour n’importe quelle matrice nilpotente A,
on a toujours : Sp(A4) C {0}.
En effet, soit A € .#,(R) une matrice nilpotente d’indice k. Alors : A¥ =0 Mn(R)-

Le polynome Q(X) = X k est donc un polynéme annulateur de A.
Ainsi : Sp(A) C {racines de Q} = {0}.
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e) Préciser le noyau Ker(f) de f ainsi qu'une base de Ker(f).

Démonstration.
ao
» Soit P € E. Alors il existe (ap, a1, az,a3) € R* tel que U = Maty(P) = | ! | € 441 (R).
2
as
PeKer(f) & f(P)=0g
& MU= 0(///471(1@)
0 0 0 0 ag 0
o |3 0 0 offa|_]o
0 -2 0 0 a | |0
0 0O -1 0 as 0
-3 ap =0
= — 2a1 =0
— a2 = 0
ag = 0
~ al =0
as = 0
On obtient alors :
Ker(f) = {P:ao-P0+a1-P1+a2-P2+a3-P3 ek ’ ag = aq :a2:0}
= {ag-P3 ’ a;;ER}
= Vect (P3)

On en conclut : Ker(f) = Vect (P3).

« La famille (P3) :
x engendre Ker(f),

x est libre car constituée uniquement d’un polynéme non nul.

On en conclut que la famille (P3) est une base de Ker(f).

Commentaire

Il faut faire attention aux objets manipulés. On doit déterminer Ey(f) = Ker(f), noyau d’un endo-
morphisme de R3[X]. On doit donc obtenir un sous-espace vectoriel de R3[X]. Si P et U = Mat»(P)
sont deux représentations différentes du méme polynéme P, cela n’autorise pas pour autant & écrire
I’égalité entre ces deux éléments :

ap 0
ay-Py+ar-Pr4+as - Py+as-Ps >< Z; Vect (P3) >< Vect 8
as et 1
- —— —_— —
€ R3[X] € M1 (R) Eo(f) Eo(A)
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f) Déterminer I'image Im(f) de f.

Démonstration.

o Par caractérisation de 'image d’une application linéaire :
Im(f) = VeCt(f(PO)af(P1)7f(P2)7f(P3))
= Vect(=3-P,—2-P,,—P5,0p) (d’apres 1.c))
= Vect (Pl,PQ,Pg)

Im(f) = Vect (P17P27P3)

« La famille (Py, Py, Ps) :
x engendre Im(f),

x est libre car c’est une sous-famille de la famille libre 8 = (P, Py, P2, P3).

Une base de Im(f) est (P, Pa, P3).

O

2. On note idg et 0y (g) respectivement, 'endomorphisme identité et 'endomorphisme nul de E, et
pour tout endomorphisme v de E, on pose v° = idg et pour tout k de N*, vF = v o v*~1.
Soit u et g deux endomorphismes de F tels que : u* = 0g, u3 # 0p et g = idp + u + u? + 5.

a) Soit P un polynome de FE tel que P ¢ Ker (u3)
Montrer que la famille (P, u(P),u?(P),u*(P)) est une base de E.

Démonstration.

e Soit ()\1,)\2,)\3,)\4) € R%.
Supposons : Ap - P+ Ag - u(P) + A3 - u?(P) + My - u(P) = 0p (x).

« Par linéarité de u3, on obtient, en composant par u? de part et d’autre de I’égalité :

AP (P) +de - uMP) + Ay - uP) + My uMP) = P (0p)
I I
A1 u?(P) Op
En effet, comme u* = 0¢() alors ud =wuo 0¢(p) = 0¢(E). De méme : ub = 02(p)-
Et en particulier : u*(P) = u’(P) = u5(P) = 0p.

« On obtient : A1 - u?(P) = 0.
Or, d’apres ’énoncé : P ¢ Ker (u3) Ainsi : u3(P) # 0.

On en déduit : Ay = 0.

« L’égalité () se réécrit alors : g - u(P) + A3 - u?(P) + M\ - u3(P) = Op.
En composant par u? de part et d’autre, on obtient alors :

)\2 . US(P) = OE

On en déduit alors : Ay = 0.
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« L’égalité (x) se réécrit alors : A3 - u?(P) + A\ - u3(P) = Op.
En composant par u de part et d’autre, on obtient alors : A3 - u®(P) = 0.

On en conclut : A3 = 0.

« L’égalité (x) se réécrit alors : Ay - u3(P) = Op.
On en déduit : \y = 0.

Ainsi, la famille ' = (P, u(P),u*(P),u*(P)) est bien libre.

o Ainsi, la famille %’ :
x est libre,
x verifie : Card(#') = 4 = dim(F)

On en déduit que &' = (P,u(P),u*(P),u3(P)) est une base de E. O

b) Montrer que g est un automorphisme de F.

1

Déterminer I’automorphisme réciproque g~ en fonction de w.

Démonstration.
o Tout d’abord, g est un endomorphisme de E en tant que somme d’endomorphismes de F.
o Comme les endomorphismes idg et g commutent :
(idg —u)o (idg +u +u? +v?) = idg —u?
I I
(idg —u)og idg (caru4:Og(E))

1

On en déduit que g est bijectif et ¢~ = idg — u.

1

Finalement, g est un automorphisme et g7 = idg — u.

Commentaire

« L’endomorphisme ¢ a une forme particuliére : ¢ = idg + v + u® + u>.
Cela fait penser, dans le monde des réels, 4 une somme géométrique : 1 + x + 22 + 2.
4

Oronsait quesiz # 1,ona: 1+z+z2423 = . Cette formule provient de ’égalité :

—x
(l-2)x(1+z+2*+2°)=1-2"

C’est cette analogie avec le cas réel qui doit faire penser a former (idg —u) o g pour obtenir :

(idp —u) o (idg + u +u? +u®) = idg —u?

o On peut obtenir d’autres relations sur les endomorphismes par analogie avec le cas réel.
Par exemple, en généralisant le résultat sur les sommes géométriques :

n—1
k=0

on peut penser & la relation suivante sur les endomorphismes.
Pour tout (f,g) € (.,Z”(E))2 telque: fog=go f,ona:

n—1
VneN, f"—g" = (f—g)o <Zof”_'“og'“>

k=
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Commentaire

On pouvait également répondre & cette question en exploitant la matrice représentative de g
dans la base %'.
o Commencons par déterminer la matrice représentative de u dans la base %4’.

x uw(P) = 0-P+1-u(P)+0-u*(P)+0-u(P).

Donc : Matg (u(P)) = g

< u(u(P)) = v*(P) = 0-0P+00-u(P)+1-u2(P)+0-u3(P).
Donc : Mata (u(u(P))) = | |

x u(u?(P)) = w*(P) = O-P:)—OO-u(P)+O-u2(P)+1-u3(P).

Donc : Mat g (U(UQ(P))) = 8
1

0

0

Donc : Matgg/( 0

0
0 000
Ainsi : N = Matg (u) = (1) (1) 8 8
0010

e On en déduit, par isomorphisme de représentation :

0 00O 0 00O

2 A2 |0 0 0 O 3y _ A3 |0 0 0 0

Mat g (u”) = N° = 100 0 et Matgy (u’) = N° = 000 0

01 00 1 0 00

« Et finalement, toujours par isomorphisme de représentation :

1 0 00
; 2 3 2 3 1100
B = Matg(g) = Matg (idg +u+u“+u’) = 4+ N+ N“+ N° = 1110
1111

o La matrice B est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls.
Elle est donc inversible. On en déduit que I’endomorphisme ¢ est bijectif.

« Avec 'algorithme du pivot de Gauss, on détermine B~!. On trouve :

1 0 0 0
|- 10 0o o,
B= =1y 21 1 of =h—N
0 0 -1 1

-1

Par passerelle matrice-endomorphisme, on obtient bien : g7 = idg — u.
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c¢) Etablir 'égalité : Ker(u) = Ker (g — idg).

Démonstration.

« Démontrons d’abord : Ker(u) C Ker(g — idg).
Soit P € Ker(u). Alors u(P) = 0g. Ainsi :

(9 —idg)(P) = g(P)—P = P+ u(P)+u*(P)+u*(P)—P = u(P)+u*(P)+u*(P)
Or : u(P) = 0. On obtient donc :
u?(P) = u(u(P)) = u(0g) = O0g (par linéarité de u)

De méme :
uw?(P) = u(u*(P)) = u(0p) = Op

On en déduit : (¢ —idg)(P) = 0g, i.e. € Ker(g — idg).

Ker(u) C Ker(g — idg)

« Montrons ensuite : dim ( Ker(u)) = dim (Ker(g — idg)).
x Déterminons donc d’abord dim (Ker(u)).

D’apres le théoréme du rang :

dim(E) = dim (Ker(u)) + dim (Im(u))

4

De plus, par caractérisation de 'image d’une application linéaire (en utilisant la base #’) :

Im(u) = Vect (u(P),u(u(P)),u(u®(P)),u(u’(P)))
= Vect (u(P),u*(P),u*(P),u*(P))
= Vect (u(P),u*(P),u*(P),0%)
= Vect (u(P),u*(P),u?(P))
Ainsi, la famille (u(P),u?(P),u?(P))

- engendre Im(u),
- est libre car est une sous-famille de la famille libre #’' = (P, u(P),u*(P),u?(P)).

On en déduit que (u(P),u?(P),u*(P)) est une base de Im(u). Donc :

dim (Tm(u)) = Card((u(P),u2(P),u3(P))) ~ 3

On en conclut : dim (Ker(u)) =4 -3 =1.

x Déterminons maintenant dim (Ker(g — idg)).
D’apres le théoréme du rang :

dim(E) = dim (Ker(g—idg)) + dim (Im(g — idg))

4
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De plus, par caractérisation de I'image d’une application linéaire en utilisant la base %’
(on rappelle la relation : u* =0 2(B))

Im(g —idg)
= Vect ((9 — idg)(P), (9 — idp) (u(P)), (¢ — idr) (u*(P)), (g — idp) (u*(P)))
= Vect (u(P) + v?(P) 4+ u3(P),u(P) + u3(P),u3(P), 0%)

(on met a jour le 17 et le 2°™¢ polynéme
en leur retirant 1 fois le 34™¢)

= Vect (u(P) + u?(P),u?(P),u?(P))

(on met a jour le 1" polynome en lui
retirant 1 fois le 26™¢)

= Vect (u(P),u*(P),u’(P))
Ainsi, la famille (u(P),u?(P),u3(P)) :
- engendre Im(g — idg),
- est libre car est une sous-famille de la famille libre #’' = (P, u(P),u*(P),u3(P)).

On en déduit que (u(P),u?(P),u*(P)) est une base de Im(g — idg). Donc :

dim (Im(g —idg)) = 3

On en conclut : dim (Ker(g —idg)) =4 -3 = 1.

On en déduit bien : dim (Ker(u)) = dim (Ker(g — idg).
o Ainsi :

x Ker(u) C Ker(g —idg)

x dim (Ker(u)) = dim (Ker(g — idp)

Finalement : Ker(u) = Ker(g — idg).

d) Montrer que 1 est la seule valeur propre de g.

Démonstration.

« On commence par remarquer :
g(v*(P)) = (idg +u+u®+u*)(u(P)) = u*(P)+ (P > u (P)

Donc le polynome u?(P) vérifie :
x u3(P) # 0p
« g(ud(P)) =1-u3(P)

On en déduit que u?(P) est un vecteur propre de g associé & la valeur propre 1.

Le réel 1 est donc valeur propre de g, d’ou {1} C Sp(g).

10
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« Montrons alors que c’est la seule valeur propre de g, i.e. Sp(g) C {1}.
Soit A € Sp(g). Alors il existe P € E tel que :

x P #0g,

x g(P)=M\-P.

Or g est bijectif, donc :

- le réel 0 n’est pas valeur propre de g. Ainsi : A # 0.

- en composant par g~ ! I'égalité g(P) = X - P, on obtient :

P = g'\-P) = Xg}{P) (par linéarité de g~ ')

= X (idg —u)(P) (d’apres 2.b))
= A-P—-X-u(P)
On en déduit :
x P #0g,
A—1
x u(P)=—— P
u(p) =2
A—1

Donc P est un vecteur propre de w associé a la valeur propre

A
A—1
En particulier : — € Sp(u).

Or, d’aprés I’énoncé : u* = 02(E)-
Le polynéme Q(X) = X* est donc un polynéme annulateur de u. On en déduit :

Sp(u) C {racines de Q} = {0}

Ainsi : % =0.Dot: \=1.

On en conclut : Sp(g) C {1}.

Finalement : Sp(g) = {1}.

Commentaire .

Si on a répondu & 2.b) a 'aide de la matrice représentative de g, alors la réponse a
cette question est plus directe.

Comme B = Mat g (g) = est triangulaire (inférieure), ses valeurs propres

— = =
—_ == O
— -0 o
_= o O O

sont ses coefficients diagonaux. D’ou : Sp(B) = {1}.

Ainsi : Sp(g) = Sp(B) = {1}.

11
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Exercice 2 (ESCP 2001)

Préliminaire
n 2 1 2
1. Montrer, pour tout entier naturel non nul n, 'égalité : > k% = L (n4—|— )
k=1
Démonstration.
. . N R n 3 n2 (n + 1)2
Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n) ou P(n): > k° = 1
k=1
» Initialisation
1
e Dune part : > k3 = 13 = 1.
k=1
12 (1+1)? 4
. D’ t t: —m—— = - = 1.
autre par 1 1
D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*, ) ) )
nt. 1 2
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) ( ie. Y k3= (n+1) 4(n +2) )
k=1

n+1

kzzjl k= (kzijl k:3> + (n+1)3

_ n? (n+1)2 +(n+1)? (par hypothése de
4 récurrence)
n+1)>?
= (4)(112 +4(n+1))
1 2
D’ou P(n+1).
n 2 1 2
Par principe de récurrence : ¥n € N*, 3 k% = n(n4+) O
k=1
Partie 1

Soit IV un entier supérieur ou égal a 2.

Une urne contient N boules dont N — 2 sont blanches et 2 sont noires.

On tire au hasard, successivement et sans remise, les N boules de cette urne.

Les tirages étant numérotés de 1 & IV, on note X; la variable aléatoire égale au numéro du tirage qui
a fourni, pour la premiére fois, une boule noire et Xo la variable aléatoire égale au numéro du tirage
qui a fourni, pour la deuxiéme fois, une boule noire.

2. Préciser l'espace probabilisé (€2, o7, P) que 'on peut utiliser pour modéliser cette expérience aléa-

toire.

Démonstration.

o On note by, ..., by_o les (N — 2) boules blanches, et by_1, by les deux boules noires de 1'urne.
L’univers Q) est I'ensemble des N-uplets d’éléments distincts de I’ensemble {b;,...,bn}.

(on peut aussi choisir de confondre boule et numéro associé - dans ce cas, 0 est l’ensemble des
N-uplets d’éléments distincts de l’ensemble [1, N])

« Comme € est un ensemble fini, on choisit &7 = P(Q).

« Enfin, on munit (€, <) de la probabilité uniforme notée P.

12
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3. Soit i et j deux entiers de l'intervalle [1, N]. Montrer :

0 si1<j<i<N
P(X1 =1d]N[Xy =j]) = 2 cicien
NN _—1) MSISIS

Démonstration.

« Pour tout k € [1, N], on considére les événements suivants :
Ny, : «la k™ boule tirée est noire » et By : « la k™ boule tirée est blanche »

« Soit (i,7) € [1, N]?. Deux cas se présentent :
x sii > j, alors :
X =in[X;=j] = @
En effet, si I'événement [X; = 4] N [X2 = j]) est réalisé, alors la premicre boule noire apparait
avant la seconde boule noire. Ceci est impossible.

x si 4> j, alors 'événement [X; =i| N [Xo = j| est réalisé si et seulement si la premiére boule

noire est obtenue au i€ tirage et la seconde boule noire au j°™¢ tirage.
Un N-tirage réalisant I'événement [X; = i] N [X2 = j] est donc entiérement déterminé par :

- le numéro de la boule noire en ™€ position : (f) = 2 possibilités.

le numéro de la boule noire en j¢™€ position parmi les T
- s Jop P : G) = 1 possibilité.
boules noires restantes

les positions des N — 2 boules blanches dans les -
- . — 2! 2

N — 2 positions restantes + (N = 2)! possibilites.
Ainsi le nombre de N-tirages réalisant 1’événement [X; =] N [Xy = j] est 2 (N — 2).
On en déduit :

. o Card([Xy=id]N[Xe=j]) 2(N-2)! 2
P =i nXe =4)) = Card(Q) - N T NWN-D
0 Si1<j<i<N
Finalement : V(i, j) € [1, N]?, P([X1 =i N[X2 = j]) = 2 Sl<ici<N
NN —1)

Commentaire

Pour le cas ¢ < j, on peut également utiliser la formule des probabilités composées.
On détaille ci-dessous la maniére de procéder.
- Tout d’abord :

[X1:i]ﬂ[XQ:j]:B1ﬂ...ﬁBZ-_lﬂNiﬂBHlﬂ...ﬁBj_lﬂNjﬂBjHﬂ...ﬂBN

- De plus : P(Blﬂ...ﬂBl-_lﬁNiﬂBHlﬂ...ﬂBj_lﬂNjﬂBjHﬂ...ﬂBN_l) #0.
Ainsi, par formule des probabilités composées :

P([X1 =14 n[Xz =]
= P(Bl) X PBl (BQ) X ... X PBlﬂ...ﬁBi_l(Ni) X ... X PBIQ...nBj_l(Nj) X ... X PBlﬁ...ﬁBN,l(BN)

_ N-2 N-3 2 S 1 S 1
N N-1""7""N-@G-1)""7TT"N-(@G-1)" """ N-(N-1)
O (N=2)lx2x1 2

N N! ~ N(N-1)
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4. Déterminer les lois de probabilité des variables X7 et X5. Ces variables sont-elles indépendantes ?

Démonstration.

« Déterminons tout d’abord X;(Q2) et X2(2).
x On remarque : X;(Q2) =[1,N —1].

En effet, comme il y a deux boules noires dans l'urne, la premiére apparait au pire lors du
1)®™me tirage et peut apparaitre lors de tout autre tirage.
x De plus : Xo(02) = [2, NJ.

En effet, comme il y a deux boules noires dans 'urne, la seconde apparait au mieux lors du
2¢me tirage et peut apparaitre lors de tout autre tirage.

« Soit i € [1,N —1].

(N —

La famille ( [Xo = j] )

J€[2,N]

Ainsi, par formule des probabilités totales :

Commentaire

N

;2 ([X1 =14 N[X2=j])

2 NV )
2 (N—(i+1)+1) N—i

N(N —1) = 2N oD

forme un systéme complet d’événements.

X1(Q) = [1,N — 1]

Vie[L,N—1], P([X; =i]) =2

N —1

N(N-1)

(d’apres la question
précédente)

On note que le découpage de la somme dans la deuxiéme égalité est aussi valable pour ¢ = 1.
En effet, dans ce cas, la premiére somme est nulle car on somme sur un ensemble vide d’indices.

La famille ( [X; =1] )

ie[1,N—1]

Ainsi, par formule des probabilités totales :

i<j

forme un systéme complet d’événements.

X2(92) = [2, N]

Vj € [[27N]]7 P([X2 :]]) =2

j—1

N(N—1)

(d’apres la question
précédente)
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Commentaire

On note que le découpage de la somme dans la deuxiéme égalité est aussi valable pour j = V.
En effet, dans ce cas, la deuxiéme somme est nulle car on somme sur un ensemble vide d’indices.

o Démontrons que les v.a.r. X1 et Xo ne sont pas indépendantes.

x Tout d’abord :
[X1:2]Q[X2:2] = U

En effet, 'événement [X; = 2] N [X2 = 2] est réalisé si et seulement la premiére et la seconde
boule noire sont tirées simultanément au 2°™¢ tirage. Ceci est impossible car on tire les boules
dans 'urne une par une.

On en déduit :

x De plus :
) . = = N-2
- d’une part : P([X; =2]) =2 N(N —1) 70,
2—-1
- d’autre part : P([X2 =2]) =2 N(N-1) 70

On en déduit :
P([X1 =2]Nn[X2 =2]) # P([X1 =2]) x P([X2 =2])

Ainsi, les v.a.r. X7 et X5 ne sont pas indépendantes.

En toute rigueur, cette démonstration est fausse. Elle repose sur le fait que 2 € X;(Q) et
2 € X5(9Q). Or si N = 2 (ce qui n’est pas exclu par I’énoncé), 2 € X;(Q). Dans ce cas, X
est la v.a.r. certaine égale & 1 et Xy est la v.a.r. certaine égale a 2.

Et X, et X5 sont alors indépendantes.

5. a) Démontrer que la variable N +1 — X9 a méme loi que X;.

Démonstration.
Notons Z = N +1 — Xs.

« Commencons par déterminer Z(£2).
Notons h : z — N + 1 — x, de telle sorte que : Z = h(X).
On rappelle : X5(Q) = [2, N]. On en déduit :
Z(Q) = (h(X2))(Q) = h(X2(Q)) = h([2,N]) C [1,N-1]

En effet, soit k € [2,N] :
x h(k‘):N+1*k€Z,

x de plus :
comme 2<k<N
alors —2>2—-k>-N
donc N—-1>2N+1—-k>1
d’ou N—-1>h(k)>1

Et ainsi : Z(Q) C [1, N —1].

15
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« Soit i € [1,N —1].

P(Z=i]) = P(N+1-X;=1)
— P((Xa=N+1—1)

_ 5 (N+X¥—i)—X (d’apres 3., car
B N (N —1) N+1-i€[2,N] (%)
N —1
= 2
N (N -1)
Détaillons I'assertion ().
Comme 1<i<N-1
alors —1>—i>—(N-1)
donc N>2N+1—-1>2
N —i

Ainsi: Vi e [I,N — 1], P([Z =i]) =2

N (N-1)

« Finalement, on obtient :
x Z(9) C X1(Q),

On en déduit que les v.a.r. Z = N + 1 — X5 et X7 ont méme loi.

b) Déterminer la loi de la variable Xo — X et la comparer a celle de Xj.

Démonstration.

o Comme la v.a.r. X correspond au rang de la premiére boule noire et la v.a.r. Xo correspond
a celui de la seconde, I’écart entre les deux est au minimum de 1 et au maximum de (N — 1).

Ainsi : (XQ —Xl)(Q) C [[1,N — 1]].

« Soit k € [1, N —1].
La famille ([X;1 = i]);ep1,ny—1] forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P([Xs— X; = k]) = Nz_ll P([X; =i N [Xa — X1 = k])
N-—1
= ; (X1 =dN[Xe=k+i])
N—-1

= > P([X1 =1 N[X2 =k +1])
=
X

(car [Xo =k +i] = O
sik—+i¢ Xo(Q))

16
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La derniére ligne est obtenue en constatant :

E+ie Xo(Q) =[2,N] 2<k+i1<N 2—k<i<N-—-k
& & {1<i<N-k
ie1,N—1] 1<i<N-1 1<i<N-1
Ainsi, en reprenant les égalités précédentes :
N—k
P(Xo— X1 = k) = ¥ P(X1=iN[Xs=k-+i))
i=1
Nk 2 (d’apres 2., car
B :1N(N—1) k+i>1)
_ 2(N-k)
a N(N 1)
2 (N —k)
Vke [1I,N —1], P(|Xo — X1 =k]) = ———=
6[[7 ﬂ7 ([ 2 1 ]) N(N—l)

o Finalement, on obtient :
< (Xo — X1)() € X1(9),
x Vk € [1,N — 1], P([X2 — X1 = k]) = P([X1 = k])

On en déduit que les v.a.r. Xo — X7 et X7 ont méme loi.

6. A T'aide des résultats de la question 5 :
a) Calculer les espérances E(X1) et E(X32).

Démonstration.

« Tout d’abord, les v.a.r. X7 et X9 admettent une espérance en tant que v.a.r. finies.

e De plus, d’aprés les questions 4.a) et 4.b) :
{ N +1 — X5 et X7 ont méme loi

X9 — X7 et X7 ont méme loi

On en déduit que les v.a.r. N +1 — X5 et Xo — X7 admettent aussi une espérance et :

{ E(X;) =E(N 41— X»)
E(X1) = E(X2 — X3)

De plus, par linéarité de 1'espérance :
E(IN+1—-X9)=E(N+1)-E(X2)=N+1-E(X2) et E(X2—X;)

Ainsi :
{ E(X;) =N +1—-E(Xy)

E(X1) = E(X2) — E(X1)

=E(Xz) — E(X1)
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b)

« On obtient alors un systéme linéaire de deux équations & deux inconnues (E(X7) et E(X3)) :

{ E(X;) + E(X3) = N+1 L 20 {E(Xl) + E(X3) = N+1

<~
2E(X)) — E(Xy) = 0 — 3E(Xy) = —2(N+1)
Ly 3Li+ Ly 3E(Xy) = N+1
<~
- 3E(X2) = —2(N+1)
N+1 N+1
Finalement : E(X;) = AL E(XQ):2T+. .

Montrer I'égalité des variances V(X1) et V(X2).

Démonstration.
e Les v.a.r. X7 et Xo admettent une variance en tant que v.a.r. finies.

o D’aprés la question 4.a), les v.a.r. N+1— X5 et X1 ont méme loi. On en déduit que N +1— Xs
admet une variance et :

V(X1) = VIN+1-X,) = (-1)? V(Xs) = V(X2)

V(X1) = V(Xy)

Seulement pour les cubes : Etablir la relation : 2 Cov(X7, Xo) = V(X;)
(ot Cov (X7, X2) désigne la covariance des variables X et X3).

Démonstration.

« Tout d’abord, comme les v.a.r. X; et Xy admettent une variance, alors Cov(X1, Xs) est bien
définie.

o D’aprés la question 4.b), les v.ia.r. Xo — X7 et Xj ont méme loi. On en déduit que X2 — X3
admet une variance et :

V(X;) = V(Xo—Xy)
= V(Xz) + 2 COV(XQ, —Xl) + V(—Xl)

(par linéarité o droite

= V(X2) -2 Cov(Xy, X1) + V(X1) de la covariance)

(d’apres la question

= 2V(X1) =2 Cov(X3, Xy) précédente)

On obtient : V(X;1) = 2 V(X;) —2 Cov(X1, X2).
Ainsi : V(X;) = 2Cov(X1, Xo).
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7. Seulement pour les cubes :

Démonstration.

« Déterminons d’abord E(X?). Par théoréme de transfert :

Calculer V(X). En déduire V(X2) et Cov(Xy, Xo).

BOG) = X aB(X=al) = % #B(X =)
zeX(Q) i=1
N, 2(N —i) 2 N-1
- = ;2 N(N-1) N[N -1 ; i2 (N — 1)
o 2 1\7—1Z2_N—1i3
- s (V55
_ 2 N(N—l)N(Q(N—1)+1) (N —1)2 N2
~ N(N-1) 6 - 1
_ 2 N?(N-1)(2N-1) (N —-1)2 N?
~ N(N-1) < 6 - 1 )
2 NZ (N~T)
- XN (N—~T) 12 (22N -1)-3(N —-1))
= %(4N—2—3N+3) = N(N6+1)

o Par formule de Koenig-Huygens :

2
Vi) = B - @) = S - (K1)
 N(N+1) (N+1)?
B 6 9
N+1
= S BN-2(V+1)
 (N+1)(N-1)
N 18
C(N+1)(N-1)
VX)) = 18

o Or, d’apreés la question 6.b) : V(X3) = V(X).

1
D’aprés la question précédente : Cov(Xy, Xo) = 5 V(X1).

On en déduit : V(X3) =

(N+1)(N-1)

(N + 12(N — 1) et COV(Xl,X2> =

36
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Partie 11

On suppose que A et B sont deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, <, P),
indépendantes, suivant la méme loi uniforme sur 'ensemble {1,2,..., N} et on désigne par D 'événe-
ment : « A ne prend pas la méme valeur que B ».

-1

8. Montrer que la probabilité de I’événement D est N

Démonstration.

« Remarquons d’abord : D = [A # B]. On en déduit :

B(D) = P(A#B)) = 1-P{AZB]) = 1-P(A=B))

Commentaire

Il est pertinent ici de penser a utiliser I’événement contraire, puisque 1’événement D est
défini par une propriété exprimée négativement.

o La famille ([B = j])jcpi,np forme un systéeme complet d’événements, car B < U([1, N]).
Ainsi, par formule des probabilités totales :

N
P([A=B]) = | 1 P([A=B]N[B = j])
]:
N
= ZlIP)([A:]]ﬂ[B:]])
j:
N ) (car A et B sont
B ng P4 =] x P(B = jl) indépendantes)
_ % 11 (car A — U([1, N]) et
NN B — U([1,N]))
_ N _ 1
N2 N
Ainsi P(D) = 1~ B([A=B)) =1- = ~—*
O
Y] = min(A, B)
9. Soit Y7 et Y5 les variables aléatoires définies par :
Ys = max(A, B)

Calculer, pour tout couple (i,7) d’éléments de {1,2,..., N}, la probabilité conditionnelle :
Pp([Y1 =i n[¥z = j])

Démonstration.

N -1
« Tout d’abord, d’aprés la question précédente : P(D) = N # 0. Ainsi la probabilité Pp est

bien définie.
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« Soit (i, ) € [1, N]2
Si 'événement D est réalisé, alors les v.a.r. A et B prennent des valeurs distinctes.
Dans ce cas, I'événement [Y1 = ] N [Ya = j] est réalisé si et seulement si le minimum de la valeur
prise par la v.a.r. A et la valeur prise par la v.a.r. B est i, et le maximum de la valeur prise par
A et la valeur prise par B est j.

Trois cas se présentent alors.
x Sii > 7, alors :

Mi=ina=j] = @

En effet, le minimum des valeurs prises par A et B ne peut étre strictement plus grand que le
maximum des valeurs prises par A et B.

Ainsi, si i > j, alors : Pp([Y1 =i N [Y2 =j]) =0.

x Sii =7, alors :

Vi =i N[Ys =] = [min(4, B) =] N [max(A,B) =i = [A=i]N[B =i
Ainsi :
Dn(mMm=idnYa=j]) = [A4BIn([A=i{n[B=1i]) = @
On en déduit :
P(DN(M=ine=31)) o)
P(D) P(D)

Finalement, sii = j : Pp([Y1 =i N[Ya =1i]) =0

x Sid < j, alors, comme i # j :
Dn(M=ina=j]) = Mi=in[¥z2 =]
De plus :
Mi=inYa=j] = ([A=in[B=j])u([A=jn[B=1])
Les deux événements de cette union sont incompatibles. On en déduit :

Pp([Y1 =N [Yz =j])

- P(D) * P(D)
_ P(A=4dNn[B=j]) +P([A=J]Q[B=Z])
P(D) P(D)

1 : . . . (car A et B sont
= By (P([A =1]) x P([B = j]) + P([A = j]) x P([B =1])) indépendantes)
N 1 1 1 1 (car A — U([1,N]) et
—Nq(NXN+NXN> B < U([1,N]))
N 22
- N—-1 N2 N(N-1

Ainsi, sii < j :]P’D([Yl—i]ﬂ[l@_j])_N(]\?_l) 0
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Probléme (HEC 2000)

Ce probléme se compose de deux parties. Si le candidat ne parvient pas & établir un résultat demandé,
il I'indiquera clairement, et il pourra pour la suite admettre ce résultat.

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul.

On considére une urne U,, contenant n boules numérotées de 1 a n.

On tire une boule au hasard dans U,,. On note k le numéro de cette boule.

o Sik est égal a 1, on arréte les tirages.

o Si k est supérieur ou égal & 2, on enléve de I'urne U, les boules numérotées de k a n (il reste donc
les boules numeérotées de 1 & k — 1), et on effectue & nouveau un tirage dans I'urne.

On répéte ces tirages jusqu’a ’obtention de la boule numéro 1.

On note X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour I'obtention de la boule
numéro 1. On note Y,, la variable aléatoire égale a la somme des numéros des boules tirées.

On note E(X,,) et V(X,,) (respectivement E(Y;,) et V(Y},)) l'espérance et la variance de X, (respecti-
vement Y},).

Dans tout le probléme, Pg(A) désigne la probabilité conditionnelle de A sachant B, ou B est un
événement non négligeable.

Partie 1
1. Onpose: h,=> — =1+ -+ 4 —.
k=1 k n
Commentaire
Rigoureusement, il aurait été préférable d’écrire « pour tout n € N*, on définit h, par h, = ... ».

Tel qu’écrit ici, il semble que h,, ne soit défini que pour la valeur entiére n € N* fixée initialement
dans I’énoncé. Il aurait stirement été préférable d’introduire le contexte aléatoire (description de
I'expérience et des v.a.r. ) seulement aprés la Partie I.

a) Montrer, pour tout entier naturel £ non nul, les inégalités :

1 1

—— < In(k+1) —In(k) < —

pr1 S kD=t <o
ou In désigne le logarithme népérien.
Démonstration.
Soit k € N*. Soit = € [k, k + 1]. Alors :

k< =z < k41

1 1 (par décroissance de la
S
donc k'~ oz 7 k+1 fonction inverse sur ]0,+o0[)

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (k < k+ 1) :

1 k41 1
I [ In(z) ]k F+1
On obtient bien : Vk € N* b <In(k+1) —In(k) < 1
' "k+1 Sk O
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b) En déduire les inégalités : In(n +1) < hy, < 1+ In(n).

Commentaire \

La remarque précédente s’applique ici. On comprend & la lecture du terme « les inégalités »
qu’il y a ici une quantification cachée. Il aurait été préférable d’écrire « Démontrer que pour
tout n € N* : In(n 4+ 1) < hy, < 1+ 1n(n) ». S’il est étonnant de laisser une telle ambiguité
dans un énoncé de concours, il n’y a d’autre choix que d’en faire son parti et de se résigner
a accepter cette présentation. C’est pourquoi on ne fera plus la remarque dans les questions
suivantes méme si on s’efforcera de faire apparaitre les quantifications en conclusion de
chaque question.

Démonstration.

o D’aprés ce qui précéde :

1
*—— K — <
Vk € N¥, k+1\ln(k+1) In(k) <

| =

« Soit n € N*. On somme les encadrements précédents pour k variant de 1 a n (n > 1).

= S In(k+1) —In(k)) < =
kz::1 k+1 kzz:l (1n( ) (k) kgl k
donc zn: 1 < In(n + 1) — Inft] < i 1 (par sommation
= RS S &k télescopique)
(SS| no1 (par décalage
PIREN > < < 1
don =k In(n +1) h k; k d’indice)
enfin Bpi1 —1 < In(n + 1) < h, (par définition

de hy)

On a donc démontré : Vn € N* h, 11 — 1 <lIn(n+1) < hy,.

En particulier, I'inégalité de gauche de I’énoncé est démontrée.
Il reste a déterminer I'inégalité de droite.

« D’aprés ce qui précede : Vm € N*, b1 < 1+ 1In(m +1).
Ainsi, pour tout n > 2, en considérant ces inégalités en m =mn — 1 > 1, on obtient :

hn <1+ 1In(n)

Vn =2, hy, <1+ 1In(n)

« Remarquons enfin :

11 1
X hlz *:*:1,
=1k 1
« 1+1In(1) =1.
On a donc bien : by <1+ 1In(1).

Finalement : ¥n € N*, In(n 4+ 1) < hy, < 1+ In(n). 0
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Commentaire \

o Les questions 1.a) et 1.b) sont une illustration d’une méthodologie classique connue sous
le nom de comparaison série-intégrale.

o L’énoncé demande de démontrer 'inégalité & partir du rang 1, ce qui n’est pas trés
commode (le cas n = 1 doit étre traité a part). Ce cas n’est pas d’un grand intérét
pour la suite de I’énoncé et notamment pour la question suivante qui vise & établir un
équivalent de la suite (hy,) (on peut alors choisir n dans n’importe quel voisinage de +00).

\. J

¢) Déterminer un équivalent simple de h,, quand n tend vers 'infini.

Démonstration.
Soit n > 2.
1
o En multipliant membre & membre par In(n) > 0 I'inégalité obtenue en question précédente,
n(n
on obtient : In( ) . '
n(n + n
< < 1
In(n) ~ In(n) In(n) +
e Or:
I+ W(p@+y) () +h@+g) 1+M 1
In(n) In(n) In(n) In(n)  n—+oo
1
1 1.
* In(n) + n~>—+>oo

=1.

. h
Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim n
n—+oo In(n)

Autrement dit : h, ~ In(n).

n—-+oo

Commentaire \

soit

1
e On prend garde de choisir initialement un entier n > 2 afin que la quantité In(n)
n(n
bien définie (c’est-a-dire tel que In(n) # 0).
n

1
o La propriété : T In(n) est classique. Ce premier résultat est parfois complété
k=1 n—-+oo

par une étude permettant d’obtenir le début du développement asymptotique de la série
harmonique. Plus précisément, on obtient :

hn, = In(n)+~+ o (1)
ou 7 (~0,577), appelée constante d’Euler est la limite de la suite (hn — ln(n)).

La démonstration la plus usuelle fait intervenir des suites adjacentes et est donc tout a
fait adaptée au programme ECE.

. -
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2.0 f = 3 gy
.Onpose:ky,=> — = ST
pose : kn = 2. 73 7 n?

a) Montrer, pour tout entier k supérieur ou égal a 2, 'inégalité :

1 1 1
< - -

S k-1 k&

Démonstration.
Soit k > 2.

o Tout d’abord :
1 1 E—(k-1) 1

k-1 k k(-1 k(k-1)

« D’autre part, comme : k > (k — 1), alors : k2 > k (k —1).
Ainsi, par décroissance de la fonction inverse sur |0, +oo[, on obtient :

1 1

1
7< —
S k(k—1) k-1 k&

1 1
VeE>2, — < —— — —
2 S k-1 k .
b) En déduire la majoration : k, < 2.
Démonstration.
o D’aprés ce qui précéde :
1 1 1

Vi > 2,

i
K2 T k-1 k

o Soit n € N*. On somme les inégalités précédentes pour k variant de 2 & n.

1 1 1
- < - _ =
2 S 5 <k—1 k)

M=

k= h
no 1 1 1 (par sommation
- < - -=-=
donc k;g 2 S 1 n télescopique)
. n 1 1 (en ajoutant 1
1 - < 1+(1--
puis + 5:32 L + < n) de part et d’autre)
fi i 1 < 2 ! < 2
enin 720X o, X
=1 k2 n

On en déduit : Vn € N*, k,, < 2.
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¢) Déterminer un équivalent simple de h,, — k,, quand n tend vers I'infini.

Démonstration.

« D’aprés ce qui précéde, pour tout n € N* : —2 < —k,, < 0. On en déduit :
VneN* h,—2 < hp—ky, < hyp

1
On obtient alors, pour tout n > 2, par multiplication par n(n) >0:
n(n
hn 2 <hn—k:n < hn
In(n) In(n) = In(n) — In(n)
. OI' :
x ngrfoo In(n =1 car hy, e In(n).
n 2
x lim i =1-0=1

n—+oo In(n

~—

B
S

~—

Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim ———
n—+oo  In(n)

Commentaire

« En question 2., on démontre que la suite (k;) est négligeable devant (hy,,). En effet :

hp no+ee In(n)  In(n) In(n) n—oo

« Pour aboutir a ce résultat, la question 2. passe par trois étapes. Ce résultat peut se dé-
montrer de maniére plus directe. Notons tout d’abord que la suite (k) est la suite des
1
sommes partielles associée a la série > —5 - Cette série est convergente en tant que série
n=1 n
de Riemann d’exposant 2 > 1. On en déduit que la suite (k,) est convergent. Ainsi :

ﬁ—>0

hn n—-+o00

en tant que quotient du terme général d’une suite de limite finie par celui d’une suite de

limite infinie.
\ [_1

J

Partie II. Etude de la variable aléatoire X,,

On note I, la variable aléatoire égale au numéro de la premiére boule tirée dans 'urne U,.
3. a) Quelle est la loi de I, 7

Démonstration.

« L’expérience consiste en un choix effectué de maniére équiprobable parmi n issues (en 'occur-

rence les boules de 'urne) numeérotées de 1 a n.

o La v.a.r. I, prend la valeur du numéro obtenu lors de cette expérience.

On en déduit : I, — U([1, n]).
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b)

Quelle est la loi conditionnelle de X, sachant [I,, = 1] 7

Démonstration.
Si [I,, = 1] est réalisé, c’est qu'on a obtenu la boule numérotée 1 lors du premier tirage (ce qui
met fin & 'expérience). La v.a.r. X,, prend alors la valeur 1. On a ainsi :

Pir,—y([Xn =1]) =1

La loi conditionnelle de X, sachant [I,, = 1] est la loi certaine égale & 1. O

Si n est supérieur ou égal & 2, montrer :
Vi eN', VE€{2,...,n}, Py, ([Xn =J]) = P([Xp—1 =7 — 1))

Démonstration.

Soit n > 2, soit j € N* et soit k € [2,n].

Si [I,, = k| est réalisé, c’est que le premier tirage a fourni la boule numéroté k. On retire alors
de l'urne les boules numérotées de k a n.

L’urne contient alors seulement les boules portant les numéros 1 a k.

Dans ce cas, 'événement [X,, = j] est réalisé si et seulement si la boule numéro 1 est obtenue
lors du (j — 1)®™€ tirage suivant. L'urne contenant les boules numérotées de 1 & k — 1, on en
déduit que I'événement [X,, = j] est réalisé si et seulement si [Xj_1 = j — 1] Dest.

Finalement, on a bien : ¥n > 2, Vj € N*, Vk € [2,n], Pj;,—4([Xn = j]) = P([Xp—1 = — 1rD'

Quelle est la loi de X7 7?7

Démonstration.

e La v.a.r. X; prend la valeur du nombre de tirages nécessaires pour 'obtention de la boule
numérotée 1 dans une urne qui contient une seule boule (numérotée 1).

o Ainsi, X1 est la v.a.r. certaine égale a 1.

La v.a.r. X; suit la loi certaine égale a 1.

Commentaire

o Il est vivement conseillé de lire trés précisément ’énoncé et de bien comprendre les relations
de dépendance entre les différents objets introduits. Ici, I'urne U, est les v.a.r. X, et I,
sont toutes dépendantes de 'entier n. Cette dépendance est marquée par la présence de n
en indice. La v.a.r. X,, est donc égale au nombre de tirages nécessaires pour 'obtention de
la boule numéro 1, partant d’une urne contenant de boules numérotées de 1 a n.

o En ce début de partie, on étudie X,, pour les faibles valeurs de n. C’est souvent le cas : les
débuts de partie commencent par des questions simples. Il est donc conseillé de ne jamais
sauter une partie sans avoir attentivement lu les questions qui la débutent. C’est souvent
I’occasion de prendre des points facilement et cela permet généralement de se lancer pour
le reste de 'exercice.

\ [
i
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b) Quel est 'événement [Xo = 1] 7 Donner la loi de X3, son espérance et sa variance.

Démonstration.

o L’événement [Xo = 1] est réalisé si et seulement si la boule numéro 1 est apparue dés le premier
tirage, ’expérience s’effectuant dans une urne contenant initialement 2 boules.

Ainsi : [Xo =1] = [I; =1].

e On a alors :
P(X2=1]) = P([L=1]) = % (car Iy — U([1,2]))

« D’autre part : Xo(Q2) = {1,2}.
En effet, dans une urne qui ne contient que les boules 1 et 2, la boule numéro 1 est tirée soit
lors du 1°F tirage, soit lors du 2¢™¢.
On en déduit que la famille ([X = 1], [X2 = 2]) est un systéme complet d’événements et :

Finalement : X9 — U([1,2]).

On en déduit que X9 admet une espérance et une variance.

2+1 3 22 -1 3 1
De plus : E(Xy) = =~ = 2 X,) = LA
eplus:B(Xp) =——==5 et V(X)=—7F—=7=]

c) Calculer Ppp,_1)([X35 = 2]), Pipy—o)([X5 = 2]), Ppy—g([X3 = 2]).
Déterminer la loi de X3, son espérance et sa variance.

Démonstration.

o Si lévénément [I3 = 1] est réalisé, c’est que l'on a obtenu la boule numérotée 1 lors du 1¢
tirage. Dans ce cas, X3 prend la valeur 1.

Pl ([X3 =2]) =0

o Si I'événément [I3 = 2| est réalisé, c’est que I'on a obtenu la boule numérotée 2 lors du 1¢
tirage. Dans ce cas, les boules 2 et 3 sont retirées de 'urne qui ne contient plus que la boule
numéro 1. Cette boule est donc nécessairement lors du tirage qui suit. L’événement [X3 = 2]
est donc réalisé.

On en déduit : P, ([X3 = 2]) = 1.

o Si l’événément [I3 = 3] est réalisé, c’est que l'on a obtenu la boule numérotée 3 lors du 1¢
tirage. Dans ce cas, la boule 3 est retirée de I'urne qui ne contient plus que les boules numéro
1 et 2. L’événement [X3 = 2] est alors réalisé si et seulement si la boule numéro 1 est obtenue
par tirage dans cette urne.

1
Par équiprobabilité, on en déduit : P 13:3]([X3 =2]) = 3
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« D’apreés la question 3.a), I3(Q2) = [1, 3].
La famille ([I3 =1],[I3 =2],[I3 = 3]) est un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P([X3=2]) = é[@([lgzz]m[xgzm)
3 car pour tout 1 , 3,
= S P(lfs=1]) x Byyq([Xs = 2]) E(D([If: i]g ;0)6 11, 3]
= é % X P ([Xs=12]) (car I3 — U([1,3]))
1 3
= 3 ; Pr,— ([ X3 =2])
1 1 13
=3 <0+1+2> =32
Finalement : P([X3=2]) = %
« Par ailleurs, on démontre comme en question 4.b) :
X3=1] = =1
Et ainsi : 1
P([X3=1]) = P([I3=1]) = 3
P([X;=1]) = »

« Remarquons alors : X3(Q) = [1, 3].

En effet, dans une urne contenant initialement les boules numéro 1, 2 et 3, la boule numéro
1 peut étre tirée lors du 1°7, 28™¢ ou 3°™€ tirage (c’est le cas si on obtient d’abord la boule 3,

puis la 2, puis la 1).

On en déduit que la famille ( [I3
Ainsi :
P([X5=3])

1], [I3 = 2], [I3 = 3] ) est un systéme complet d’événements.
1 1 1
1-P(Xs=1]) -P([Xs=2) = 1-5 -5 = ¢
1
P([XZ% —3]) = 6

E(X3)

3
= Y iP([Xs3=1])

=1
= 1><1—i—2><7+3><1
- 3 2 6
= 3 5 =

11
E(X:a):g
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« Et, par théoréme de transfert :

E(x}) - > (X =1])
1=
1 1
= 12x-422x-+4+32x =
3+ 5 " 6
B 1+2+3_23
3 2 6

Enfin, par la formule de Keenig-Huygens :

2 23 112 23 x 6 — 112 138 — 121 17
_ 2\ — = _ | == — — = —
V(Xs) = E<X3> (E(X?’)) 6 <6> 36 36 36
17
V(X3) = 36
O

d) Déterminer la loi du couple (I3, X3).
Seulement pour les cubes : En déduire la covariance du couple (I3, X3).
Les variables aléatoires I3 et X3 sont-elles indépendantes ?

Démonstration.
« D’apres les questions précédentes : I3(Q2) = [1,3] et X3(Q) = [1,3].
« Soit k € [1,3] et soit j € [1,3].

Plusieurs cas se présentent alors :

L’événément [I3 = k] N [X3 = 1] est réalisé

& L’événément [I3 = k| est réalisé et 1'événement [X3 = 1] est réalisé
La boule numéro k est obtenue au la boule numéro 1 est obtenue au
= . (S .
1°F tirage 1°F tirage

Ainsi,sik# lalors: I3 =kN[X3=1]=2 et P([l3=kN[X3=1]) =P(@)=0.
Sik‘zla]OI“SZ[Igzk‘]ﬂ[X:g:l]:[13:1]0[)(3:1]:[X3:1] et :

1
P([Is=1Nn[X3=1]) =P([Xs=1]) =3
x sl j =3, on ade méme :
L’événément [I3 = k] N [X3 = 3] est réalise
La boule numéro k est obtenue au la boule numeéro 1 est obtenue au

1°F tirage 3%me tirage

Or, étant donnée 'expérience, la boule numéro 1 n’est obtenue au 3°™€ tirage que si la boule
3 est obtenue au 1° tirage (et la boule 2 est obtenue au 2°™° tirage).

Ainsi, si k # 3 alors : I3 =k]N[X3=3]=02 et P([l3=kN[X3=3])=P@)=0.
Sik::3alors:[Igzk]ﬂ[ng?)]:[13:3]H[X3:3]:[X3:3] et :

P([I3=3N[X3=3])=P([X3=3]) =~
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0 sik=
1
_ — sik=2
- 3
1

(d’apres la
question précédente)

o On peut résumer la loi du couple (I3, X3) par le tableau a double entrée suivant :

j S X3(Q)
1 2 3
ke I3(2)
1 o
3

2 o | L |1
3 6
3 0 0 1
6

o Comme I3 et X3 sont des v.a.r. finies, la v.a.r. I3 X3 admet une espérance.

De plus, d’aprés le théoréme de transfert, on a :

E(l3 X3) = i (i kjP([I3=Fk N [X3:J'])>

k=1 \j=1
= (1x1)P([I3=1]N[X5=1]
+ (2x2)P([I3=2]N[X;3 = 2]
+ (2x3)P([I3=2]N[X3 =3
+ (3x3)P([I3=3]N[X3=3]
1 1 1
= IX-4+4X-4+6Xx=-+9x =
X =+ ><3+ ><6+ ><6
_ 5, .9 _1046+9 2
3 6 6 6
On obtient alors, par définition :

COV(Ig,Xg) = E(Ig Xg) — E(Ig) X E(Xg)

25 3+1 11

= _— — X —

6 2 6

) (car toutes les autres
probabilités sont nulles)

(car I3 — U([1,3]) et
d’apres la question 4.c))

Comme Cov(I3, X3) # 0, on en conclut que les v.a.r. I3 et X3 ne sont pas indépendantes.
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5. a)

Commentaire \

« Rappelons tout d’abord que si les v.a.r. X et Y admettent chacune un moment d’ordre 2
alors on a :

X et Y indépendantes = Cov(X,Y)=0

En particulier, on obtient, par contraposée, un résultat permettant de démontrer que deux
v.a.r. X et Y ne sont pas indépendantes.

Cov(X,Y)#0 = X etY nesont pas indépendantes

« Rappelons au passage que ce résultat N’EST PAS une équivalence.
Autrement dit, il existe des variables aléatoires X et Y :

x qui ne sont pas indépendantes,
x qui vérifient Cov(X,Y) = 0.

o L’énoncé propose d’utiliser la propriété précédente pour conclure. Cependant, on aurait
aussi pu démontrer la non indépendance en remarquant par exemple :

]P)([Ig:l]ﬂ[X;),:?)]) 75 ]P)([I;;:l]) X ]P)([ng?)])

0

W =
| =

\

Montrer que X,, prend ses valeurs dans {1,2,...,n}.

Démonstration.

o La v.a.r. prend pour valeur le nombre de tirages nécessaires a I’obtention de la boule numéro
1 a l'issue de l'expérience effectuée dans I'urne U,,.

o L’urne contenant initialement n boules, on effectue au plus n tirages. La v.a.r. X, prend pour
valeur le rang d’apparition d’une boule, c’est-a-dire le numéro d’un tirage.

On en déduit que X,, prend ses valeurs dans [1,n].

Commentaire \

e On demande de démontrer que X,, prend ses valeurs dans [1, n].
Il s’agit donc de démontrer : X,,(Q2) C [1,n] et non pas : X, () = [1,n].
Cette deuxiéme propriété peut se démontrer par récurrence.
On détaille ci-dessous la rédaction attendue.

« Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n) ou P(n) : X,(Q) = [1,n].
» Initialisation :
D’aprés la question 4.a) : X1(Q) = {1}.
D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (Xp4+1(22) = [1,n + 1]).
On condiére 'urne U, 4+1. Deux cas se présentent.

x si le premier tirage fournit la boule numéro 1 alors X, prend la valeur 1.

Ainsi : {1} C X,,41(Q).
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x sinon, ’expérience se poursuit. En particulier, si le premier tirage a fourni la boule
n + 1, les tirages suivants sont effectués dans 'urne U,, qui contient les boules
numérotées de 1 & n. Dans ce cas, X,,11 prend la valeur prise par X,, incrémentée
de 1 (puisqu’un premier tirage a déja eu lieu).

Or, par hypotheése de récurrence : X,,(Q2) = [1,n].

Ainsi : [2,n + 1] C Xp41(9).

Finalement, on a démontré : [1,n + 1] C X,,11(Q).
Enfin : X,,+1(Q2) C [1,n + 1] car la v.a.r. X,,4; prend pour valeur le numéro d’un
tirage (celui ot la boule 1 apparait) dans une expérience qui en compte au plus n+1.

D’ou P(n +1).

Par principe de récurrence, on a bien : Vn € N*, P(n).

\.

b) Déterminer P([X,, = 1]) et P([X,, = n]).

Démonstration.

o L’événement [X,, = 1] est réalisé si et seulement si la boule numéro 1 est apparue lors du
premier tirage lors de ’expérience réalisée dans 'urne U,,. Ainsi :

En particulier : P([X, =1]) =P([I, =1]) =

« Pour tout i € [1,n], on note A; événement « obtenir la boule numéro n + 1 — i lors du *™®
tirage (lors de 'expérience débutant dans 'urne Uy,) ».

L’événement [X,, = n] est réalisé¢ si et seulement si n tirages sont nécessaires pour obtenir la
boule numéro 1. Cela se produit si et seulement si :

x le 1°* tirage fournit la boule n. Ainsi, I’événement A; est réalisé.
« le 2°m€ tirage fournit la boule n — 1. Ainsi, 'événement A, est réalisé.

X e

x le n®™ tirage fournit la boule 1 (ce qui met fin & I'expérience).
Ainsi, I'événement A,,.

On en déduit :

En particulier :

P([X,=n]) = ]P’(lﬁlAi)

(d’apres la formule des
= P(Al) x Py, (Ag) X...xXPan.na, (An) probabilités composées et car :

P(A1N...NA,1)#0)
1 1

1
n n—-1""""1 n! (+)
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1
o Il reste & démontrer : Vi € [2,n], Pa,n..na, , (Ai) = .
i

Soit i € [2,n].

Si I'événément A; N...N A;_1 est réalisé, c’est que les boules n, n —1, ..., n — (i — 1) sont
sorties successivement dans cet ordre. A I'issue de chacun de ces tirages, seul la boule tirée a
été retirée de l'urne (car on a tiré a chacune de ces étapes le plus grand numéro de 'urne).
Ainsi, avant de procéder au i®™° tirage, I'urne est constituée des boules numérotées de 1 a 1.
Les boules étant tirée de maniére équiprobable, on en conclut :

1

PAlﬁ...ﬂAZ‘,l (A’L) = ;

Finalement, on a bien démontré : P([X, =n]) = —. =

c) Si n est supérieur ou égal & 2, montrer la relation :

Vi 22, P([Xn =j]) =

3\'—‘

S A=~ 1)

Démonstration.
Soit n > 2 et soit j > 2.
La famille ( [, = k| )ke[[l,n]]

Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

est un systéme complet d’événements.

P((X. =) = % B([L=H0[X. =)
= 5 B([l = K1) x By (X = 1)
= P([Iy=1]) xPy,=y([Xn=14]) + Z P([In = k]) x Py, ([Xn = 5])
= 3 (U= H) x Pyt ([ = 1) g;z;%;?ﬁ - (2o

(en utilisant la 3.c) avec
nx=2j>2ek>2)

= ZEi P([In=k+1]) xP([Xp=j—1]) (par décalage d’indice)
_ 2711 P([Xe = —1]) (car I, = U([L,n]))
On a bien démontré : Vn > 2, Vj > 2, P([X,, = j]) = % i P([ Xk =Jj — 1]). -
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d) Sin est supérieur ou égal & 3 et j supérieur ou égal a 2, calculer :
nP([Xn = j]) = (n = ) P([Xn1 = j])

En déduire, si n est un entier supérieur ou égal a 2 :

Vi =1, P([X, = j]) = = - Lp(x, =)+ % P([Xn—1 =7 —1])

Démonstration.
Soit n > 3 et soit j > 2.

o Tout d’abord :
nP([Xn=j]) - (n—1) P([Xn_1=4])

1 n—1 (d’apres la question
=7 < Y P([Xp=j-1] )> - (n—~T1) ( précédente avec
7 =1

n—1>2etj>2)

i -
ﬁ‘ 3
L
N—

= P([anlzj_l])

V>3,V 22 nP([Xy=j])—(n—1) P([Xp1=j]) =P([Xn-1=7—1])

e On en déduit alors, pour les mémes valeurs de n et j :

TLP([X”:]]) - (n_l)]P)([Xn—l:j])_‘_P([Xn—l:j_l])
etainsi  P([X,=j]) = n;1]P’([Xn_lzj])Jr%P([Xn_lzj—l])
Vn >3,Vj > 2, P([anj])=”;1P([Xn_l=j])+%P([Xn_1:j—1])

Il reste alors a vérifier cette propriété lorsque n = 2 et pour j variant dans N*.
« Notons n = 2. Soit j € N*. Remarquons tout d’abord :
n—1 . 1 ) 1 . 1 .
— P(Xnr=4]) + — P([Xn1 = —1]) = S P([Xa=4])+5 P([X1=j—1])

Deux cas se présentent alors.
x Sij >3, comme X;(2) = {1} alors [X; =j]| =0 et [X; =7 — 1] = @. Ainsi :

S P16 =) + 5 P(1% =7~ 1]) = 0

De méme, comme X5(2) = {1, 2}, alors [ Xy = j] = D et :
P([X2=4]) =0

La propriété est vraie pour n =2 et j > 3.

x S1j =2, comme X1(2) ={1}alors [X; =j]=0T et [X1=j—1]=[X1=1] =Q. Ainsi :

1 . 1 . 1 1 1

D’autre part, d’aprés la question 4.b) :

La propriété est vraie pour n =2 et j = 2.
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x Sij =1, comme X;(2) = {1} alors [X; =j]=[X1=1]=Q

et [X1=7—1]=[X; =0]=9. Ainsi :
1 ) 1 . 1 1 1
§P([X1—j])+§P([X1_j—1]) = §><1+§><0 =3

D’autre part, d’aprés la question 4.b) :

La propriété est vraie pour n =2 et j = 1.

Finalement : Vn > 2,Vj > 1, P([X, =j]) = n-1 P([Xn-1=14]) + % P([Xn-1=J— 1]8}

n

6. a) Sin est supérieur ou égal & 2, montrer, en utilisant 5.d) :

E(Xn) = E(anl) + %

Démonstration.
Soit n > 2.
Les v.a.r. X,,_1 et X, sont finies. Elles admettent donc une espérance. De plus :

E(Xn)
]:
n n_1 1 (d’apres la question
= ) n-1=173)+— n1=7—1 récédente avec n > 2
55 (" B = 1)+ (X = - 1)) precid
= etj>1)
- n FP([Xno1=7])+— JP([Xn1=7-1 par linéarité de la somme
n 1 n ;-1
j= J=
n—1nzl . 1 & : (car [Xp—1 =n] = et
- P([Xp1 =4]) + ~ P([Xp 1 =j—1
ngj (X1 =31) n]§2] (Kot =5 -11) [(Xn-1=0]=2)
n—1n1l ) 1=l . . e g
= - Zl iP([Xp—1=14]) + - '21 (G+1) P([ X1 =4]) (par décalage d’indice)
J= j=
 on—1 1=l iy 1 nl . (par définition de E(X,_1)
N n E(Xn-1) + n ]; J P( K1 = J]) + n ]; P( [Xn-1 = ]]) et linéarité de la somme)
n—1 1 1 (cor (Xn-1=31) ep 01y
= E(Xp-1)+ — E(Xp-1)+—x1 est un systéeme complet
" " " d’événements)
1
= E(anl) + =

Vn > 2, E(X,) =E(X,—1) + -
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b) En déduire E(X,,) et donner un équivalent simple de E(X,,) quand n tend vers l'infini.

Démonstration.
Soit n > 2.
o D’aprés la question précédente :
1
Vk > 2, E(Xg) —E(Xi—1) = Z
o En sommant les inégalités précédentes pour k variant de 2 a n :

n

> (B(X) -E(Xia) = >

k=2

| =

I I
E(X,) — E(X1) hyp —1 (par télescopage)
Enfin, comme E(X;) = E(1) =1, on obtient : E(X,,) = hy, — 1+ 1 = h,.

On en déduit : Vn > 2, E(X,,) = h, et, d’aprés la question 1.c), on a : E(X,,) ~ In(n).

7. a) Sin est supérieur ou égal & 2, calculer E(X?2) en fonction de E(X?2_;) et de E(X,_1).

Démonstration.
Soit n > 2.
Les v.a.r. X,,_1 et X,, sont finies. Elles admettent donc une variance. De plus :
E(X2)
n
= Y P([X,=j]) (par théoréme de transfert)
j=1
n ) I\ .
_ o (n—1 . 1 o (d’apres la question
B ]21] ( n P([Xn1=4]) + n P([Xn-1=7 1])> 5.d) avecn>2etj>1)
n—-12 I &, : P
= S PAP([Xnori=4])+= > P2P([Xno1=5-1]) (par linéarité de la somme)
n j=1 n j=1
n—1nzl , 1z (car [Xpn—1=n] =2 et
= “P([Xn—1=17 — 2P([Xpo1 =71 "
R CRERINE P C SRS T i
J j
n—1n=1 ) 1 n=l .
= - 342 IP’( [Xp—1 = j]) + - S (5 +1)2 IP’( (X1 = j]) (par décalage d’indice)
j=1 j=1
_ on-—-1 9 1l . (par définition de E(X2_,)
B n B(Xa) +5 j; 7* P(Knr = 1) et linéarité de la somme)
92 n=1 n—1
+- JP([Xn-1=13]) + = 2 P([Xn-1=1])
n ;= n j=1
(car ([Xn-1=74]),
-1 1 2 1 j€ll,n—1]
= T E(X2_,)+ = E(X2_,) + = E(Xp—1) +— est un systeme complet
n n n n e
d’événements)
2
= E(X2_,)+ - B(Xn) +
9 2
Vn =2, E(X2_,) + = E(Xn-1) + — .
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b) En déduire : V(X,,) = h,, — ky, (en reprenant les notations de la Partie I).

Démonstration.
Soit n > 2.

o Tout d’abord :
V(Xn)

(d’apres la formule

_ 2\ _ 2
= E(X7) - (E(X,)) de Keenig-Huygens)

2 1 1\? (d’apres les questions
_ 2 2 Sl il
o (E(X”_l) + n B(Xn-1) + n> <E(Xn_1) + n) 6.a) et 7.a))
1 2 1
= (B2 + 2pee) + 1) - (E06-0)+ 2 e + o5 )
_ 2 2 1 1
= E(X7,) - (BE(Xn-1))” + P
B 1 1 (d’apres la formule
= V(&) + n  n? de Keenig-Huygens)
1 1
Vi =2, V(X,) = V(Xno1) + — — —
n> 2, V(X,) = V(Xu )+
e On a ainsi : 1 1
k=2 V(X)) - V(X ) = - — —
v (Xk) = V(Xe—1) = 2= 55
o En sommant les inégalités précédentes pour k variant de 2 a n :
n n 1 1
5 o -veao) = 2 (;-)
k=2 k=2
I I
no1 21 (par linéarité
ViXa) = V(X k§2 ko ,22 k2 de la somme)
Enfin, comme V(X;) = V(1) = 0, on obtient :
V(Xn) = (hn—=1) = (kn—1) = hp—ky
On a bien démontré : Vn > 2, V(X,,) = hy, — kp. =

¢) Donner un équivalent de V(X,,) quand n tend vers l'infini.

Démonstration.
D’aprés la question 2.¢) : hy, — k, ~  In(n).

n——+oo

Ainsi, d’apreés la question précédente : V(X)) = hy, —k, ~  In(n).

n—-+oo
Commentaire

Il est & noter que, dans la question précédente, le résultat est donné par I’énoncé. Il ne s’agit
pas de déterminer lexpression de V(X,,) mais de démontrer I'égalité V(X,,) = h,, — k. La
question 7.c¢) peut donc étre traitée sans avoir fait la 7.b). Finalement, Cette question est &
concevoir comme une question bonus pour les candidats qui ont réussi a traiter la question
2.¢) car c’est I'unique résultat exigé pour répondre a la question. 0

\. J
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8. Soit (T;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telle que, pour tout i entier naturel non

1
nul, 7; suit la loi de Bernoulli de paramétre —. On pose :
i

a)

b)

n
i=1

Vérifier que X7 et 77 ont méme loi.

Démonstration.

o Par définition la v.a.r. T} suit la loi de Bernoulli de paramétre 1.
Autrement dit, la loi de T est définie par :

P([T1=0)=0 et P([I1=1])=1
e Or, on a démontré que la v.a.r. X suit la loi certaine égale & 1. On a donc aussi :

P([X1=0)=0 et P([X;1=1])=1

Les v.a.r. Xy et T7 ont méme loi.

Commentaire

« La loi B(p) est souvent seuelement définie avec p € |0, 1], excluant ainsi les cas p = 0 et
p = 1. La raison est la suivante :

x on préfére dire qu'une v.a.r. X est presque certainement égale a 1 plutdét que de dire
qu’elle suit une loi de Bernoulli de paramétre 1.

x on préfére dire qu’'une v.a.r. X est presque certainement égale a 0 plutdét que de dire
qu’elle suit une loi de Bernoulli de paramétre 0.

« Dans I’énoncé, on fait le choix de considérer la loi B (1) ce qui permet d’assurer ’homogé-

néité des définitions des v.a.r. T, ..., Ty. -

\.

J

Si n est supérieur ou égal & 2, montrer, pour tout entier naturel 7 non nul :

n—1

P(Sh =) = = P(Sna =7~ 1)+ "L B(Su1 =)

En déduire que X, et S,, ont méme loi.
Démonstration.

Soit n > 2 et soit j € N*.

« Comme T, = B (1), on a: T,(Q) = {0, 1}.

Ainsi, la famille ([T}, = 0], [T}, = 1] ) est un systéme complet d’événements.
D’aprés la formule des probabilités totales :

]P’([San]) = P([TnZO]ﬂ[Sn:j]) +P([Tn:1]m[5’n:j])

S R 7)) R (O P
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e Les viaar. Ty, ..., T, sont mutuellement indépendantes. On en déduit, par le lemme des
coalitions, que les v.a.r. T;, et S,—1 =11 + ...+ T;,,—1 sont indépendantes.

Ainsi, en reprenant le calcul précédent :
P(1Su=31) = B([Tw=0]) xB([Sur =3]) + B(ITs = 1) x B([Spr = — 1)

= 77,;1 XP([Sn—lzj]) + %XP([Sn—l :]—1]) (CCW‘Tn%B(%))

n—1

Vn =2,V e N P([S,=j]) = X P([Sn-1=14]) + %XIP’([Sn_lzj—l])

n

« Démontrons alors par récurrence : ¥Yn € N*, P(n) ou P(n): X, et S, ont méme loi.

» Initialisation :
D’aprés la question 8.a), X et T = S1 ont méme loi.
D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (Xp41 et S,41 ont méme loi).
— D’aprés la question 5.a), X, 1+1(Q) C [1,n + 1].
D’autre part, comme T1(Q2) = ... =T,(Q) = {0,1}, on a : S,11(Q2) = [0,n + 1].
— Soit j € [1,n + 1].

(d’apres ce qui précéde

P([Sn1=11) = n+1 P([sn =11) +n+1 P([Sn=7-1]) avecn+1>22etj>1)
n 1 (car, par hypothése de
= P([Xn=4]) + P([Xn=j—1]) récurrence, X, et Sy,
n+1 n+1 A .
ont méme loi)
. d’apres la question 5.d
= P([Xur1 =) (dapres la g )

awvecn+1>2etj>1)

Ainsi : Vi € [1,n+ 1], P([Sn+1 = j]) =P([Xnp1 = J]).

— Remarquons enfin que I’événement S, ;1 prend la valeur 0 si et seulement si les v.a.r.

T1, ..., Th+1 prennent toutes la valeur 0. On en déduit :
n+1
[Snt1=0] = N [T =0]
i=1

et ainsi P([S,11=0]) = P (é“ [T, = 0])

i=1
B o (car les v.a.r. Ty, ..., Thiq
a 11311[1’( (T, =) sont indépendantes)
_ n (car : Vi € [1,n+1],
= 0x e T, < B(i))
= 0
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Enfin, comme X,,1(€) C [1,n + 1] alors : P([Xp41 =0]) =0.
P( [Xnt1 = 0] ) = P( [Sn+1=0] )

Ainsi Sy 41 et X,,4+1 ont méme loi. Dot P(n + 1).

Par principe de récurrence, on a : ¥n € N*, P(n). 0

¢) Retrouver ainsi E(X,,) et V(X,,).
Démonstration.
Soit n € N*.

« La v.ar. S, admet une espérance (respectivement une variance) comme somme des v.a.r. 17,
.., T, qui admettent toutes une espérance (respectivement une variance).

e De plus :
E(S,) = E (il T)
= iE(TZ) (par linéarité de l’espérance)
_ éi (car :¥i € [Ln], Ts = B (L))
Vn € N*, E(S,) = hy,
o Enfin :

=1
R 4 (car les v.a.r. Th, ..., T, sont
N Z; V(T) indépendantes)
no] 1 , 1
= lex 1—; (car : Vi€ [1,n], T; = B(3))
1=
no1 L |
= —=> (par linéarité de la somme)
=1t =11

Vn € N*, V(S,) = hyp — kn

« Enfin, comme les v.a.r. S, et X,, ont méme loi, elles ont méme espérance et méme variance.

On retrouve bien, pour tout n € N* : E(X,,) = h,, et V(X,,) = hy, — k.

O
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