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DS4 correction (version A)

Exercice 1 (EDHEC 2004)

On note F l'espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles de degré inférieur ou égal a 2.
On note eq, e1, eo les fonctions définies, pour tout réel x par :

eo(z) =1, ei(z)=x et eg(x)=2’

et on rappelle que # = (e, €1, €2) est une base de E.
Soit f 'application qui & toute fonction polynomiale P de E associe la fonction Q = f(P), ou Q est
la dérivée seconde de I’application qui & tout réel = associe (22 — x)P(x).

1. a) Montrer que f est un endomorphisme de F.

Démonstration.

x Montrons que f(E) C E.
Soit P € E.
P est un polynéme de degré inférieur ou égal a 2, i.e. il existe (a,b,c) € R? tels que, pour
tout x € R, P(z) = ax® + bx + ¢. Donc, soit = € R,

(z% — 2)P(z) = az” + ba® + ca® — ax® — ba? — cx = az* + (b—a)2® + (c — b)a? — cx

Donc x +— (22 — z) P(x) est de degré au plus 4.
Q@ est la dérivée seconde de ce polyndéme. On a donc

Q(z) = f(P)(z) = 2P(x) + 2(2¢ — 1)P'(z) + (2* — 2)P"()
On remarque, comme P est de degré au plus 2,
x 2P est de degré au plus 2,
x P’ est de degré au plus 1, donc 2(2X — 1) P’ est de degré au plus 2,
x P" est de degré au plus 0, donc (X2 — X)P” est de degré au plus 2.

Donc f(P) est de degré au plus 2.
D’ou f est une application de E dans F.

x Montrons que f est une application linéaire.
Soit A € R et (R, S) € E2. Montrons que f(AR +S) = Af(R) + f(S).
Soit x € R.

FOAR + 8)()
= 2R+ S)(z) +2(22 — 1) (AR + 8)' () +
= A2R(x) +25(z) + A2(2z — )R/ (z) + 2(2

+A(z? — 2)R"(x) + (22 — 2)5"(x)

(22 —2) AR+ S)"(z)
x —1)5"(z)
(par linéarité de la
dérivation)

8

)

= AQ2R(z) + (2$—1)R/(w)+(fvz—x)R”()

( S(x) +2(22 — 1) (x) + (=
= M(R)(z) + f(5)(z)
Donc f(AR+S) = Af(R) + f(95).

D’ou f est une application linéaire.

|
&
«Y
O

f est un endomorphisme de E.
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b)

d)

Déterminer f(ep), f(e1) et f(e2) en fonction de ey, e; et es.

Démonstration.
Soit z € R.
(2 — 2)eo(z) = 2* — z, (2° — 2)er(x) = 2° —2® et (2° —w)ez(x) = 2 — 2°
Donc
fleo)(z) =2 =2ep(x), fler)(x)="06x—2=6ei(x)— 2ep(x)
et
fle2)(z) = 122° — 61 = 12e9(x) — 6eq ()
D’ou
f(eo) = 2eq, f(e1) = 6er — 2eq et f(ez) = 12ep — Gey.
O
2 =2 0
En déduire que la matrice de f dans la base % est A = 0 6 —6
0 0 12
Démonstration.
2
D’aprés la question précédente, f(eg) =2-ep+0-e1 +0-e2. Donc Matp(f(ep) = (O) .
0
-2
fler)=—=2-ey+6-e1+0-e3. Donc Matg(f(e1) =1 6 |.
0
0
flea) =0-eg+ —6-e; + 12 e3. Donc Matp(f(e2) = | =6 |.
12
2 =2 0
Finalement, la matrice de f dans la base Best A=[0 6 —6].
0o 0 12
O

Montrer sans calcul que f est un automorphisme de F.

Démonstration.

A est une matrice représentative de f. Or cette matrice est triangulaire supérieure avec des
coefficients diagonaux non nuls. Elle est donc inversible. Donc f est bijectif.

On sait de plus d’aprés la question 1.a) que f est un endomorphisme de E. D’ou

f est un automorphisme de F.
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2. a) Donner les valeurs propres de A, puis en déduire que A est diagonalisable.

Démonstration.

La matrice A est triangulaire supérieure. Donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux,
i.e. Sp(A) = {2,6,12}.

La matrice A posséde 3 valeurs propres distinctes et A € #5(R), donc

A est diagonalisable.

b) Déterminer les sous-espaces propres de A.

Démonstration.
x 0 0 -2 0 x 0 — 2y = 0
(A=2I3)[{y| =10l |0 4 —6|ly]=[0]<« 4y — 6z = 0
z 0 0 0 10 z 0 10z = 0
De plus
- 2y = 0
dy — 62 = 0@{5 8
10z = 0
Donc

T 0 —4 -2 0\ [z 0 —dxr — 2y = 0
(A-=6L3) |yl =00 0 -6|ly]=|0]<« — 6z = 0
z 0 0O 0 8 z 0 8 = 0
De plus
—4x — 2y .
62 = 0 {2xz—k_y—0
82 = 0 o
Donc
1
Eg(A) = Vect | | -2
0
x 0 -10 -2 0 x 0 o
A-12) [y | =[o)l = 0 -6 —6]|y]=[0 @{ 10z zy 6 _ 8
2 0 0o o0 o/)\z 0 - T e =
De plus
—10z — 2y = 0 or+y=0
— 6y — 6z = 0 y+2=0
Donc
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1
Elg(A) = Vect -5
5
O
¢) On compile le script Python suivant :

1 A = np.array([[2,-2,0],[0,6,-6],[0,0,12]11)
2 print(al.matrix_rank(A-6*np.eye(3)))

Donner la valeur affichée dans la console Python et justifier 4 ’aide de la question précédente.

Démonstration. La console Python affiche la valeur 2. En effet, d’aprés le théoréme du rang :

3 = dim(Eg(A)) +rg(A —61)

1
d’ou rg(A — 61) = 3 — dim(FEg(A)). Or, d’aprés la question 2.b, la famille Fg = (2)
0

x engendre Eg(A)

x est libre car constituée d’un unique vecteur non nul
Donc la famille Fg est une base de Eg(A) et dim(Eg(A)) = 1. O

Justifier 'existence d’une matrice P inversible dont la premiére ligne ne contient que des « 1 »

0

0) |
Démonstration.
La matrice A est diagonalisable. Donc il existe une matrice P inversible obtenue par concaténa-
tion des bases des sous-espaces propres de A, et une matrice D diagonale dont les coefficients
diagonaux sont les valeurs propres de A telles que A = PDP~!.

20
telle que A = PDP~! ou D = (0 6
0 0

—_

D’aprés la question 2b,

1 1 1 2 0 0
A=PDPlouP=[0 -2 —5| estinversibleet D=0 6 0 |.
0 0 5 0 0 12

Commentaire \

On aurait aussi pu rédiger de la maniére suivante :

1 1 1
On pose la matrice P = (0 -2 —5) . Cette matrice est triangulaire supérieure a coef-
0 0 )

10 5 3
ficients diagonaux non nuls. Elle est donc inversible. De plus P~! = 1 (0 -5 5) .
0lo o 2
On remarque que A = PDP~1!.
A la lecture de I’énoncé, ce n’était cependant pas la rédaction a privilégier : on demande
seulement en question 4.a) de déterminer P~!. Il faut cependant bien donner P~! ici
pour conclure, sinon vous risquez d’étre accusé d’arnaque !
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b)

Montrer que : Vn € N, A" = PD"P~!,

Démonstration.
Montrons par récurrence que pour tout n € N, P(n) est vraie ott P(n) : A = PD"P~ 1,

« Initialisation : D’une part A° = I5. D’autre part PD°P~1 = PI3P~' = PP~! = 3. Donc
P(0) est vraie.
« Hérédité : Soit n € N tel que P(n) soit vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.

A"l = A xAn

A x PD"P~! par hypothese de récurrence
PDP~! x PD"P~! d’aprés la question 3.a)
pPppp~tpnp-!

PD x D"P~!

— PDn+1P—1

Donc P(n + 1) est vraie.

Le principe de récurrence nous assure que

pour tout n € N, A" = PD"P~1,

Déterminer la matrice P~1.

Démonstration.
On applique la méthode de Gauss-Jordan.

1 1 1 1 00
0 -2 =5 0 0
0 0 5 0 01

On effectue 'opération L1 <+ 2L1 + Lo. on obtient

2 0 =3 210
0 -2 -5 0 0
0 0 5 001

Ly = 5Ly + 3L On obtient

—_

—_

On effectue les opérations {

Lo+ Lo+ Lg
10 0 O 10 5 3
0 -2 0 0 11
0 0 5 0 01
Ly + 151y

On effectue les opérations < Lo < —%LQ. On obtient
L3 — éLg

10 0\|/1 3
01 o0]fl0o -3 —
001/|\0 o0

=

U= w
I M\HO‘

SN——
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1 10 5 3
pP1= M 0 -5 —5].
0 0 2

b) En déduire explicitement, en fonction de n, la matrice A™.

Démonstration.
Soit n € N.

A" = PD"P~! daprés la question 3.b)

1 1 1 2 0 0 1 10 5 3
= 0 -2 -5 0 6" 0 10 0 -5 =5
0 0 5 0 0 127 0o 0 2

1 1 1 1 10-2» 5.2 3.27
= 10 0 -2 -5 0 —5-6" —=5-6"
0 0 0 2 0 0 2-127

1 (10-2” 5(2" —6") 3-2"—5~6”+2-12”)

0 106" 10(6" — 12"
10 ( )

0 0 10- 12"

Pour tout n € N, A" = —

0 10 - 6" 10(6™ — 12"
10 ( )

0 0 10- 12"

(10'2" 5(2" — 6") 3~2”5~6"+2~12”)

O

¢) On dit qu'une suite de matrices (My,) tend vers la matrice M, lorsque n tend vers +00, si chaque
coefficient de M, tend vers le coefficient situé a la méme place dans M.

1
On pose B = EA. Montrer que la suite (B") tend vers une matrice J vérifiant J2 = J.

Démonstration.
Soit n € N.

1 1
Si B = EA’ alors, par récurrence immédiate, B" = @A”. Donc

L (10-)" 3((E) =) 3-(3)" -5 (3)" +2-1
10- (3)"

B" = —
10

. 1 . 1 1 1
Or limy 400 & =0 et limy 400 on = 0 car 5 <let 5 < 1. Donc

On remarque que J2? = J.

La suite (B™),en tend vers la matrice J = (

o o O
o O O

1) qui vérifie J? = J.
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Exercice 2 (ECRICOME 2014)

On considére la fonction f définie sur [0, 4o00| par :

1 siz=0
fix— T
- 4] 0
i1 S €0 Fol

ainsi que la suite (uy)nen définie par :
up=e et YneN, u1 = f(uy)

1. Déterminer le signe de f sur l'intervalle [0,+occo[. En déduire que, pour tout entier naturel n, u,
existe.

Démonstration. Soit z € [0, 400].
x Six =0, alors f(z) =1>0.
x Sixz >0, alors 1 + 2 > 1 et par stricte croissance de In sur |0, 4o00[, on a In(1 + z) > In(1) = 0,
x
d’on =—">0.
o f@) = Ay
Finalement,

pour tout z > 0, f(z) > 0.

Montrons par récurrence : Vn € N, P(n)

ou P(n) : « uy, existe et u, > 0 ».

Initialisation : up = e > 0 donc wg existe par définition. D’ou P(0).

Hérédité : soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).

Par hypothése de récurrence, u,, existe et u, > 0. Donc u,+1 = f(u,) existe car f est définie sur
[0, +o00[. D’apreés ce qui précéde, u,41 > 0. Dot P(n + 1).

Par principe de récurrence : pour tout n € N, w,, existe (et u, > 0). O]

2. Ecrire un programme en Python qui, pour une valeur N fournie par 1'utilisateur, calcule et affiche

Un -

Démonstration.
import numpy as np
N = int(input('Entrez un nombre entier N : '))
u = np.e

for i in range(N):
u =1u / np.log(l+u)
print (u)

S [ T N N N N

3. Montrer que f est continue sur [0, 4+o00].

Démonstration. Tout d’abord, sur |0, +oo[, f = % ol

e f1:x+— x est continue sur |0, +o00]

o fo:x+—In(14 x) est continue et ne s’annule pas sur |0, +00]
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donc f est continue sur ]0, 400l

X xr
—— ~ 1d Im —— =1
ln(l + .CL‘) =0 one wli}l%) ln(l + x)

Autrement dit : lirgc)l+ f(z) = f(0). Conclusion :
T—

De plus, on a In(1 +x) ~ x donc
z—0

la fonction f est continue sur [0, 4+o00].

4. Etablir que f est de classe C* sur |0, +oo].

Démonstration. Le méme raisonnement qu’a la question précédente (sur |0, +oo[), en remplagant
« continue » par « de classe C! », prouve que f est de classe C! sur ]0, 4-o0]. OJ

5. Donner le développement limité & I'ordre 2 au voisinage de 0 de :

In(l1+z)— T2

puis déterminer un équivalent de f/(z) lorsque x tend vers 0.

Démonstration. On sait que

o In(1+ 2) :x—%x2—|— o (z?)
z—0

1
* 1+x=1—x+x2+zgo(x2)
Donc

On en déduit que : In(1 + z) —
Soit x > 0.

6. Prouver que f est de classe C! sur [0, 4-o00][.

Démonstration. On sait déja que f est de classe C! sur |0, +o0[.
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Soit z > 0.
xf —
f@) = £(0) _ (i +)
z—0 x
~z—In(1+x)
-~ zln(l +2)
Or,In(14+2) =z — 12>+ o (2?) donc z —In(1+z) ~ 322 Dou
z—0 z—0
fl@) = f0)  ga* 1
x—0 a0 22 2
et donc lim w = % Ceci prouve que f est dérivable en 0 et f/(0) = %

z—0
D’apreés la question précédente : lim+ f'(x) = f/(0). Donc f’ est continue en 0. Conclusion :
z—0

la fonction f est de classe C! sur [0, +oo].

7. Etablir :
Veze—1, f(r)<z e (z+1)Inx+1)>(z+1)

En déduire :
Veze—1, fl(x) 20

Démonstration. Soit x > e — 1.

Onal+x>e

donc In(1 + ) > 1 par croissance de In sur ]0, 00|
donc 1n(11+:c) < 1 par décroissance de z +— % sur |0, +o00]

T PR
donc (i 7) <z carx > 0. Dou

f(@) <.

D’autre part, In(1 + x) > 1 donc ‘ (+1)In(1+z)>a+1 ‘ car x +1 > 0.

Or,
/ ln(l + x> - 1+
F@ = i e
x4+ 1)In(l+2z) -2
(T +2)(In(1 +2))2
et

e (z+1)In(1 4+ 2x) —x > 1 d’aprés ce qui précéde
e (1+2)(In(1+2))2>0

donc | f'(xz) =2 0| O

8. Démontrer :
VneN, e—1< u,
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Démonstration. Montrons par récurrence : Vn € N, P(n)

o P(n): «e—1< up»

Initialisation : up = e et e — 1 < e. D’ou P(0).

Héréditeé : soit n € N. Supposons P(n) et montrons P(n + 1).

Par hypothése de récurrence : e — 1 < uy,.

D’aprés la question 7, f est croissante sur [e — 1, 4+o0[, d’ou f(e — 1) < f(up).

Or, upt1 = f(uy,) et fle—1)=e—1. D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence, on a montré que, pour tout n € N, e — 1 < u,,. O

9. Etablir que la suite (u,),en converge et préciser la valeur de sa limite L.

Démonstration. La suite (u,)nen est
« minorée par e — 1 d’aprés la question précédente.
« décroissante. En effet, d’aprés la question 7 : Vx > e—1, f(x) < z.
Soit n € N. On applique cette inégalité & © = u, > e — 1, on obtient up+1 = f(un) < up.

On en déduit, par théoréme de convergence monotone, que la suite (up)nen converge vers un réel
L>e—1.
De plus,

e Upy1 — L par argument de suite extraite
n—-+oo

o f(up,) — f(L) par continuité de f en L (on a bien L > 0.)
n—-+00

Or, pour tout n € N, u,41 = f(uy), donc par unicité de la limite : L = f(L).
Soit x > 0.

T
In(1+ x)
1

In(1+ z)
In(1+z)=1
l1+zxz=e

r=e—1

OnaL:f(L)etL>Odonc. O

z = f(x)

xr =

(car x #0)

1t

10
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Exercice 3 (EML 2010)

Les deux parties sont indépendantes

Partie I

Une gare dispose de deux guichets. Trois clients notés C1, Co, Cs arrivent en méme temps. Les clients
C1 et C5 se font servir tandis que le client C3 attend puis effectue son opération dés que I'un des deux
guichets se libére.
On définit X1, X9, X3 les variables aléatoires égales & la durée d’opération des clients Cq, Co, C3
respectivement. Ces durées sont mesurées en minutes et arrondies & 1'unité supérieure ou égale. On
suppose que les variables X, Xo, X3 suivent la loi géométrique de paramétre p, p € |0, 1] et qu’elles
sont indépendantes. On note ¢ =1 — p.
On note A I’événement : « Cg termine en dernier son opération ».
Ainsi I'événement A est égal a 'événement : [min(X, Xo2) + X3 > max(X1, X5)].
On se propose de calculer la probabilité de A.
1. Rappeler la loi de X ainsi que son espérance E(X) et sa variance V(X7).

On définit la variable aléatoire A = | X — Xs|.

Démonstration.
D’apres I'énoncé, X7 < G (p). Autrement dit :
x X1(Q2) = N*
x Vk € N* P([Xl = k]) =p qkil.
Enfin: E(X;) = = et V(X)) = €. -
p p

2. Calculer la probabilité P([A = 0]).

Démonstration.

o Tout d’abord : [A =0] = [|[X; — X3|=0] = [X; — X2 =0].

o La famille ([X2o = k|)ren+ est un systéme complet d’événements.
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

P([Xl — X9 = 0]) = ]:ij P([XQ = ]{Z] N [Xl — X5 = 0])

(car X7 et Xo
sont indépendantes)

L
= > pq¢ pyq
k=1
0 I okt
= p* > ()"
k=1
o T 5 1 (en reconnaissant la somme d’une série
=02 @)=ri——0 son ¢* € ] —
= —q géométrique de raison ¢ € | — 1,1[)
_ 2 1 p
= D
(1—-7)(1+q) 1+g¢q
p
P(| X1 = Xo]) = ——
(X1 = X3]) T4 0

11
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3. Soit m un entier naturel non nul.

a)

b)

+oo
Justifier : P([X; — Xo =n]) = > P([X2 = k]) P([X1 =n+ k]).
k=1
Démonstration.
La famille ([X2 = k])ken+ est un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

“+oo
P([X1—X2=n]) = > P([Xo=k N [X1— Xy =n])
k=1
+o00o
= Y P([Xoe=k N [X1=Fk+n])
k=1
X B B (car Xy et Xo
N k; P([Xo = K)) x P([X1 =k +n]) sont indépendantes)
+o00
P([X1 = X =n]) = > P([X2 =k]) P([X1 =k +n])
k=1 0
En déduire : P([A =n]) = 2pq” .
1+q
Démonstration.
o Remarquons tout d’abord :
[A:n] = [‘X]__XQ‘ :TL] = [Xl—ngn] ) [Xl—ng—n]
o Comme n # 0, les événements [X; — X2 = n| et [X1 — X2 = —n] sont incompatibles.
Ainsi :
P([[X1 = Xo|=n]) = P(X1—-Xo=n]) + P([X)—-Xy=-n])
= ]P)([Xl—XQZn]) + P([XQ—Xl :n])
e Reprenons le calcul de la question précédente.
“+o0o
P(Xi— Xo=n]) = % P(Xz=k)) x P([X; = k+n])
k=1
“+o0o
— Z P qk—l X p qk-l-n—l
k=1
2 0 X ok—2
= pq" X
k=1
> k-1
= ¢ Y ()
k=1
+oo E
= p?q" Y (q2) (par décalage d’indice)
k=0
| (en reconnaissant la somme d’une série
R q> géométrique de raison ¢*> € ] —1,1])
= ¢ ! _ rd
09 (1+q)  1+gq
rq"
Vn e N* P([X1 — Xo = =
" ([ ! 2 n]) I+gq

12
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« On vient de démontrer que pour tout couple (U, V) de v.a.r. indépedantes et de méme loi
géométrique on a :

n

BV -~V =n)) = 1
En choisissant U = Xy et V = X1, on obtient : P([X2 — X; =n]) = lp—lc{nq
« It ainsi :
P([A=n]) = P(X;1—-Xo=n]) + P([X2—-X;=n])
— 20 -Xo =) = 2 2L
pq"

On a bien : Vn e N*, P([ A =n]) = 2

Commentaire \

o Lorsque deux v.a.r. X et Xo ont méme loi, on a évidemment, pour tout (a,b) € R? :
P(la< X1 <b]) = P(la< X2 <0)])

Ce type de résultat est vérifié pour tout événement écrit avec une seule v.a.r. (on peut alors
remplacer X; par Xs).

« Lorsque 'on travaille sur une somme de v.a.r. , il faut faire attention. De maniére générale :
P(X1+ X2 = n) X B(X1 + X1 = n]) = P((2 X = n))

On ne peut remplacer la v.a.r. Xy par la v.a.r. X; déja présente dans ’expression. Par contre,
si on dispose d’une autre v.a.r. X3 elle aussi de méme loi que X; et X5, on peut écrire :

Cela peut étre vu comme un renommage de la v.a.r. considéré.
o C’est cette idée qui nous a permis d’établir ’égalité :
P([X1 - Xy =n]) = P([X2 - X1 =n])

11 était aussi possible d’effectuer le calcul de P([X2 — X1 = n]) en mettant en place de nou-
veau la rédaction & l'aide de la formule des probabilités totales.

La famille ([X] = k])ken+ est un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P([Xy — X1 =n]) = :zoj P([X, = k] N [X2— X1 = n))

= SB(X =K N [Xo=k+n])
k=1

(car X7 et Xy

+o0
- ,;::1 P([X1 = k) x P([Xz =k +n]) sont indépendantes)

k+n—1 _ rq"

= pPqTT X pgq
k=1 1+g¢

13
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4. a) Montrer que A admet une espérance E(A) et la calculer.

Démonstration.
o Tout d’abord : A =|X; — X5| > 0.

Les v.a.r. X7 et Xy étant & valeurs entiéres; A(Q2) C N.

« La v.a.r. A admet une espérance si et seulement si la série Y n ]P’( [A = n]) est absolument
convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

e Soit N € N.
N N
> k:IF’([A:k:]) = > k:IP’([A:k:])
k=0 k=1
N
= > kP([A=H])
k=1
B % I 2 pgF (d’apres la question
& T 1+4g¢ précédente et car k > 1)
N 1
— 9 pq Sk qk_l »vq .
l+q 4= N—too — 1+4q (1-gq)
La limite est obtenue en reconnaissant la somme partielle d’ordre N d’une série géométrique
dérivée premiére de raison g € | — 1, 1].
On en déduit que A admet une espérance.
2q
Deplus: E(A) = ——————.
B =roi—0 .

b) Montrer : E((X; — X3)?) = 2V(X7). En déduire que A admet une variance V(A) et la calculer.

Démonstration.
o Tout d’abord :

(X1 —X2)? = X2 -2X1 Xy + X2

La v.ar. (X1 — X3)? admet une espérance car elle est la combinaison linéaire de v.a.r. qui en

admettent une. Plus précisément :

x X12 (resp. X5?) admet une espérance car X suit une loi géométrique et admet donc un

moment d’ordre 2.

x X1 Xo admet une espérance car X et Xo admettent toutes les deux un moment d’ordre 2.

La v.a.r. (X1 — X3)? admet une espérance.

e De plus :

E((X1 - X2)?) = E(X12-2X1Xs+ X2?)
= E(X?) - 2B(X1X;) + B(X;?)

= E(X1?) - 2E(X)) E(X2) + E(X2?)
= E(X:?) - 2E(X1) E(X1) + E(X;?)

= 2 (B(X) —E(x1)*) = 2V(xX))

(par linéarité de [’espérance)

(car les v.a.r. X1 et Xo
sont indépendantes)

(les v.a.r. X1 et Xo ont méme loi donc
E(X1) = E(X2) et E(X}) = E(X3))

E((X1— X2)?) = 2V(Xy)

14
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Commentaire

On pouvait aussi faire ce calcul de la fagon ci-dessous.
o Tout d’abord, par linéarité de ’espérance :

E(X1 - Xs) = E(X1) - E(X3)

car X1 et X9 ont méme loi.

e Ainsi :

E (X1 — X2)?) V(X1 — Xo) + (E 2))

V(X1) + V(—X3)

V(X1) + (—1)2V(Xs)
2V(Xy)

\.

=0

(par formule de
Koenig-Huygens)

(par indépendance de X1 et
X2)

(car X7 et Xo ont méme loi)

J

« Remarquons alors : A? = | Xy — X1|? = (X2 — X1)2.

On en conclut, d’aprés le point précédent, que la v.a.r. A admet un moment d’ordre 2.

De plus :
V) = E(AQ) — (E(A))2 (par la formule de Kenig-Huygens)

_ B 2g ’
- 2960~ (=)

q 4¢*
T PP A erd—g? (car X1 G ()
_ 24 (29
P <1 (1+Q)2>
_ 29 1+’ —2¢ _ 2 (1+24+¢°)—24
o (49?2 p? (1+q)?

1 2
e pq2(<1iqq>)2
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5. Montrer que I’événement A est égal a I'événement [X3 > A].

Démonstration.

« Remarquons tout d’abord :
A = [min(Xl,Xg) + X3 > maX(Xl, XQ)] = [Xg > maX(Xl, XQ) — min(Xl,Xg)]

« Démontrons alors : A = max (X, X2) — min(X7, X»).
Soit w € Q.

Alw) = [Xa(w) - Xy (w)
Xa(w) — Xi(w) sl Xa(w) = X1 (w)
{ Xi(w) = Xo(w) sl Xp(w) < X3 (w)
= max (X1 (w), X2(w)) — min (X7 (w), Xa(w))

= (max(X7, X2) — min(X1, X2)) (w)

On a donc démontré :

Yw € Q, A(w) = (max(X1, Xy) — min(X1, X2)) (w)

Ainsi : A = max(X1, X2) — min(X7, X2).

Et: A = [Xg > max(Xl,Xg) — min(Xl,XQ)] = [Xg > A]

16
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Commentaire

o On rappelle qu’une v.a.r. X est une application de 2 dans R. Ainsi, démontrer 1’égalité de
deux v.a.r. (X =Y) cest démontrer que ces deux applications sont égales en tout point.
Plus précisément :

X=Y & VWweQ, X(w)=Y(w)
Au passage :
x lorsque 'on note X = 5, cela signifie que la v.a.r. X est la v.a.r. constante égale a 5 (la
propriété : Vw € Q, X (w) =5 est vérifiée).
x lorsqu’on écrit « la v.a.r. X prend la valeur 5 si ... » signifie qu'il existe (au moins) un
tirage w € ) pour lequel X (w) = 5.

Il existe malheureusement des énoncés dans lesquels ces deux expressions sont confondues. Ce
ne devrait pas étre le cas : il n’y a pas lieu de confondre les symboles V et 3.

o On trouvera dans certains corrigés une disjonction de cas du type :

x Si X7 > Xo : alors max(X;, X2) = X; et min

x Si X7 < X : alors = Xg et min(Xl,Xg) =X ...

Cette disjonction de cas n’a pas de sens.
Pour comprendre pourquoi ce n’est pas le cas, il faut avoir bien saisi la différence entre la
relation d’ordre opérant sur les réels et celle opérant sur les applications.

x Lorsque a et b sont des réels, on a :
a<b 0U a>0

On dit que la relation d’ordre < définie sur les réels est une relation d’ordre totale : on peut
toujours comparer deux réels.

x La relation d’ordre sur les v.a.r. est elle aussi notée < et est définie par :
X1 <Xy & Vwe Xi(w) < Xo(w)

Cette relation d’ordre n’est pas totale. Autrement dit, il existe des v.a.r. Xy et Xo qui ne
sont pas comparables par la relation <. Plus précisément, dés qu’il existe deux tirages wi € €2
et we € N tels que :
Xl(wl) < XQ((.Ul) et Xl((.UQ) > XQ(LUQ)

<

alors aucune des relations : X7 < X9 et X7 > X9 n’est vérifiée puisque chacune de ces deux
inégalités définie une propriété qui doit étre vérifiée pour tout w.
La relation d’ordre définie sur les v.a.r. est dite partielle (on ne peut pas comparer tous les
v.a.r. ). La disjonction de cas présentée plus haut fait ’hypothése forte que 'on peut comparer
les v.a.r. X7 et Xo. Cette hypothése n’est pas raisonnable et une telle disjonction n’a donc pas
lieu d’étre.

\. =
-
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6. a) En déduire : P(A) = > P([A = k) P([X3 > K]).
k=0
Démonstration.

b)

La famille ([A = k])ken est un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

B((Xs > A]) — §P<[A=m A X3 > A])

= :Z:P([A:k] N [Xs > k)

(car A et X3 sont
indépendantes)

— :Z:IP’([A =k]) x P([X3> k])

L’indépendance de X3 et A est une conséquence du lemme des coalitions : comme X7, X5 et X3
sont indépendantes, les v.a.r. | X9 — X;| et X3 sont indépendantes.

P([X3>A])—]§P([A—k]) < (X3 > ) o

Exprimer P(A) a l'aide de p et q.

Démonstration.
o D’aprés la question précédente :

P([X3 > A]) = > P([A=Fk]) x P([X3>k])

(car [X3 > 0] = Q
puisque X3(2) = N*)

= - d’apres la question 2.
Tt (d’ap q )

« Et, pour tout k € N : P([X3 > k]) = ¢~.

Commentaire |

o On utilise ici ce résultat sans donner la démonstration car elle n’est pas exigée
par I’énoncé (ce qui arrive parfois).

3

o Il faut savoir démontrer cette propriété.
Pour ce faire, démontrons tout d’abord :

P(X > k]) = 1—IP’<[X>/<;]> = 1-P(X <k])

k
Par ailleurs : [X <k] = |J [X =¢]. On en déduit :
=1

rix<i) = #(U x=i)

=1

k - k-1 1_qk X
= Y.pq  =pY ¢ =7p =1-¢q

i=1 1=0 1—gq

Enfin : P((X > k]) = 1-P((X <k]) = 1-(1-¢" = ¢~
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e On en conclut :

B(Xs > A]) — :;OZIP([A:]@]) < (X3 > k)

= P(A=0) x P([Xs>0) + ¥ P(A=H) x P(Xs > k)
p .t 2pg o ok

1+q k=1 1+q

“+o00
I+gq 1+4q ;3

= L2t <+Zofo(q2)’“—1>

1—|—q 1+q k=0
R NP L (en reconnaissant la somme d’une série
 14¢ 14+q \1—¢g2 géométrique de raison ¢*> € ] —1,1[)

(V2

S N SR et el )

14+q 1—¢?
_p 142
 1+q 1-¢2
_p 14+¢ 17 1+4¢ 1+

I+ql-¢* 14q —=q(1+q  (1+9)

Ainsi : P([X3 > A]) = Lt

Partie 11

Dans cette partie, X est une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramétre p, p € |0, 1] et
Y est une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre A, A € ]0, +o00[. On note ¢ = 1 —p.
On suppose que X et Y sont indépendantes, c’est a dire :

Vk e N*, Vte[0,4+o0], P(X =kIN[Y <t]) =P(X =k])P([Y <)
7. Rappeler une densité de Y ainsi que son espérance et sa variance.

Démonstration.

e ™% six >0
Comme Y < £ (), alors une densité de Y est : fy : x —
0 siz <0
1

1
De plus : E(Y) = — et V(V) = —.
A A2 0
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8. On définit la variable aléatoire Z =

= ><,\~<

a) Montrer : Vt € [0, +oo|, P([Z
Démonstration.
Soit t € [0, +o0.
o Comme X — G (p), alors la famille ([X

i

LS

« Ainsi, par formule des probabilités totales :

k) P(Y > kt)).

= k])ken+ forme un systéme complet d’événements.

P([Z>t]) = Z P(X =kN[Z>
Y
= P ElNn|—=>t
e (- {X D
Y
= P Eln|—=>t
S (x-un >
= Z]P’([ =k|N[Y > kt)]) (car k> 0)
B %OP([X— D P(Y > kf]) (car X etY sont
I N - indépendantes)
k=1
+oo
vt € (0,400, P([Z < t]) = > P([X = &]) P([Y > kt])
k=1 O
pe
b) En déduire : Vt € [0, 4o00[, P([Z > t]) = —
. 1 —qge Mt
Démonstration.
Soit t € [0, +o0.
o D’aprés la question précédente :
+00
P([Z>t]) = ’;1 P([X = &]) P([Y > kt])
LS
= Y ¢ p(l—Fy(kt)) (car X < G (p))
k=1
+0o0
= p Y gFle M (carY — E(N) et kt >0)
k=1
oAt Z gF—1 oA (=1t
= pe M Z gk e Akt (par décalage d’indice)
k=0
+0oo
= pe Pt Y (q e—At)k
k=0
1
_ -2
= pe g
—At

La derniére égalité est obtenue en identifiant la somme de la série géométrique de raison ge

ol [ge ™| <1 (car |g| < 1ett>0).

On en déduit : Vt € [0,4o00[, P([Z > t]) =

pe—)\t

1 —ge At
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Commentaire \

On rappelle que, si Y < & (\), alors sa fonction de répartition Fy est définie par :

1—e ™ giz>0
Fy :x—

0 siz <0
\ JD

¢) Montrer que la variable aléatoire Z admet une densité et déterminer une densité de Z.

Démonstration.

« Tout d’abord :
x comme Y — &£ (), alors : Y/(Q) = [0, +o0],
x comme X < G (p), alors : X(Q) = N*.

On en déduit : Z(2) C [0, +o0].

o Déterminons la fonction de répartition £, de Z.
Soit z € R. Deux cas se présentent :

Fre) = P(Z<a]) = 1-P((Z > a])
Or:[Z>z] = [Z=2|U[Z > x].
Les événements [Z = z] et [Z > z] sont incompatibles. Donc :
P([Z =2 x]) = P([Z =z]) +P([Z > x])

On en déduit :

e—Ax
Fya) = 1- (P(Z>a]) —P(Z =2a])) = 1-—L

iﬁ:7;g:x;‘+ﬂx[2'=1xb

ol la derniére égalité est obtenue avec la question 8.b).

Déterminons alors P([Z = z]).
Avec le méme raisonnement qu’en question 8.a), on obtient :

P(Z=a) = 5 B(X = k) B(Y = k)

(car, comme Y est une v.a.r. &

=0 densité : Ya € R, P([Y =a]) =0)
On en déduit : \
pe "7
Z(%) 1__qe—Ax
Az
—L_Mj sizx >0
Finalement : Fiz : x — 1—qe
0 siz <0
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o Montrons que Z est une v.a.r. & densité.

x La fonction F'z est continue :

- sur | — 00, 0[ en tant que fonction constante,

- sur ]0, +o00[ en tant que quotient de fonctions continues sur |0, +oo[ dont le dénominateur
ne s’annule pas sur cet intervalle.
- en 0. En effet, d'une part : lim Fz(z) = 0.

z—0~
D’autre part :

0
. pe p p
1 F = Iz(0) = 1- = 1- =1--=1-1=20
o 2() 2(0) 1—gqed 1—gq D
On en déduit : lim Fz(zx) = lm Fyz(x).
z—0~ z—07t

La fonction F' est continue sur R.

« La fonction Fz est de classe C! sur | — 0o, 0] et sur ]0, +oo[ avec des arguments similaires &

ceux de la continuité de Fz sur ces intervalles.

La fonction F est de classe C' sur R sauf éventuellement en 0.

On en déduit que la v.a.r. Z est une v.a.r. & densité.

« Pour déterminer une densité fz de Z, on dérive la fonction Fz sur | — oo, 0[ et sur |0, +o0[
(qui sont bien des intervalles ouverts.

x Soit z € | — 00, 0].

x Soit = € 0, +o00].

X

\.

fz(x) = Fyle) = -

(1 —qe*/\ﬂﬁ)2
Ape * X | xT
T (we
(1—ge7)
_ /\pef)\x
(1 —qe”‘"’”)2
On choisit : fz(0) = 0.
Az
L Si €T > 0
Une densité fz de Z est donc : fz : x> (1 - qef)‘x)
0 stz <0

Commentaire \

Lorsqu’on cherche a déterminer la fonction de répartition F, on ne sait pas encore
que la v.a.r. Z est une v.a.r. a densité. On ne peut donc pas utiliser ’égalité :

B(Z >a]) = B(Z > a)

C’est pour cela que 'on détermine P([Z = z]).
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Probléme (EDHEC 2010)

On note % = (e1, ea, e3) la base canonique de R? et on considére I’endomorphisme de R3 défini par les
égalités suivantes :

(e2+e3) et fle2) = f(es) = 261

Wl

fler) =

Partie 1 : Etude de f.

1. a) Ecrire la matrice M de f dans la base 4.

Démonstration. On a

0
1 1
o fle1)=0e1 + §€2 + §€3 donc Matg(f(e1)) = %
3
2
2 3
« flez) = f(es) = ge1+0 ez + 0 e3 donc Matz(f(e2)) = Matz(f(e3)) = | 0
0
2 2
0 3 3
On en déduit par concaténation que | M = % 0 0 OJ
3 00
b) Déterminer la dimension de Im(f) puis celle de Ker(f).
Démonstration. Tout d’abord,
rg(f) = rg(M) (car M = Matg(f))
0o 2 2
3 3
=g ( % 0 0
3 00
0o 2 2
==((§ 4 9))
3 00
=2 (car les deux lignes sont non colinéaires)

D’ou

dim(Im(f)) = rg(f) = 2

D’aprés le théoréme du rang : dim(R?) = dim(Ker(f)) + rg(f). Donc

dim(Ker(f)) =3-2=1

O

¢) Donner alors une base de Ker(f), puis en déduire une valeur propre de M ainsi que le sous-espace
propre associé.

Démonstration. On remarque que f(e2) = f(es) donc f(ea — e3) = Ogs par linéarité. Ainsi :
e — eg € Ker(f). De plus, la famille Fy = (e2 — e3) :

« est libre car constituée d’un unique vecteur non nul

« vérifie Card(Fp) = 1 = dim(Ker(f))

On en déduit que
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d)

Fo est une base de Ker(f).

Ainsi, par passerelle matrice-endomorphisme : 0 est valeur propre de M et
0
Eo(M) = Vect 1
-1

Déterminer les autres valeurs propres de M ainsi que les sous-espaces propres associés.

Démonstration. En s’inspirant de la matrice P ci-dessous, on remarque que :

))- ()46
(7))

-2
Puisque (1) # 0.4, (r) €t ( 1 ) # 0.4, (r), on en déduit que % et —% sont des valeurs

° °
wWiwl— O wlkwl— O

O own O Owhv

2
3
0
0
2
3
0
0

propres de M.

Finalement, on a montré que 0, % et —% sont des valeurs propres de M et comme M € #3(R),
la matrice M ne peut pas avoir plus de 3 valeurs propres distinctes. Donc

Sp(M) = {_%70’ %}

On sait que
dim(E_%(M)) + dim(Ep(M)) + dim(E% (M)) <3

car M € .#3(R).

Or, ces trois nombres sont des entiers non nuls, donc ils sont nécessairement tous égaux a 1 :

dim(E_s (M)) = dim(Ep(M)) = dim(E2 (M)) = 1

On en déduit, d’aprés les calculs précédents et par argument de dimension, que :
) 2
(M) = Vect 1 et E% (M) = Vect 1
1 1

En déduire que M est diagonalisable.

E

wln

Démonstration. D’aprés la question précédente, M posséde 3 valeurs propres distinctes et M €
AM3(R), donc M est diagonalisable. O

2 -2 0 1 1 1 1 00
2. 0Onpose P=1(1 1 1 |,Q@Q=|-11 1 ]etlI=(01 0.
1 1 -1 0 2 -2 0 01

a)

Justifier sans calcul que P est inversible, puis déterminer la matrice D diagonale telle que :
M = PDP~!
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b)

Démonstration. La matrice P est obtenue par concaténation des trois vecteurs propres trou-
vés précédemment, associés a trois valeurs propres distinctes de M. Ces trois vecteurs propres
forment donc une famille libre de .#3 1 (R), de cardinal 3 = dim(.#3;(R)), c’est-a-dire une base
de %371(R).

2 -2 0
Notons %' = ( (1) , ( 1 ) ) ( 1 ) ) cette base. On a alors
1 1 -1

P = Py g donc P est inversible.

D’aprés la formule de changement de base :

2.0 0
D=(0 -2 0
0 0 0
O
Calculer PQ puis en déduire P71,
Démonstration.
2 =2 0 1 1 1 4 0 0
1 1 1 -1 1 1 =10 4 0
1 1 -1 0 2 -2 0 0 4
1
donc PQ = 41 donc P (4@) = 1. D’ou
1
pl==C
19
O
Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel j, on a M7 = PDJ P~
Démonstration.

Montrons par récurrence que pour tout j € N, P(5) est vraie ott P(j) : M/ = PDI P!,

o Initialisation : D’une part M° = I. D’autre part PD'P~! = PIP~! = PP~! = I. Donc
P(0) est vraie.

« Hérédité : Soit j € N tel que P(j) soit vraie. Montrons que P(j + 1) est vraie.

MITY = M x MY
= M x PD’P~! par hypothése de récurrence
= PDP ! x PD'’P™! d’aprés la question 3.a)
= PDPP 'DIpP!
= PDxD'P!
= ppitip™!

Donc P(j + 1) est vraie.

Le principe de récurrence nous assure que

pour tout j € N, M4 = PDIP~1,
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d) Ecrire, pour tout entier naturel j non nul, la premiére colonne de la matrice M7. Vérifier que ce
résultat reste valable si j = 0.

Démonstration. Soit j € N*.

o[22 oN[(®) 0 0\/1 x x
M =-11 1 1 0 (=2) of|-1 * x
4 1 1 -1 0 0 0 0 * =
1(2 -2 0 (3))  * =«
abi CERTR | B A
11 0 %
(23 2(=3) o« s
=3l G- e
(3) = (=3) ox

Ainsi, la premiére colonne de M7 est

Pour j =0, on a

1
« D’une part, M% = I donc la premiére colonne de MY est (0) .

0

0 2 0 1
o D’autre part, (G) -3 | = (O) )
4 0

Donc la formule reste valable pour j = 0.

\.

Commentaire

On pouvait bien évidemment déterminer complétement la matrice M7. On
obtenait alors :

23 +2(-3) 26) -2(-3) 23 ~2(-3)
W= @Y @Y @Y
G- @Y QY

Les calculs étaient cependant bien plus longs et fastidieux.

Partie 2 : Etude d’une suite de variables aléatoires.

Une urne contient trois boules numérotées de 1 & 3. Un tirage consiste & extraire au hasard une boule
de l'urne puis a la remettre dans 'urne pour le tirage suivant.
On définit une suite de variables aléatoires (Xj)ren+ de la maniére suivante :

« Pour tout entier naturel k£ non nul, X}, est définie apres le k™€ tirage.
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o On procéde au 1°F tirage et X7 prend la valeur du numéro de la boule obtenue & ce tirage.
o Aprés le kM€ tirage (k € N*) :

x soit X}, a pris la valeur 1, dans ce cas on procéde au (k + 1)°™€ tirage et X1 prend la valeur du
numéro obtenu & ce (k + 1)°™° tirage.

x soit X}, a pris la valeur j, différente de 1, dans ce cas on procéde également au (k + 1)°™° tirage
et X1 prend la valeur j si la boule tirée porte le numéro j et la valeur 1 sinon.

Commentaire

Etudions sur un exemple les différents objets définis dans ’énoncé.

L’expérience consiste a effectuer des tirages successifs avec remise dans une urne contenant 3 boules
numérotées de 1 & 3. Les résultats possibles de I'expérience sont donc des oco-tirages.

Considérons 'oco-tirage w = (2,3, 3,...).

(on ne décrit ici que les premiéres étapes)

o Les numéros des boules piochées dans I'urne ont donc été successivement : 2, puis 1, puis 3.

o Comme la premiére boule piochée porte le numéro 2, alors, d’aprés I’énoncé, la v.a.r. X prend cette
valeur 2.

o La valeur de X7 est 2, différente de 1. Deux cas se présentent alors :
x si la boule piochée au 2°™€ tirage vaut également 2, alors X, prendra la valeur 2,
« si la boule piochée au 2°™€ tirage est de numéro distinct de 2, alors X» prendra la valeur 1.
La deuxiéme boule piochée porte le numéro 3 # 2. On en déduit que la v.a.r. Xs prend la valeur 1.

o La v.a.r. Xy prend la valeur 1 et la troisiéme boule piochée porte le numéro 3. On en déduit que la
v.a.r. X3 prend la valeur 3.

« Finalement, le 3-tirage (2,3, 3) réalise 'événement [X; = 2] N [X2 = 1] N [X3 = 3.
La difficulté de cet exercice réside dans la potentielle confusion des différents niveaux d’étude de cette
expérience :

x celui des oo-tirages (w € §2),
x celui des variables aléatoires (X1, Xo, X3, ...),

% celul des événements.

1. Reconnaitre la loi de X7.

Démonstration.

o L’expérience consiste en un choix effectué de maniére équiprobable parmi 3 issues numérotées de
1a3.

o La v.a.r. X correspond au numéro obtenu lors de cette expérience.

On en déduit : X7 — U([1, 3]).

2. Simulation informatique de I'expérience aléatoire décrite dans cette partie.
On rappelle que rd.randint (1,n+1) simule une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [1,n].
Compléter le programme suivant pour qu’il simule 'expérience aléatoire décrite dans cette partie
et pour qu’il affiche la valeur de la variable X}, 'entier k£ étant entré au clavier par 'utilisateur.

27



E2A 7 décembre 2022
Mathématiques

1k = int(input('Entrez un nombre k supérieur a 2 : '))
2 X = rd.randint(1,4)
3 for i in range(k-1):
4 tirage = rd.randint(1,4)
5 if X ==
6 X =
7 else:
8 if tirage != X:
9 X =
10 print(X)
Démonstration.
1k = int(input('Entrez un nombre k supérieur a 2 : '))
2 X = rd.randint(1,4)
3 for i in range(k-1):
4 tirage = rd.randint(1,4)
5 if X ==
6 X = tirage
7 else:
8 if tirage != X:
9 X =1
10 print(X)

« Début du programme

x On commence par demander & l'utilisateur d’entrer un entier k qui correspond au nombre de
tirages & effectuer.

1 k = int(input('Entrez un nombre k supérieur a 2 : '))

x On simule ensuite la v.a.r. X;. D’aprés la question précédente : X; < U([1,3]). On utilise
alors l'instruction fournie par 1’énoncé :

2 X = rd.randint(1,4)

« Structure itérative

x Les lignes 3 a 9 consistent & mettre a jour la variable X pour qu’elle contienne une réalisation
de Xj. Pour cela, on utilise une structure itérative (boucle for) :

3 for i in range(k-1):

x On simule alors des tirages successifs dans 'urne. La simulation d’un tel tirage est fournie par
I'instruction donnée dans 1’énoncé :

1 tirage = rd.randint(1,4)

La variable tirage contient donc le numéro de la boule tirée a chacun des (k — 1) tirages
successifs.

x D’aprés 'énoncé, aprés le 1°™€ tirage, deux cas se présentent. Cette disjonction de cas est codé
par la structure conditionnelle if.

- 1" cas : la variable X contient la valeur 1. Alors on la met & jour de la maniére suivante :

if X ==
X = tirage

o o
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En effet, c’est la variable tirage qui contient le numéro obtenu au (i + 1)°™° tirage.

- 2°M€ cas : la variable X contient une valeur j différente de 1.
Dans ce cas, si la variable tirage contient aussi la valeur j, alors la variable X contient
toujours j (il n’y a donc pas besoin de mettre X a jour). Si la variable tirage contient une
valeur différente de j, alors on met a jour la variable X pour qu’elle contienne la valeur 1. On
obtient le script suivant :

else:
if tirage != X:
X=1

@ loo I~

o Fin de programme
A Tissue de cette boucle, la variable X contient donc une simulation de X3. On finit donc en
renvoyant la valeur contenue dans la variable X.

1 print(X)

Commentaire

Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la
réponse a cette question. Cependant, compléter correctement le programme Scilab dé-
montre la bonne compréhension de la simulation demandée et permet certainement d’ob-
tenir la majorité des points alloués & cette question.

3. On note Uy la matrice & 3 lignes et une colonne dont 'élément de la i ligne est P([X}, = i]).
a) Déterminer les probabilités Ppy, —;([Xk11 = i), pour tout couple (4, 5) de {1,2,3} x {1,2,3}.

Démonstration.

o Si I'événement [X; = 1] est réalisé, c’est que, aprés le k®™¢ tirage, la v.a.r. X}, prend la valeur
1.
On procéde alors au (k + 1)®™¢ tirage : on pioche au hasard parmi les 3 boules de I'urne
(numeérotées de 1 a 3). La v.a.r. Xy prend la valeur du numéro obtenu a ce tirage.

1
On en déduit, pour tout i € {1,2,3} : Prx,—)([Xgr1 =1]) = 3

o Silévénement [Xj = 2| est réalis¢, c’est que la v.a.r. X, prend la valeur 2, différente de 1. On
procéde alors au (k + 1)M€ tirage :

x 'événement [X;1 = 1] est réalisé si et seulement si la v.a.r. Xy prend la valeur 1, c’est-
a-dire si on a tiré une boule de numéro différent de 2 lors du (k + 1)°™¢ tirage (donc de
numéro 1 ou 3).

2
Le tirage étant effectué¢ de maniére équiprobable : Pix, —o)([Xp41 = 1]) = 3

x 'événement [Xj;q1 = 2| est réalisé si et seulement si la v.a.r. Xy prend la valeur 2, c’est-
a-dire si on a tiré la boule numéro 2 lors du (k + 1)*™¢ tirage.

. 1
Ainsi @ Py, —o([Xgy1 = 2]) = 3

x 'événement [Xji1 = 3] si et seulement si la v.a.r. X;4q prend la valeur 3. Il n’est donc

jamais réalisé.

Ainsi @ Py, —o([Xg41 = 3]) = 0.
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o Silévénement [Xj, = 3| est réalisé, c’est que la v.a.r. X, prend la valeur 3, différente de 1. On
procéde alors au (k + 1)°™¢ tirage :

x Iévénement [Xj11 = 1] est réalisé si et seulement si la v.a.r. X1 prend la valeur 1, c’est-
a-dire si on a tiré une boule de numéro différent de 3 lors du (k + 1)°™¢ tirage (donc de
numéro 1 ou 2).

. 2
Ainsi @ Py, —g([Xgp1 = 1]) = 3
x I'événement [Xyiq1 = 2] si et seulement si la v.a.r. X1 prend la valeur 2. Il n’est donc

jamais réalisé.

Ainsi @ Py, —3([Xg41 = 2]) = 0.

x 'événement X1 = 3| est réalisé si et seulement si la v.a.r. Xy prend la valeur 3, c’est-
a-dire si on a tiré la boule numéro 3 lors du (k + 1)°™€ tirage.
1

Ainsi : Py, _a1(| X =3|) = -.
msi [Xk_3]([ k+1 1) 3 0

b) On admet que ([Xj = 1], [X; = 2], [X; = 3]) est un systéme complet d’événements.
Déterminer, grace a la formule des probabilités totales, la matrice A de .#5(R), telle que, pour
tout entier naturel & non nul, on a Uy = A Uy.

Démonstration.

Soit k € N*.

« La famille ([X; = 1], [ X = 2], [X} = 3]) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P([Xp41 = 1])
= P([Xp =1 N[Xps1=1]) + P([Xk =2 N [Xpp1 =1]) + P([Xk = 3] N [Xpt1 = 1])
= P([Xi =1]) Px,—)([Xpt1 = 1)) + P([Xi =2]) Px,—([Xp11 = 1)) + P([Xi = 3]) Pix,—3)([ X1 = 1])

= %xP([szl]) + %x]P’([Xk:ﬂ) + %XP([XI@:3])

La deuxiéme égalité est obtenue en admettant : Vi € [[1, 3], P([Xy = i]) # 0.
e De méme :
P([Xk+1 =2])
= P([Xp = 1] N [Xp41 =2]) + P([Xe =2 N [Xpp1 =2]) + P([Xk = 3] N [Xpy1 = 2])
= P([Xk =1]) Px,=1)([Xik+1 =2]) + P([Xx=2]) Pix,—o)([Xk+1=2]) + P([Xg=3]) Px,—3([Xx+1=2])
1 1

= 3 xP(Xx=1)) + g xP(Xp=2) + 0x P([X)=3])
« Et enfin :
P([Xp41 =3])
= P([Xe =1 N[Xks1=3]) + P([Xe =21 N [Xp41 = 3]) + P([Xe = 3] N [Xp41 = 3])

= P([Xg =1]) Prx,=1)([Xkr1 =3])) + P([Xy =2]) Pix,—9)([Xey1 =3]) + P([Xg = 3]) Pry,—3)([Xpt1 = 3])

= X B = 1) +0xP(X =2) + 3 XX,

3])
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o En écrivant ces égalités matriciellement, on obtient :

P([Xk1 =1]) 3 35 3\ (P(Xk=1)
P(Xpi=2) =35 5 O||[P(Xx=2)
P([Xk41 = 3]) 3 0 5/ \P(X,=3))
12 2
3 3 3
Ainsi, en posant A= |1 % 0|, on obtient : Yk € N*, Up41 = A U,..
1 g 1
3 3 O
1
¢) Montrer qu’en posant Uy = | 0 |, alors, pour tout k de N, on a : U, = A* Uj.
0
Démonstration.
« Démontrons par récurrence : Vk € N*, P(k) ou  P(k): U, = A*Uj.
» Initialisation :
P([X1 = 1]) 3
x Dune part : Uy = | P([X; =2]) | = | 3 |, d’aprés la question 1.
P([X7 = 3]) 3
12 2 1
3 3 3\ /1 3
x D’autre part : A Uy = (é £ 0 (O) =13
0
bo) !
D’ou P(1).
» Hérédite : soit k € N*.
Supposons P (k) et démontrons P(k + 1) (i.e. Upy1 = A¥T1Up).
U1 = AU (d’apres la question 8.b))
= AxA* Uy (par hypothése de récurrence)
= AT,
D'ou P(k +1).
Ainsi, par principe de récurrence : Vk € N*, U, = A* Uy.
e De phlS . AO U() = I3 U() = U().
Finalement : Vk € N, U, = AF Uy.
La question 8.b) établit un résultat pour k € N*.
Pour pouvoir utiliser ce résultat dans I’hérédité, on commence la
récurrence au rang k = 1. -

1 kork\ 1\
d) Vérifier : A= M + gf, puis établir que, pour tout k de N, on a : A¥ = ( > <> M.
j=0

Démonstration.
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o Tout d’abord :

0 2 2

1 3 3
M+—I:§00+

3 3 00

O O wi=
O wi= O

wik O O

):

O ol

|

Ol 0] 0ol =

. 1 .. . .
o Les matrices — - I et M commutent, car la matrice identité commute avec toutes les matrices

du méme ordre. On peut donc appliquer la formule du bin6me de Newton.

. SOItkﬁEN

k 1 .
AF = (M+=T

S0
CEO) e
SO0

(car :¥neN, I"=1)

Ainsi : Yk € N, AF =

k
2.

Jj=0

(

k
J

)

1

3

k—j
)

O

e) En déduire les 3 éléments de la premiére colonne de la matrice A¥, puis vérifier que la loi de X,

est donnée par :

VkeN*,P([szl]):;<1+(—;>k> et P([Xy

Démonstration.
e Soit k € N*,

1

La premiére colonne de A* est obtenue par le produit : A* (0) . De plus, d’aprés la question

précédente :

0
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\.

Commentaire

Afin de travailler sur la premiére (resp. deuxiéme, resp. troisiéme) colonne de la

1 0 0
matrice A* on a multiplié & droite par la matrice (O) (resp. (1), resp. (0) ).
0 0 1

Cette technique peut étre adaptée & un travail sur les lignes. En multipliant A* a
gauche par (1 0 0) (resp. (0 1 0) resp. (0 0 1)), on réucpére la premiére (resp.
deuxiéme, resp. troisiéme) ligne de AF. Cette technique était déja présente dans
I’épreuve EDHEC 2017, 2018, EML 2019 ou encore HEC 2019. On peut retenir 'idée
développée dans le paragraphe par la forme :

L A C

qui signifie qu’avec une multiplication a gauche, on effectue une opération sur les
(L)ignes,tandis qu’avec une multiplication a droite, on effectue une opération sur les
(C)olonnes.

1

« Soit j € [0,k]. On a déterminé M/ (0) a la premiére partie.

0

e On rappelle :

On en déduit :

(AR =

(AM)11 1
(A9 | = AF o
(AF)3 1 0

g
VR
N\
x5

binome de Newton)

7=0 j)

1 & (R 1\ 72\’ L& R\ (1IN 2\
-6 G 206 5
1 /12 K 1 /1 2\* (par formule du
-3 (3+3) T3 (3—3)
111\
3273 (—3)
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e De la méme maniére :

1 /1 2\* 1 /1 2\* 11
k _ k _ - “ = -~ — - _ =
A2 = (A0a1 = 7 <3+3> 4 (3 3> 4 4

(X =1 N (E+ D
b= |P@=2| =4t o] = [1-1 ()
F=a ZANRVEE NC )

(multiplier & droite par Uy permet de sélectionner la premicre colonne de A¥)

1 1

k k
Ainsi: P =) =343 (—3) e PO =D =R =1~ (-3)

f) (CUBES UNIQUEMENT) Montrer que la suite (X}j) converge en loi vers une variable aléatoire X
dont on donnera la loi.

Démonstration. On note X une variable aléatoire telle que

. X(Q) ={1,2,3}

1
CB(X=1]) = § et B(X = 2)) =B(X =8)) = ;
1 1
Ceci définit bien une loi de probabilité puisque 3 + 1 + 1= 1.

On a < 1 donc, d’aprés la question précédente :

1

o i P(| Xy =1]) ==
. . 1
- Jm PX, =2)) = lim P([X, =3]) =

Donc la suite (Xj) converge en loi vers la variable aléatoire X. O
g) Calculer l'espérance E(X}) de Xj.

Démonstration.
« La variable aléatoire X}, est une variable aléatoire discréte finie. Elle admet donc une espérance.

o Par définition de I'espérance :

E(Xp) = 1xP([Xp=1])+2xP([X;,=2])+3xP([X =3])
_ l—i-} 1 k+g_g 1 k+§_§ 1 F (d’apres la question
202 3 4 4 3 4 4 3 précédente)
_ T3 )
4 4 3
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h) Ecrire une fonction Python, notée esp, qui renvoie E(X}) a 'appel de esp (k).
Démonstration.
1 def esp(k):
2 return 7/4 - (3/4)%(-1/3)*xk 0

Commentaire

o Le probléme traite de I’évolution d’une grandeur aléatoire qui varie dans le temps discret. Plus pré-
cisément, il s’agit ici de ’évolution de la v.a.r. Xj. Cette évolution se fait selon un schéma classique
en mathématiques : le futur (i.e. la valeur de Xj11) ne dépend du passé (valeurs de X jusqu’a Xj)
que par le présent (i.e. la valeur de X}). On dit alors que (X}) est une chaine de Markov.

« L’évolution de la suite (X}) de U'instant k a 'instant k + 1 peut étre représenté par le schéma suivant.

Wl

« On obtient un graphe possédant un nombre d’états fini (en 'occurrence 3).
On dit que (X}) est une chaine de Markov & espace d’états fini.

o L’étiquette d’un arc est la probabilité pour la suite de v.a.r. (Xj) de passer de la valeur de départ a
la valeur d’arrivée de I'instant k£ & 'instant k + 1. Autrement dit, I’étiquette d’'un arc menant de la
position j & la position i a pour valeur : Pix, —j([Xpy1 = i]).

Ces étiquettes ne dépendent pas de k. On dit que la chaine de Markov est homogéne.

« Le contenu de ce schéma peut étre résumé par la matrice A définie par :
(i, j) € [1,3]%, Aij =Py ([ X1 = 1))

Cette matrice est appelée matrice de transition. Ici :

12 2
3 3 3
12
A=|1 1
1 1
3 0 3

On reconnait la matrice A de I’énoncé. Avec le nouveau programme officiel, on considérerait plutot la
matrice ‘A.

o Dans ’ancien programme, le chapitre « chaine de Markov » ne figurait que dans la partie informatique.
I1 était toutefois déja fréquent qu’un sujet propose 1’étude d’une chaine de Markov. Le probléme était,
de ce point de vue, trés classique. On voit ainsi que la plupart des outils sont déja acquis pour étudier
les chaines de Markov.
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