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DS4 baréme (version B)

Le but du probléme est d’étudier le renouvellement d’un des composants d’un systéme complexe (une
machine, un réseau de distribution d’énergie etc...) formé d’un assemblage de différentes piéces sus-
ceptibles de tomber en panne. On s’intéresse donc & une de ces piéces susceptibles de se casser ou
de tomber en panne et on se place dans la situation idéale ot dés que la piéce est défectueuse, elle
est immédiatement remplacée. Dans une premiére partie, on étudie quelques propriétés fondamentales
des variables aléatoires discrétes. Puis, dans une deuxiéme partie, on étudie la probabilité de devoir
changer la piéce un certain jour donné. Enfin, dans une troisiéme partie on cherche a estimer le temps
de fonctionnement du systéme avec un certain nombre de piéces de rechange & disposition.

Dans tout le probléme, on considére un espace probabilisé (2, &7, P). Pour toute variable aléatoire réelle
X définie sur (2, o7, P), on note, sous réserve d’existence, E(X) I'espérance de X et V(X) sa variance.
La deuxiéme partie peut étre traitée en admettant si besoin les résultats de la premiére partie.

Premiére partie
Dans cette premiére partie, on étudie les propriétés asymptotiques d’une variable aléatoire X & valeurs
dans N*.

1. a) Montrer que pour tout entier naturel j non nul :
P(X =j]) =P([X > j —1]) = P([X > j])
elpt:[X>j] U [X=j] = [X>j—1] car X est & valeurs dans N*
e 1 pt : incompatibilité citée
b) Soit p un entier naturel non nul. Montrer que :

TR =) = g B(X > 7)) - pB(X > p)

= B(X > 1) = X 5 B(X > )
2 2

P
e 1pt: ) jP(X =] =
Jj=1 J
o 1 pt : décalage d’indice
e 1 pt : fin du calcul
2. a) On suppose que X admet une espérance E(X) = pu.

i. Justifier la convergence de la série de terme général kP([X = k]).

o 1 pt : La variable aléatoire X est a valeur dans N*

« 1 pt : Ainsi, elle admet une espérance si et seulement si la série Y n P([X = n))
n>=1
est absolument convergente

#t. Montrer que :
+00
lim EP([X =k])=0
R k:Zp:H (I )
« 1 pt : La série de terme général kP([X = k|) étant convergente, on obtient, par
relation de Chasles :

SEP(X=k)= S kB(X=k)+ % kP(X = &)
k=1 k=1 k=p+1

(0 pt si la relation de Chasles n’est pas citée)
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+oo p
elpt: lim Y EP(X=k])— > EP(X=k])=0
P00 =1 k=1
#13. En déduire que :
lim pP(X >p])=0

p—>—+00
e 1 pt : X est & valeurs dans N* donc

+o00
X>p] = U [X=4]
k=p+1

“+o00
e 1 pt:P(X >p])= > P([X =k]) par incompatibilité
k=p+1

e1pt:0 < pP(X >p)) = ;zoilpp([xzk]) < ;zoilm([xzk])

o 1 pt : théoréme d’encadrement cité

iv. Montrer que la série de terme général P([X > j]) converge.

-1m=%1QX>ﬂ%=ijMM¥ﬁD+pMW>M)
I

7=0
o 1 pt : somme de suites convergentes
+00
v. Montrer que : = > P([X > j]).
§=0
o 1 pt : passage a la limite dans I’'inégalité de la question précédente
+o0o
b) On suppose que > P([X > j]) converge.
j=0

i. Déterminer le sens de variation de la suite (vp)p>1 définie par :

p—1
w="5 B(X > )
CLpts v v = 3 B(X > ) S B(X > ) = B(X > ) > 0

1. Comparer i JP([X =j]) et EOP([X > 7).

j=1 7=0
cipts ¥R =) = T BX > ) -p B> ) < 5 B )
j= j= j=
p—1 +oo +o00 +oo
cipt: SR ) = S RO ) - S RG] < 5 Rix )

#13. En déduire que X admet une espérance.

« 1 pt : La v.a.r. X admet une espérance si et seulement si la série >  j P([X = j])
est absolument convergente. Cette série étant & termes positifs, cela revient a
démontrer qu’elle est convergente

P
« 1 pt : La suite (E JP([X = j])) est croissante et majorée
j=1 pEN*
o 1 pt : théoréme de convergence monotone cité
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¢) Conclure des questions précédentes que X admet une espérance si et seulement si la série de
terme général P([X > j]|) converge.

« 1 pt : En question 2.a), on a démontré que si X admet une espérance, alors la
série de terme général P([X > j]) est convergente (résultat de la question 2.a)iv.)
En question 2.b), on a démontré que si la série de terme général P([X > j]) est
convergente alors X admet une espérance (résultat de la question 2.a)iii.)

3. On suppose dans cette question qu’il existe un réel a strictement positif tel que pour tout entier

naturel j on ait :
1

Gror

a) Légitimer que (*) définit bien une loi de probabilité d’une variable aléatoire a valeurs dans N*.

P(X > j]) =

e 1 pt : Soit j € N*. D’aprés la question 1.a) :

P(X =j]) = P(X>j—-1]) -P(X >j])
1 1
o Gane 70

400
« 1 pt: > P(X =j]) =1 (somme télescopique)
j=1

b) Montrer que X admet une espérance si et seulement si « est strictement supérieur a 1.

o 1 pt : D’aprés la question 2.¢), la v.a.r. X admet une espérance si et seulement si
la série de terme général P([X > j]) converge

1 1
« 1 pt:P(X >j]) = G e o et les séries sont a termes positifs

1
« 1 pt : La série ) — est une série de Riemann d’exposant a.
=17
Elle est convergente si et seulement si o > 1

e 1 pt : d’aprés le critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série de terme
général P([X > j|) converge si et seulement si o > 1

¢) Montrer que pour tout entier naturel j non nul :

P(X =j]) = Jla <1 - (1;1)&>

J

Lt s PX =) = PX > 5= ) = POX > ) = 5 s = 5 (1 )

A L A T
'1pt'(j+1)a_<j+1> _</ 1+;> 1+ 5)e

d) i. Etudier les variations de f: x — 1 — (1 +2)~% — ax sur [0, 1].

« 1 pt : f est dérivable sur [0, 1]
1 1— (14 )+t
. £ _ —a—1 _ _ _ —
elpt: fl(z) = a(1+x) a =« ((1+$)a+1 ) =« S

o].ptl
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T 0 1

Signe de f'(x) —

Variations de f \

7. Montrer que pour tout entier naturel 5 non nul :

P([X = j]) < ]%

« 1 pt : la fonction f est décroissante sur [0,1]. Ainsi :

Vo € [0,1], f(z) < f(0)=0
o . X 1
« 1 pt : Soit j € N*. On applique la formule a z = ;

1
« 1 pt : justification = € [0, 1]
J
e) Montrer, en utilisant le résultat de 3.¢), que :

lim joMP((X =j]) = a

Jj—+oo

elpt: (142)™ = 1—ax+ze(x)ou lim e(z) =0

z—0
1
o1 pt : ja+1 P([X:j]> :a—€<)
J
f) Montrer que X admet une variance si et seulement si a > 2.
« 1 pt : La v.a.r. X admet une variance si et seulement si la série > j2 P([X = j])

est absolument convergente. Cette série étant & termes positifs, cela revient a
démontrer qu’elle est convergente

elpt: lim j*T'P(X=j)=a#0donc ?P([X=j]) ~ aj'@=a

Jj—+oo j—+o0 o1

e 1 pt : les séries sont a4 termes positifs

« 1 pt : La série ), —— est une série de Riemann d’exposant o — 1.
j>1J

Elle est donc convergente si et seulement si a —1 > 1 i.e. ssi a > 2

« 1 pt : par le théoréme d’équivalence des séries 4 termes positifs, la série > j2 P([X = j])

est convergente si et seulement si o > 2

Deuxiéme partie : Etude de la probabilité de panne un jour donné.

Dans cette deuxiéme partie, on suppose donnée une suite de variables aléatoires (X;);>1 mutuellement
indépendantes et de méme loi & valeurs dans N*.

Pour tout entier 4 non nul, X; représente la durée de vie en jours du i®™° composant en fonctionnement.
Soit k un entier naturel non nul. On note Ty = X; + ... + X}. T} représente donc le jour oi le keme
composant tombe en panne. On fixe un entier naturel n non nul représentant un jour donné et on
considére I’événement A,, : « le composant en place le jour n tombe en panne » c’est-d-dire A, : «il
existe k entier naturel non nul tel que Tj, = n », et on se propose d’étudier P(A,,) .

4. Pour tout entier naturel non nul j, on note p; = P([X; = j]) et u; = P(A;). On suppose que pour
tout entier naturel non nul j, on a p; # 0. On pose de plus par convention ug = 1.
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a) Montrer que : u; = p;.
« 1 pt : L’événement [X; = 1] est réalisé si le premier composant en place tombe en
panne le jour 1.
L’événement A; est réalisé si le composant en place le jour 1 tombe en panne lors
de ce jour

o 1 pt : Les variables X; sont & valeurs dans N*. Ceci signifie en particulier que chaque
composant a une durée de vie d’au moins un jour. Ainsi, le seul composant en
place le jour 1 est le premier composant. On en déduit : [X; =1] = 4

b)i. Montrer que : Ay = [X; =2] U ([X; =1]N[X2 =1]).

e« 1 pt : Supposons que I’événement A, est réalisé. Cela signifie que le composant
en place le jour 2 tombe en panne lors de ce jour. Il reste alors & déterminer quel
composant est en place lors du deuxiéme jour. Deux cas se présentent :

x soit le premier composant est tombé en panne aprés un jour.
Dans ce cas, c’est le deuxiéme composant qui était en place lors du deuxiéme
jour.

S’il tombe en panne en jour 2 c’est qu’il est resté opérationnel un jour.
Dans ce cas, I’événement [X; = 1] N [X2 = 1] est réalisé.

x soit le premier composant est resté en vie strictement plus d’un jour.

Dans ce cas, c’est ce composant qui est en place lors du deuxiéme jour.
S’il tombe en panne en jour 2 c’est qu’il est resté opérationnel deux jours.

Dans ce cas, I’événement [X; = 2] est réalisé.

« 1 pt : Supposons que I’événement [X; = 2] U ([X1 = 1] N [Xo = 1]) est réalisé.
Ainsi, soit [X; = 2| est réalisé et alors le premier composant a une durée de vie de
2 jours; soit [X; = 1] N [X2 = 1] est réalisé et alors les deux premiers composants
ont duré chacun un jour. Dans les deux cas, le composant en place le jour 2 tombe
en panne : A est réalisé.

#4. En déduire uo en fonction de p; et po.

o 1 pt : Les événements [X; = 2] et [X; = 1] N [X3 = 1] sont incompatibles
o 1 pt : indépendance de X; et Xs
e 1 pt: X; et Xy ont méme loi
e« 1 pt:uy=py+pi
¢) Pour tout entier naturel ¢, on pose )N(i = Xit1-
i. Montrer que les variables X, sont mutuellement indépendantes, indépendantes de X; et de

méme loi que Xj.

« 1 pt : la suite (X;);>2 est une suite de variables mutuellement indépendantes et

(Xi)iz2 = (X;)i>1 donc (X;);>1 est une suite de variables mutuellement indépen-
dantes

e 1 pt: pouri>1, X'i = X;4+1 est indépendant de X; car (X;);>1 est une suite de
variables mutuellement indépendantes

el pt:pouri >0, X; = X;+1 a méme loi que X; par propriété de la suite de
variables (X;)i>1

#. Soit k un entier naturel non nul strictement inférieur a n. Montrer que :

AnXi=H=[Xi=Kn U [Xi+Xo+.. . +X;=n—k

i>1
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elpt: A, = U [Tj=n]

JEN*
. lpt:An:[Xlzn] U U [X1-|-X2—|—...—|—Xj:n]
Jj=2
« 2pts: [Xi =kl N A= | <[X1:k] N [k‘i‘XQ—i-...-l-Xj:n])
Jj=2

(1 pt pour Pargument k < n)
clpt: A, N[Xi=kl=[X1=k N U ([X1+...+Xj=n—k})

jz1

#4i. En déduire que pour tout entier naturel £ non nul strictement inférieur a n :

P, =1 (An) = P(Ap—)

o 1 pt: Pix,—y(A4n) =
e« 1pt:
IP’(U (X1 =k] N [X1+X2+...+X,~=n—k}>
i>1

= S P(Xy = k) < P( |1+ Ko+ o+ Ky =n—k])

=1

= P([X; = k]) x Z]P’([X1+X2+...—|—Xj:n—k])

i1
e 1 pt : lemme des coalitions
elpt: X1 +Xo+...+X; et X1+)~(2+...+X'j ont méme loi
e 1pt:P(A,s) = ZIP’([X1+X2+...+Xj:n—k:])

j=z1

d) Montrer que :
Up = Up—1 P1+ ...+ U Pn

forme un systéme complet d’événements

1 pt : La famille ([X; = k), .

o 1 pt : par la formule des probabilités totales :

P(4n) = 5 P(X1 = KN A,)

k=1
= nf P([X1 =k NA,) +P([ X1 =n|NA,)+ +fjo P([X1=k]NA,)
k=1 k=n+1

e lpt:pourtout k>n+1l,ona:[X;=FknNA, =9
e 1 pt:[X;=n|CA,
n—1
e« 1pt: P(An) = kzl P([Xl = k]) X P[Xlzk](An) +P([X1 = n])
(valide car pour tout k € N*, P([X; = k]) # 0)

o 1 pt : on obtient la formule voulue puisque uy = 1 par convention

e) En Python, soit P = [p1,p2, ..., s le vecteur ligne tel que P[j] = pj41 pour j dans [0,n — 1].
Ecrire un programme en Python qui calcule w,, & partir de P.
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import numpy as np
def calcSuiteU(P):
n = len(P) # Récupére la taille de la liste P
U = np.zeros(n+1l) # Vecteur de taille n+l rempli de zéros
U[0] = 1 # Initialisation
# Boucle qui remplit le vecteur U avec les termes de la suite
for k in range(n):
S=20
for i in range(k+1): # Boucle qui calcule une somme
S =8 + Ulk-i] * P[i]
Ulk+1] =S
return U[nl

0 joo 1IN o ot e (w o e

k=B
N = o

e 1 pt:n = len(P) # Récupére la taille de la liste P
o 1 pt : création et initialisation du vecteur U

« 1 pt : boucle qui remplit U

e 2 pts : boucle qui calcule la somme

e 1 pt : renvoie de U[n]

5. Soit A un réel appartenant a ]0, 1[.

Dans cette question, on suppose que X7 suit la loi géométrique de paramétre .
Pour tout entier naturel j non nul, on a donc P([X; = j]) = A(1 — \)7~ 1,

a) Calculer P([X; > k]) pour tout entier naturel & non nul.

+o00

.].pt:[X1>]€]: U [Xlzi}
i=k+1
CIpt:B(X > H)= S B =i)= 5 A1)
i=kt1 i=k+1

e 1pt:P([X;>Fk])=(1-)\F
« 1 pt : arguments incompatibilité et |1 — A\| < 1
b) Calculer Pix ~p([X1 =k + 1]).

e 1pt: Ppop([Xi=k+1) = P%Zf ZD”) (car [X; =k +1] C [X; > k])

e« 1pt: P[X1>k]([X1 =k+1]) =\
¢) Montrer que pour tout entier naturel n non nul : P(4,) = \.
o 1 pt : initialisation
« 3 pts : hérédité
x 1 pt : récurrence forte
x 1 pt : cas up =1 a part
x 1 pt : calculs corrects
6. On suppose dans cette question que p; vérifie 0 < p; < 1 et que po =1 — p1.
Pour simplifier, on posera p = p; = 1 — ps.

a) Que vaut p; pour i supérieur ou égal & 37

« 1 pt : La famille ([X1 = k:]) forme un systéme complet d’événements

keN*
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+oo
e« 1 pt: > pr=0.Or, pour tout k > 3, p; > 0, donc, pour tout k > 3, p, =0
k=3

b) Soit la matrice M = (11) 1 Op)'

Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 : (uu" > =M (Z"_1>.
n—1 n—2

n
e 1 pt:uy=1up_1 p1+uUpn—2 p2+ >, u,_ipr (découpage valide car n > 2)
k=3

e 1 pt:uy=up—1 p+up2 (1_p)
. Un—1 _ D 1 —Pp Un—1 _ P Unp—1 + (1 _p) Unp—2
s () = (007 () = ()
¢) i. Diagonaliser la matrice M.

« 1 pt : \ est valeur propre de M ssi det(M — \3) =0

1 pt: Sp(M) ={p—1,1}
o 1 pt : La matrice M est carrée d’ordre 2 et admet deux valeurs propres distinctes
letp—1(p—1#1 car p# 2). Elle est donc diagonalisable.

1 pt : By (M) = Vect <G>>
1pt: By (M) = Vect <<pz1>>

. _ 1 . (1 p—1 (1 0
e 1 pt: M=PDP ouP-(1 1>etD—<O p—1>

4. Montrer que :

-t L (1 1—p>+(p—1)"1<1—p p—l)

T2 _p\ 1-p 2 p -1 1

_ 1 1 1-p 1 1 1-p
o 1 t:P 1: —_
P det(P) <—1 1 ) 2—p (—1 1 )

« 1 pt : par récurrence immédiate, pour tout n € N* : M»~1 = ppr—tp-!

om0 (0 )

d) i. Exprimer u,, en fonction de p et de n.

o 1 pt : par récurrence immédiate < tn ) = Ml <u1> =M1 (p)
Unp—1 uo 1

e 2pts:u, = Qip (1— (-1

#2. Déterminer lim wu,.
n—-+00

elpt:|p—1<ldonc lim (p—1)"t1=0

n—-+0o0o
1

. 1pt:unn—>—+>ooﬂ
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Troisiéme partie : Etude de la durée de fonctionnement.

Comme dans la partie précédente, on suppose donnée une suite de variables aléatoires (X;);>1 indé-
pendantes et de méme loi, telle que pour tout entier ¢ non nul, X; représente la durée de vie en jours
du i-éme composant en fonctionnement.
Soit k£ un entier naturel non nul. On étudie dans cette partie la durée de fonctionnement prévisible du
systéme si on a k composants & disposition (y compris celui installé au départ).
On notera toujours T = X7 + ... + Xg.
On suppose dans cette partie qu’il existe un réel o > 1 tel que pour tout entier naturel j on ait :
1
P(X1>j])=—
(%> 1) = 1

En particulier, dans toute cette partie, X; admet une espérance, on 1'on notera p = E(X7).
7. Que vaut E(T})?

o« 1 pt : La v.a.r. T; admet une espérance comme somme de v.a.r. qui admettent une
espérance

o 1 pt: E(T) = kpu

o 1 pt : linéarité de 1’espérance citée

8. On suppose, dans cette question, que « est strictement supérieur & 2. La variable aléatoire X

admet donc une variance o2.

a) Calculer V(Ty).

e« 1 pt : La v.a.r. T, admet une variance comme somme de v.a.r. qui admettent une
variance

o 1 pt: V(T}) = ko?
« 1 pt : indépendance des v.a.r. citée

b) Montrer que pour tout réel € strictement positif,

2
o
P([|Tk — kp| = ke]) < —
(T = kel > k) <
e« 1 pt : On applique l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev a la v.a.r. T qui admet
une variance, et avec a = ke

c¢) Déduire que, pour tout réel strictement positif €, on a :

Ty,
lim P|{|— — + =1
L ([kz €lu—e,n 5[})

e 1pt: klim P([|T% — kp| > ke] ) = 0 par théoréme d’encadrement
—+00

elpt: lim P([T,—kul<kel)=1-0=1
pt: lim ([|1T — kp| < ke))

T;
e 1 pt: |1} — k| < ke — f €lp—e,p+e
9. On suppose maintenant uniquement que a > 1 et donc que X n’a pas nécessairement de variance
d’ou I'impossibilité d’appliquer la méthode précédente. On va mettre en ceuvre ce qu’on appelle une
méthode de troncation.
On fixe un entier naturel m strictement positif. Pour tout entier naturel non nul ¢, on définit deux

(m) et Zi(m)

variables aléatoires Y de la fagon suivante

7

{ Xi st Xy <m, (m)
0  sinon. v

{ X, siX; >m,

0  sinon.
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a) Montrer que X; = Yi(m) + Zi(m).

e 1 pt : utilisation d’une issue pour avoir un raisonnement bien rédigé

« 1 pt : disjonction de cas

b) i. En utilisant la question 8.d)i., montrer que :

e 1pt:Z™(Q)={0} U [m+1,+o0]

e 1 pt:lav.a.r. Zl(m) admet une espérance

e 1 pt : La v.a.r. X; vérifie les propriétés de la question 3.
On peut donc utiliser le résultat de la question 3.d).4i. :

,ﬁia et ainsi i P([X; =1]) < @
i

#i. Montrer que :

lop: & s @ o @
T R (T

. 1 pt : par croissance de ’intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant (i < i+1)

o 1 pt : sommation + relation de Chasles
+oo

« 1 pt : L’intégrale impropre / — dx est convergente en tant qu’intégrale
x
m

1
de Riemann, impropre en +oo, d’exposant o > 1. De méme, la série — est
i
convergente en tant que série de Riemann, d’exposant a > 1. On peut donc passer
a la limite dans l’inégalité précédente

42i. Calculer :

e« 1pt: galavz

m

1. En déduire que :

lim E(Z™) =0

m——+00
e 1pt: me) > 0. Ainsi, par croissance de ’espérance : E(Z{m)) >0
« 1 pt : théoréme d’encadrement (0 pt si « —1 > 0 n’est pas écrit)

v. Montrer que
lim IE(Yl(m)) =pu

m——+00

m - .
e« 1 pt:Lav.a.r. Y1( ) admet une espérance comme somme de v.a.r. qui admettent
une espérance

e 1 pt : linéarité de I’espérance

10
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e« 1 pt: lim E(Yl(m)):,u—OZM

m—r—+00

¢) i. Montrer que

() < mxy

e 1 pt : utilisation d’une issue pour raisonner

« 1 pt : disjonction de cas

« 1 pt : propreté des arguments

1. En déduire que

V(Y™) <mu

« 1pt: Yl(m) (©2) = [0, m] donc Yl(m) est finie. Elle admet donc une variance

o 1 pt: formule de Kcenig-Huygens : V(Yl(m)) = E((Yl(m))z) — (IE (Yl(m))) ’ < E((Yl(m))2>

« 1 pt : par croissance de ’espérance : ]E((Yl(m))2> < E(le) =m E(Xl) = mu

d) Soit € un réel strictement positif. Montrer qu’il existe un entier naturel mg non nul tel que pour
tout entier naturel m supérieur ou égal a my,

o].pt:
o].pt:

e 1pt:

o -«

<e€
a—1 =

1
lim @ - 0
m—+oo o — 1 ma—1

Par définition de la notion de limite, il existe un rang mg € N tel que :

V> @ !
m2me | et| <€
« 1 B o 1
a—1 mo-l a—1 mo-l

Jusqu’a la fin du probléme, m désignera un entier supérieur ou égal & my.

e) On note,

pour tout entier naturel £ non nul

Vérifier que :

e 1pt:

question 9.a) citée

f) i. Montrer que :

m Py
e« 1 pt: Lav.a.r. Vk( ) admet une espérance comme somme de v.a.r. admettant une
espérance

« 1 pt : linéarité de 1’espérance

e 1 pt :les v.a.r. X; et donc les v.a.r. Zi(m

)

ont méme loi

#i. En déduire que :

11



E2A 7 décembre 2022
Mathématiques

« 1 pt : inégalité de Markov appliquée a la v.a.r. ¥ = Vk(m) a valeurs positives
(comme somme de v.a.r. a valeurs positives) et qui admet une espérance et a
a=ke

« 1 pt: Vk(m) est a valeurs positives (comme somme de v.a.r. & valeurs positives)
et admet une espérance

g) (i) Montrer que :
E(U™) > kp—k———m'®
o

e« 1 pt: Lav.a.r. U,gm) admet une espérance comme somme de v.a.r. qui admettent
une espérance

« 1 pt : linéarité de ’espérance
« 1 pt : calcul correct
(ii) En déduire que :
E(U,gmh_kﬂ\ < ke

e 1pt: E(Vk(m)) > 0 par croissance de ’espérance et car Vk(m) est a valeurs positives
(comme somme de v.a.r. & valeurs positives) donc ‘ E(U,gm)) —ku ‘ = ku—E(U,gm))

« 1pt:ku—EU™) <k ml=o < ke

o —

(iii) Montrer que :
P([\Ukﬁm)—km > 2/<;8D < P([\U,gm)—E(U,gm))] > ksD
e 1 pt : D’aprés I’inégalité triangulaire :
U (@) —hul < | U () —E(U) |+ BO™) ~ k|

e 1pt: | U™ (W) —EU™) | > ke
e 1 pt : croissance de P

(iv) Montrer que :
V(U™ < kmp

e« 1 pt : les v.a.r. X; sont indépendantes. Il en est donc de méme des v.a.r. Yi(m)

d’aprés le lemme des coalitions

m . . -
e« 1 pt: La v.a.r. U,E ) admet une variance comme somme de v.a.r. indépendantes
qui admettent une variance

e 1pt: V(U™) = kv(v,™)
(v) En déduire que :
mp

P([\U,g"‘)—kuy > Qk:ED < 5

o 1 pt : on applique l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev a la v.a.r. Y = U,gm) qui
admet une variance (d’aprés la question précédente) et & a = ke > 0 :
(m)
V(U™

P([lUf™ —EU™)| > ke]) < =

« 1 pt: d’aprés la question 9.g)iii : IP( [|U,§m) — kp)| = 2k5} ) < P( [\Uém) - E(Ulgm)ﬂ > k‘s} )

12
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. 1pt: (O o K myp
k22 kZe2 ke?
h) (i) Montrer que pour tout couple d’événements A et B dans A, on a :

(%)

(iii)

()

P(ANB) > P(A)+P(B) -1

e 1pt:P(ANB) = P(A)+P(B)—-P(AUB)
«1pt:P(AUB) <1

En appliquant I'inégalité précédente aux événements :
A= [ (m><k5} ot B= [U(m)e]k( — %),k
= | Vi =Yg = 2¢), k(p+ 2e)]
montrer que :
P ([T, € Jk(p — 3¢), k(u+3¢)[]) = P ([v,j’“ < ke})w ([U,ﬁm € k(i — 2¢), k(p + 25)[} )71

« 1 pt : Il s’agit de montrer que [T} € |k(u—3¢),k(n+3¢)[] D ANB
o 1 pt : utilisation d’une issue

« 1 pt : sommation des deux encadrements

Déduire des questions précédentes que pour tout réel € strictement positif, et pour tout entier
m supérieur ou égal & mg, on a pour tout entier naturel £ non nul :

P([ Ty € b(u—3¢) k(ut3e)]) > 1- @M _mu

F a s - a—1 ¢ ke?

(m) (m) o m

cipt PG <ke|) = 1-P (W s ke]) > 1
a—1 ¢

e 1pt:P([ UM —kp| < 2ke]) = L—P([[U"—k| > 2ke]) > 1—%
C1pt: [ [Uf —kul < 2kel = [ U € k(- 26), k(e + 22)]
Pour k assez grand, appliquer l'inégalité précédente & un entier my € [\/E, 2\/%] et conclure

que :
T
lim ]P’({kke}u—?)s,u—i—?)s[] > =1

k—+o0

o 1 pt : Le résultat de la question précédente est vérifié pour tout entier m > my
et pour tout k € N*. Choisissons alors k € N* tel que vk > mg et considérons
my € [Vk,V2k]. Alors :

me\/%Zmo

et on peut appliquer ’inégalité de la question précédente en m = my

1 ot : o} 1 S o} 1
t o Phe (a—1) ¢ mg_l 7 (a—-1)¢ (Vk)o1
my p vk f
« 1 pt:— > =2 = -2
P k &2 k &2 \/E £2

e 1 pt : théoréme d’encadrement
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