Lycée Carnot Fonctions usuelles : I’essentiel a savoir E2A

1 Fonctions linéaires

Ce sont les fonctions de la forme f : x = ax ou a est une constante réelle.

Ezxemple 1.
1. frxmx 3. fixw 22
45 4
Y Y
2+ 2+
! Il Il x | ! Il Il :I; |
-4 -2 2 4 —‘4 -2 2 4
o ol
i b
2. firxeo —x 4. fix - =bx
45 4
Y Y
2+ 2+
! Il Il :L‘ | ! Il Il x |
-4 -2 2 4 —‘4 -2 2 4
i o
al L

Les courbes représentatives des fonctions linéaires sont des droites qui passent par l'origine.
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2 Fonctions affines

Ce sont les fonctions de la forme f : x = ax + b ou a et b sont des constantes réelles.

Ezxemple 2.
1. frxw-22 4. fixz e =5z -10
45 4
Y Y
2 1 o |
! Il Il x | ! Il x |
o i 2 s o i > s
o ol
i b
2. firxm -z +3 5 firxmax—-4
45 4
\ y y
2 1 2+
—‘4 —‘2 2‘ 4 —‘4 —‘2 ‘2 4
o ol
g L -4
3. fixm2x+5 6. fix=>3x-T7
45 45
Y Y
2+ 2+
! Il Il x | ! Il Il :I; |
L i > s o 5 > 4
] ol
i b

Les courbes représentatives des fonctions affines sont des droites.
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Ce vocabulaire est également utilisé dans le domaine des probabilités. En effet, on parle parfois de transformation
affine pour les v.a.r. .

Ezemple 3. Dans les exemples suivants, Y est une transformée affine de X. On dit aussi que 'on a construit Y par
transformation affine de X.

1. Y =2X 4. Y =-5X+10
2.Y==-X+3 5. Y =X -4
3.Y =2X+5 6. Y =3X-7

Reconnaitre que Y est une transformée affine de X permet de
e démontrer rapidement des propriétés sur Y (existence d’espérance, de variance, . ..)
o faire un calcul rapide de certains objets (espérance, variance, ...)
e trouver la loi de Y dans certains cas ou X suit une loi usuelle

il est donc tres important de ne pas passer a c6té de cette information.

A retenir. |Y =aX + b est une transformée affine de X si a et b sont des constantes réelles.
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3 Fonctions polynomiales

. 2 N
Ce sont les fonctions de la forme f : x = ag + a1z + agx” ++++ + a,x" ol ag, a, ..

A retenir.
polynomiale.

Ezxemple 4.

., a,, sont des constantes réelles.

Les puissances sur la variable x sont forcément des entiers positifs pour pouvoir parler de fonction

1. f:axe 2” est une fonction polynomiale

4

2. fixo —1+3x— 42° + 72° est une fonction polynomiale

1 . .
3. f:xm 23 n’est pas une fonction polynomiale car

2

)

3

n’est pas un entier

4

Y
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4. f:x e w% n’est pas une fonction polynomiale (c’est I'inverse d’une fonction polynomiale)

4 4

5. En général, pour a € R, on ne peut pas dire que f : 2 = 2 est une fonction polynomiale (car a peut ne pas étre
un entier positif). Voir la partie suivante.

6. Sia>0, f:ax- zi n’est pas une fonction polynomiale

a

4 Fonctions puissances

. a N 7
Ce sont les fonctions de la forme f : x = 2" ou a est une constante réelle.

On a par définition, pour tout z > 0,

C IR In(z)

Une telle fonction puissance est donc définie sur ]0, +00[ (c’est le méme intervalle de définition que la fonction In).

A retenir. Il ne faut pas confondre une telle fonction avec une fonction polynomiale lorsque 1’on veut justifier la

régularité. | On pourra affirmer que f : z — 2% est de classe C* sur ]0, +00[.
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5 Fonction carrée

Il s’agit de la fonction f : x 22

Il faut connaltre par coeur les propriétés qui suivent.
e son ensemble de définition : R
e ses propriétés remarquables :
1. pour tout (z,y) € [0, +00[, z =y = z° =¢°
2. pour tout (z,y) €] - 0,0[, z =y < 2° =1’
3. pour tout x € R et pour tout a =0 :

x2Sa — —\/Esxs\/a

4. pour tout z € R et pour tout a = 0: 2° 2 a = (z < —ya ou Va <)
e sa dérivée : pour tout z € R, f'(z) = 2z
e ses variations : f est strictement croissante sur R* et strictement décroissante sur R~

.y . 2 . 2
e gses limites : lim z” = +oc0 et lim z° = +00
Tr——00 Tr—+00

e son tableau de variations (qui résume plusieurs propriétés) :

x — 00 0 +00
Signe de f'(z) - 0 +
+00 +00
Variations de f \ /
0

e sa convexité : la fonction f est strictement convexe sur R
(preuve : pour tout x € R, f"(x) =2>0)
e son graphe :
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6 Fonction racine carrée

11 s’agit de la fonction f: z - /z.

Il faut connaltre par coeur les propriétés qui suivent.

son ensemble de définition : R™ = [0, +00[
son ensemble de dérivation : R} =]0, +oo[
ses propriétés remarquables :
1. pour tout z €R", yz 20
2. pour tout (a,b) € (R*)?, vab = yavh
1

sa dérivée : pour tout z € R} =]0, +oo[, f'(x) = 5

. . . . +
ses variations : f est strictement croissante sur R

(preuve : pour tout x € R}, f'(x) = ﬁf >0 et f est continue en 0)

ses limites : lim +x = +00

r—+00

son tableau de variations (qui résume plusieurs propriétés) :

+00

Signe de f'(z) +

Variations de f /

sa convexité : la fonction f est strictement concave sur R*
(prewve : pour tout x € Ry, f'(z) = ——5 < 0)
4x2

IS

son graphe :
.
Y
i
AN
7‘4 7‘2 ‘2 ‘
o
ol
sa fonction réciproque : pour tout = € R, (\/5)2 =zet vV’ =2z

. . . g . PIEY +
(sa fonction réciproque est la restriction de la fonction carrée ¢ R")
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7 Fonction exponentielle

Il s’agit de la fonction exp : = — e”.
Il faut connaltre par coeur les propriétés qui suivent.
e son ensemble de définition : R
e ses propriétés remarquables :
1. pour tout z € R, e” > 0

2. pour tout (a,b) € R?, "’ = ¢

ax

3. pour tout x € R, pour tout a € R, (ew)a =e
e sa dérivée : pour tout = € R, exp'(z) = exp(z) = "
e ses variations : exp est strictement croissante sur R
(prewve : pour tout z € R, exp'(z) = ¢” > 0)
e ses limites : lim e =0et lim e’ = +o0
xr——00 Tr—+00

e son tableau de variations (qui résume plusieurs propriétés) :

e sa convexité : la fonction exp est strictement convexe sur R
(preuve : pour tout x € R, exp'(x) = ¢ > 0)
e linégalité de convexité classique : pour tout z € R, e = 1 + x

e son graphe :

x -0 +00
Signe de exp'(z)
+00
Variations de exp /
0
.
Y
s |
_/ .13 |
-4 -2 4
o |
a L
1
n(z) _ x

e sa fonction réciproque : pour tout x € R, In (er) = x et, pour tout x >0, e
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8 Fonction logarithme

11 s’agit de la fonction In : x — In(x).
Il faut connaltre par coeur les propriétés qui suivent.
e son ensemble de définition : ]0, +oo[
e ses propriétés remarquables :
1. pour tout (a,b) €]0, +0o[?, In(ab) = In(a) + In(b)
2. pour tout a €]0, +oo[ et pour tout b € R, ln(ab) =bln(a)

e sa dérivée : pour tout = € R, In'(z) = %

e ses variations : In est strictement croissante sur ]0, +00[
(preuve : pour tout x €]0, +0o[, In'(z) = % >0)

e ses limites : ;iil(l) In(xz) = —o0 et IEIPM In(x) = +00

e son tableau de variations (qui résume plusieurs propriétés) :

x 0 +00
Signe de In'(z) +
+00
Variations de In /
—00

e sa convexité : la fonction In est strictement concave sur 10, +00[
1
(prewve : pour tout z €]0, +oo[, In"(z) = -— <0)
x

e l'inégalité de convexité classique : pour tout z €]0, +oo[, In(z) <z -1
qu’il faut également savoir reconnaitre sous la forme : pour tout = > =1, In(1 + z) < x

e son graphe :

In(z) -

e sa fonction réciproque : pour tout = € R, In(e”) = z et, pour tout z > 0, e x



Lycée Carnot Fonctions usuelles : I’essentiel a savoir

E2A

9 Fonction valeur absolue

11 s’agit de la fonction f : x +— |x| définie par « cas » : pour tout = € R,

T siz=0
|z| = .
—r six<0

Il faut connaitre par cceur les propriétés qui suivent.
e son ensemble de définition : R
e ses propriétés remarquables :
1. pourtout z € R, |z| =0 & =0

2. pour tout a > 0, pour tout x € R,

‘|x|=a=x=a ou x=—a‘

3. pour tout a = 0 et pour tout z € R,

‘|a:|$a = —a<r<a = xE[—a,a]‘

4. pour tout a = 0 et pour tout x € R,

|z| 2a & x<-a ou zza

< z €]—-00,—-a]U[a,+00[

o ses limites : lim |z| = +o0 et lim |z| = 400
T——00 T—+00

e son tableau de variations (qui résume plusieurs propriétés) :

+00

Signe de f'(z) -

Variations de f \ /

+00

e son graphe :

Il est essentiel de connaitre les deux propriétés remarquables listées ci-dessus pour résoudre certains exercices clas-
siques de probabilité (étude de la valeur absolue d’une v.a.r. , utilisation de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour

construire un intervalle de confiance).

10
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10 Fonction partie entiere

Il s’agit en fait de deux fonctions : la partie entiere inférieure |.] : @ — | x| et la partie enti¢re supérieure [.]: z ~ [z].

Definition 1. Soit x € R. La partie enticre inférieure de x, notée | x|, est le plus grand entier relatif k vérifiant k < x.

Autrement dit,
|z] =max{ke€Z|k<x}

Definition 2. Soit « € R. La partie entiére supérieure de x, notée [x], est le plus petit entier relatif k vérifiant k > x.

Autrement dit,
[z] =min{k € Z| k > x}

Ces deux fonctions sont reliées par la relation : pour tout z € R,

[2]=lz]+1

Il suffit alors de connaitre par coeur les propriétés suivantes de la fonction partie entiere inférieure.
e son ensemble de définition : R

e l'encadrement remarquable : pour tout x € R,

‘LxJSa:<|_xJ+1‘

qui donne I'équivalence fondamentale : pour tout k € Z, pour tout x € R,

‘|_acJ=k — kSa:<k:+1‘

e son graphe :

Yy
—-
2 ——-
——-
L x
4 2 0 r 2 fi
-
- 2
-
—t »

Il est essentiel de connaitre les deux propriétés remarquables listées ci-dessus pour résoudre certains exercices classiques
de probabilité, typiquement I’étude de la partie entiére d’une v.a.r. (permettant de construire une v.a.r. discréte a
partir d’une v.a.r. a densité).

11
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11 Fonction partie fractionnaire

Moins importante que la fonction partie entiere mais apparaissant tout de méme régulierement dans les sujets du
TOP 3, il est bon de connaitre la fonction partie fractionnaire, souvent notée z +— {x}. Elle est définie par : pour tout

z € R,
{z} =2 -]

Pour se préparer efficacement au top 3 (la fonction partie fractionnaire peut également tomber dans les sujets TOP 5
mais c’est plus rare), il faut connaitre par cceur les propriétés qui suivent.

e son ensemble de définition : R

e l'encadrement remarquable : pour tout x € R,

e la résolution d’inégalités :

1. pour tout y € [0,1[,

Os{z}<sy < FkeZ k<sz<sk+y

= 1€ U[k‘,kz+y]
keZ

2. pour tout y € [0, 1[,

y<{r}<l & FkeZ k+ysz<k+1

= zr€ U[k+y,k+1[
k€eZ

e son graphe :

4

Ici encore, il est essentiel de savoir résoudre les inégalités avec la partie fractionnaire pour les exercices de probabilités
faisant intervenir cette transformation de v.a.r. .

12
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12 Fonctions min et max

Les fonctions min et max sont différentes des fonctions précédentes au sens ou elles prennent en argument plusieurs
variables (au lieu d’une seule). Elles sont réguliérement utilisées dans les exercices de probabilités pour construire de
nouvelles v.a.r. a partir de v.a.r. suivant des lois usuelles.

Commencgons par une définition utilisant deux variables.

Definition 3. Soit (a,b) € R*.

e min(a,b) est égal au plus petit des deux nombres a et b. Autrement dit,

a sia<b
b sib<a

min(a,b) = {

e max(a,b) est égal au plus grand des deux nombres a et b. Autrement dit,

b sia<b

max(a,b) = {

a sib<a

Il faut connaitre par cceur les propriétés qui suivent. Pour tout (a,b) € R? et pour tout z € R,
e min(a,b) 2z & a2z et b2z
e max(a,b)sx < a<z et bsz
e min(a,b) < a < max(a,b)
e min(a,b) < b < max(a,b)
e min(a,b) + max(a,b) =a+b

Généralisons maintenant 1'usage des fonctions min et max a n variables.

Definition 4. Soit (z1,...,z,) € R™.

e min(zq,...,z,) est égal au plus petit nombre parmi les nombres z1,...,z,.
e max(x;,...,x,) est égal au plus grand nombre parmi les nombres x4, ..., ,,.
Il faut connaitre par coeur les propriétés qui suivent. Pour tout (z1,...,x,) € R" et pour tout = € R,
o min(xy,...,2,) 22 < Vie[l,n], x; 22
o max(x1,...,z,) S < Vie[l,n], z; sz
e pour tout ¢ € [1,n], min(zy,...,z,) <€ z; < max(zy,...,2,)

13
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13 Exercices

On regroupe dans cette partie plusieurs (bouts de) questions classiques de concours, qui utilisent toutes les propriétés
remarquables des fonctions usuelles citées précédemment.

Exercice 1 : Soit X une v.a.r. et soit x = 0. On note Y = X”. Ecrire les événements suivants & 'aide d’événements
portant sur X :

° [Y=0]
o [V =1]
o [V <2x]

Exercice 2 : Démontrer les deux inégalités suivantes en utilisant un argument de convexité.
1. Pour tout z € R, e = 1 + z.
2. Pour tout = > =1, In(1 + z) < z.

Exercice 3 : Soit (z,m) € R” et soit £ > 0. Traduire par équivalence I'inégalité |z — m| < € en un encadrement de m.

Exercice 4 : Soit X une v.a.r. , soit kK € Z et soit x € R. On note Y = | X | la partie entiere de X. Ecrire les
événements suivants a ’aide d’événements portant sur X :

o [V =k]
o [V <1]

Exercice 5 : Soit X une v.a.r. et soit x € [0,1[. On note Z = {X} = X — | X ] la partie fractionnaire de X. Ecrire les
événements suivants a ’aide d’une union d’événements portant sur X :

e [Z=0]
o [Z < x]
o [Z>1zx]

Exercice 6 : Soient Xi,...,X,, des v.a.r. et soit x € R. Ecrire les événements suivants a l’aide d’une intersection
d’événements portant sur les X :

e [min(Xy,...,X,,) > z]
o [max(Xy,...,X,) < z]

14
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