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DS5 baréme (version A)

Probléme 1 (sujet maison)

Partie I : Etude d’une matrice A

2 =2 2
On considére la matrice carrée A = ( 1 1 2 ) .

1. a)

b)

2. a)

b)

-2 0 =3

On compile le code Python suivant :

import numpy as np

import numpy.linalg as al

A = np.array([[2,-2,2],[1,1,2],[-2,0,-3]1)
print(al.matrix_power(A,3))

s e o =

et on obtient I'affichage :

1 [[ 2 -2 2]
2 [ 1 1 2]
3 [-2 0 -3]]

Traduire ce résultat par une égalité entre deux matrices.

elpt: A=A

En déduire les valeurs propres possibles de A.

e 1pt:P(X)=X>-X=X(X~-1)(X +1) est un polynéme annulateur de A
« 1 pt : Sp(A) C {racines de P(X)}

o 1 pt : les valeurs propres possibles de A sont —1, 0 et 1

Déterminer Sp(A) et une base de chacun des sous-espaces propres de A.

e 2 pts: El(A):Vect< ( ? ) )
)

« 1 pt: E_1(A) # {04, } donc —1 est valeur propre de A

.1pt:]~"1—<< ) est une base de E_;(A)

)
« 1 pt: Eg(A) Vect(( ))
Cpt: B(4) vect<( ))

Démontrer qu'il existe une matrice P € .#3(R) inversible, dont la premiére ligne est (2 3 —2),
et une matrice D € .#3(R) diagonale, dont les coefficients diagonaux sont dans 'ordre croissant,
qui vérifient A = PDP~!. On explicitera les matrices P et D.

e 1 pt : La matrice A est carrée d’ordre 3 et admet trois valeurs propres distinctes
donc A est diagonalisable
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2 3 =2 -1 0 0
elpt: P=| 1 1 0 )JetD=|0 00
-2 =2 1 0 0 1
« 1 pt : Par la formule de changement de base, on a bien A = PDP~!
ou P est obtenue par concaténation des bases des sous-espaces propres

Partie II : Exponentielle d’une matrice carrée

Si (an), (bn), (cn), (dn),(en), (fn),(gn), (hn), (in) désignent neuf suites convergentes, de limites res-
pectives a, b, c,d, e, f,g,h,i, et si (My,)nen est une suite de matrices de .#3(R) définie par

an by ¢y
Vn € N, M, = dn €n fn )
In hn in

on dit que la suite de matrices (M, )nen admet une limite coefficient par coefficient, et on le note

a b c

a b c
lim M,=1[|d e f ou M, — d e
g h

S

n—-+00 n—-+o00

g h 1 1

Si M € .#5(R), on pose, pour tout entier naturel n,

S (M) = M*.

k=0

| =

M

Lorsque (S, (M))nen admet une limite coefficient par coefficient, on note e cette limite.

3. Deux résultats théoriques. On utilisera les notations du préambule de la partie II pour les preuves.

a) Soit M € .#3(R) et soit () une suite réelle convergente, de limite ¢. Montrer que la suite de
matrices (ay, M) admet une limite coefficient par coefficient et que

lim o,M =¢{M

n—-+o0o
e 2 pts : calcul correct

b) Soient (M,) et (M]) deux suites de matrices de .#5(R) qui admettent chacune une limite
coefficient par coefficient. On note lim,_, oo M, = M et lim, 1 M, = M’. Montrer que les
suites de matrices (M, + M) et (M, M) admettent chacune une limite coefficient par coefficient
et que

lim M, +M =M + M’ et lim M, M, = MM’

n—-+0o00 n——+oo
e 1 pt : calcul correct pour la somme

e 2 pts : calcul correct pour le produit

Les candidat-es devront référer précisément a ces questions lorsque ces résultats seront utilisés.

a 0 0 e 0 0
4. Montrer que, siD= |0 b 0], alors e existe et vaut e? = [ 0 e* 0
0 0 ¢ 0 0 e
Ainsi, on a montré que ’exponentielle d’une matrice diagonale est une matrice diagonale.
a0 0
elpt:DE=[0 b 0
0 0 c*
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n
> ak 0 0
k=0
« 1pt:S,(D)= 0 S bk 0
k=0
N1k
k=0
o 1 pt : reconnaissance des sommes partielles de séries exponentielles
011
5. Dans cette question uniquement, la matrice M est donnée par M = [0 0 1
0 00

a) Calculer M? et M?3. En déduire la matrice M* pour tout entier naturel k.

0 11 011 0 01
elpt: M?2=10 0 1 0 01)]=10 020
0 00 0 00 000
0 01 011 0 00
elpt:M3=10 0 0 0 01)]=(000
0 00 0 00 0 00

o 1 pt : synthése

b) Donner, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, 'expression de S, (M ). En déduire 'existence

et Pexpression de la matrice M.

113
e 2pts: S, (M)=[0 1 1
0 0 1

« 1 pt: eM existe et eM =

S O =
O = =
— =l

6. Dans cette question uniquement, la matrice M est donnée par M =

[ T —
—_ = =
—_ = =

a) Calculer M? et M3 en fonction de M.
e 1pt: M?>=3M
e 1 pt: M3=3°M

b) Soit k € N*. Conjecturer une formule simple pour I’expression de M* puis la démontrer par
récurrence.

« 1 pt : conjecture, pour tout k € N*, M+ = 3F-1)
« 1 pt : initialisation
o 1 pt : hérédité

¢) Soit n € N. Montrer que

e 2 pts : calcul

d) En déduire que e existe et que
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nook
.1pt:§<2‘z!—1> — %(e?’—l)

n P
e 1 pt : d’aprés la question 3.a), % (Z %lf - 1> M — edg—flM
k

n—-+o00

n
. 1 pt : d’aprés la question 3.b), S,(M) =1+ } (Z %If - 1) M — I+ e3§1M
k=0 n—+oo

7. Dans cette question, on considére la matrice A de la Partie I et on fixe un réel t.

a) Déduire de la question 2.b) que, pour tout n € N,
S, (tA) = PS,(tD)P~!

«1pt: A= PDP~'. On en déduit par récurrence immeédiate que, pour tout k € N,
Ak = ppFp—1
e 1 pt: S,(tA) = PS,(tD)P~!

A

b) Conclure que et existe et en donner une expression sous la forme et4 = PA(t)P~1.

On explicitera la matrice A(t) sous forme de tableau matriciel en fonction de t.

« 1 pt : D’aprés la question 4, la matrice e'” existe et vaut
et 0 0 et 0 0
eP=(0 € o|=[0 1 0
0 0 e 0 0 e

o 1 pt : D’aprés la question 3.b) et la question précédente, on a alors

S,(tA) = PS,(tD)P~! — PpPe!Pp~!

n—-+oo
. 1 pt : e existe et e = PA(t)P~! avec
0 0
Aty=eP =0 1 0
0

et

En généralisant ce résultat, on montre alors que l’exponentielle d’une matrice diagonalisable est une
matrice diagonalisable (on ne demande pas de le faire).

Partie III : Etude d’un systéme différentiel linéaire

On considére le systéme différentiel linéaire suivant :

2 = 2z@) — 2y(t) + 2z2(¢)
(S):q v = =) + y@) + 22()
Z(t) = —2zx(t) — 3z(t)

x(t)

oil les inconnues z,y, z sont des fonctions de classe C* sur R. Pour tout ¢ € R, on note X (t) = | y(t) |.

z(t)

8. Montrer que X est solution de (5) si et seulement si, pour tout ¢t € R, X'(t) = AX(t), ou A est la
matrice étudiée dans la partie I.

e 1 pt : équivalence bien écrite

9. Déterminer 'ensemble des états d’équilibre du systéme différentiel linéaire (.5).
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u

e 1 pt: (u,v,w) est un état d’équilibre de (5) <— (v) € Ey(A)
w

« 1 pt : ’ensemble des états d’équilibre de (S) est
Vect ((3,1,-2)) = {A(3,1,-2) | A e R}
10. Soit tg € R et soient X et Y deux solutions de (5). On suppose que X (tg) = Y (tp). Que peut-on
en déduire sur X et Y 7

e 1 pt: X et Y sont solutions du méme probléme de Cauchy

« 1 pt : tout probléme de Cauchy admet une unique solution

11. Montrer que les solutions de (5) sont de la forme

X(t) = O‘e_thl + ﬂUO + 76tU17 (O[, 57 7) € Rg

2 3 -2
oulU_1=|(1],Up=|1)|etU=1[0].
-2 -2 1

« 1 pt : La matrice A est diagonalisable (cf question 2.b))

« 1 pt : on a montré a la question 2.a) que (U_1,Uy, U;) est une base de .#31(R) formée
de vecteurs propres de A.

12. On considére dans cette question deux problémes de Cauchy :

X'(t) = AX(t) X'(t) = AX(t)
9 3
(P1) x0)= | 4 et (P2) X(0) = | 2
-8 -3

a) i) Déterminer I'unique solution du probléme de Cauchy (P1), que l'on notera X;.
20 +38 —2v=9
e 1 pt : écriture correcte du systéme a + B =4
—2a —-28 + y=-8

9 o =3
elpt:aU_1+8Us+yU1=| 4 | < IS =1
-8 v =0

—6et -2
#) Montrer que la trajectoire associée a la solution X; est convergente. Expliciter le point
limite (41,02, ¢3). Quelle propriété posséde ce point limite vis-a-vis du systéme différentiel
linéaire (S) 7

6e t+3
e« 1 pt: Xl(t) = 3e_tU_1 + Uy = 3et4+1

e 1 pt:ai(t) — 3,y1(t) — 1et2(t) — —2. Ainsi la trajectoire associée a
t——+o00 t—+o00 t——+o0
la solution X; est convergente, de point limite (¢1,¢2,/¢3) = (3,1,—-2)
e 1 pt : d’aprés la question 9, ce point limite est un état d’équilibre du systéme
différentiel (5)

b) i) Déterminer I'unique solution du probléme de Cauchy (P2), que 'on notera Xs.
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2 +38 —2y=3
e 1 pt : écriture correcte du systéme a + B =2
—2a —-28 4+ v=-3

3 @ -
.1pt:aU1+BUo+'yU1:(2) = B =1
-3

2e~! + 3 — 2et
e 1 pt: Xo(t)=e 'U_1 +Uy+ellU; = et +1
—2et—24+¢t

#) Montrer que la trajectoire associée a la solution X5 est divergente.

o 1 pt: 29(¢) t—+> +o00. La trajectoire associée a la solution X5 est divergente.
—+00

c) On a représenté page suivante les tracés de 4 solutions du systéme différentiel linéaire (S). Dire

quels sont les tracés associés aux solutions X7 et Xo étudiées ci-dessus. On justifiera les réponses.

« 1 pt : La figure 4 est la seule ou ’on a z(t) t—+> +o00. Ainsi, cette figure correspond
—+00
nécessairement a la solution X5.

« 2 pts : Dans la figure 3, on a z(¢) tT —o00. Donc cette figure correspond a une
—+00

trajectoire divergente. Ainsi, cette figure ne correspond pas a la solution Xj.

. L L B Y
Dans la figure 1, on a tl>1+moo x(t) = tl}inoo y(t) = tl>1+moo z(t) = 0. Cette propriété n’est

pas vérifiée par la solution X; donc cette figure ne correspond pas a Xj.

Par élimination, la figure 2 correspond a la solution X;. De plus, en lisant approxi-

mativement les valeurs limites sur le graphe, le tracé est cohérent avec le fait que
1et —2.

z1(?) t—:)oo 3 1(?) t:oo et z1(1) M

—+00

13. Dans cette question, on souhaite faire le lien entre la résolution d’un systéme différentiel linéaire
(homogeéne) et ’exponentielle de matrice introduite a la partie II.

a) On fixe (o, 8,7) € R? et on considére la solution de (S) :

X(t) = ae”'U_1 + BUy + ve'Uy

«
On pose C' = P (B) € 51 (R). Montrer que, pour tout t € R, X (t) = e!AC.
v

e 2 pts : calcul correct

b) Commenter le résultat obtenu a la question précédente, au regard des résultats du cours sur les

équations différentielles linéaires du premier ordre & coefficient constant.

o 1 pt : la formule obtenue est analogue
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Exercice 2 (provenance inconnue + sujet maison)

1. On pose f la fonction définie par :

B WP,
vz € R, f(z)= T exp 5 six >
0 sinon
a) Montrer que f est une densité de probabilité.
« 1 pt : continuité sur | — o00,0] et |0, +oo[ (ouverts!)

e« 1 pt:VzeR, f(z) >0 par disjonction de cas

+o0o +oo
.1pt:/_ f(t)dt:/o (1) dt

A 2
« 1 pt: /0 f(t) dt = —exp <—f;>

Dans la suite de cette question, on note X une variable aléatoire admettant f pour densité.

+1 — 1
A——+oo

b) Déterminer la fonction de répartition F'x de X.

e 1 pt: X(Q)=[0,+00[ car f est nulle en dehors de [0, +oo|

elpt:size]—o00,0[, Fx(z)=0

e 1 pt:sizel0,+oof, Fx(z) :/
[0, +00[)

2
e 1 pt:puis=1—exp <—2>

f(t) dt :/ f(t) dt (car f est nulle en dehors de
0
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c¢) On pose Y = X?2. Déterminer la fonction de répartition de Y. Reconnaitre la loi de Y.

1 pt : ensemble image Y () C [0, +o0]

1pt: Fy(x)=0siz<0

1pt: Fy(z) =P([—vr < X <Vz]) = Fx(\/x) — Fx(—+/x) si z € [0, +o0|
1pt: Fy(z)=1—e"2 sixel0,4o00]

1
1 pt : reconnaitre la fonction de répartition de la loi £ <2>

2. On pose ¢ la fonction définie par :

ar™® siz>1

v‘/EER’Q(“T):{O siz<1

a) Pour quelle valeur de « la fonction g est une densité de probabilité ?

b)

+o0 1
1pt:/ ™ de =2
1 3

1 pt : si g est une densité de probabilité, alors a = 3

2 pts : réciproque si a =3

Dans la suite de cette question, on suppose que o prend cette valeur et on note Z une variable
aléatoire admettant g pour densité.

Déterminer la fonction de répartition Fy de Z.

1 pt: Z(2) = [1,+00[ car g est nulle en dehors de [1,+o00|
1pt:size]—o0,1], Fz(x)=0

1 pt:sizell,+oo], Fz(x) :/

x

g(t) dt = / g(t) dt (car g est nulle en dehors de
1

—00
[1,+00)
1
« 1 pt:puis=1-—
x
On pose W = —2Z + 1. Déterminer la fonction de répartition de W puis montrer que W est une

variable aléatoire a densité et expliciter une densité de W'.

1 pt : ensemble image W (Q2) =] — oo, —1]
1pt: Fyy(w)=1siw>-1
3 .

1pt:FW(w):(137w)3$1w<—l
1 pt : argument Z est a densité
1 pt : Fiy est de classe C! sur | — oo, —1[ et | — 1, +o00]
1 pt : Fyy est continue sur R
1 pt : On pose

3x22(1—w)™ siw< -1

frw— (1=w) . v
0 siw>—1

puis on pose f(—1) = 0. La fonction f ainsi définie est une densité de W
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Exercice 3 (EML 2018)
Dans tout cet exercice, f désigne la fonction définie sur |0, 4+oo| par :

Vz € ]0,4o00[, f(z) =z —In(x)

Partie I : Etude de la fonction f

1. Dresser le tableau de variations de f en précisant ses limites en 0 et en +o0.
z—1

- 1 pt : f dérivable sur |0, +oo] et f'(z) =
x

-1pt:lim f(z)=+o0
z—0
-1pt: lim f(z)=+o0

r——+00

2. Montrer que 'équation f(x) = 2, d’inconnue z € 0,400, admet exactement deux solutions, que
I’on note a et b, telles que 0 < a <1 <b.

- 3 pts : théoréme de la bijection sur |0, 1[ (1 pt hypothéses, 1 pt f(]0, 1[) =]1, +o0[, 1 pt
2 € |1,+0o0)

- 1 pt : théoréme de la bijection sur |1, +o0]

3. Montrer : b € [2,4]. On donne : In(2) ~ 0, 7.
-1pt: f(2)<2
-1pt: f(4)=>2

- 1 pt : restriction de f a |1, +oo[ strictement croissante sur |1, +o0]

Partie II : Etude d’une fonction définie par une intégrale

On note @ la fonction donnée par :
2x
1
d(x) = —— dt
W=/, 7

4. Montrer que ® est bien définie et dérivable sur |0, +00[, et que l'on a :

In(2) — In(x)
(x — In(x))(2z — In(22))

Vz € )0, +oo[, ®'(x) =

1
- 1 pt : — admet une primitive G de classe C! sur |0, +oo]

f
- 1 pt : ® de classe C! sur |0, +oo| (par composition)
In(2) — In(x)

-1pt: CI)/(;C) = (z — In(z))(2z — In(2z))

5. En déduire les variations de ® sur ]0, 4o00].

- 1 pt : signe de ®'(x) et variations de ®

6. Montrer : Vo € 10, +o0[, 0 < ®(x) < z.

f(t)

- 1 pt : croissance de ’intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant
-1pt:0<P(x)<

-1pt:0< < 1 par décroissance de la fonction inverse sur |0, +oof
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7. a) Montrer que ® est prolongeable par continuité en 0.
On note encore ® la fonction ainsi prolongée. Préciser alors ®(0).

- 1 pt : théoréme d’encadrement
b) Montrer : lim ®'(z) = 0.
z—0
On admet que la fonction ® est alors dérivable en 0 et que ®'(0) = 0.

-1pt

8. On donne ®(2) ~ 1,1 et on admet que lirJ]rn ®(z) =In(2) ~0, 7.
T—+00
Tracer 'allure de la courbe représentative de la fonction @ ainsi que la tangente & la courbe au

point d’abscisse 0.

- 4 pts : 1 pt tangente en 0, 1 pt tangente en 2, 1 pt cohérence courbe ¢, 1 pt propreté
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