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Probléme

On considére la fonction ¢ définie sur | — oo, 1] par :

r+(1—2)In(l—2) siz<l1
VIL’E]—OO,l], (p(:r):{

1 sixz=1

Partie A : Etude de la fonction ¢
1. Montrer que la fonction ¢ est continue sur | — oo, 1].

Démonstration.
La fonction ¢ est continue :

e sur | — 0o, 1] en tant que somme et produit de fonctions continues sur | — oo, 1[.

Notons que la fonction ¢g : x +— In(1 — ) est continue sur | — oo, 1] car elle est la composée

g=g200 de:

x g1:x—1—xquiest:
- continue sur | — oo, 1],
- telle que : g1(] — o0, 1[) C 0, 400].

x g2 1« — In(z) qui est continue sur |0, +oo.

e« en 1. En effet :

x d’une part, avec le changement de variable u =1 — x :

lim (1-2z)In(l—2z) = lim v In(u) = 0 (par croissances comparées)
z—1 u—0

Dou: lim p(z)=14+0=1.
z—1
x d’autre part : p(1) = 1.
On obtient bien : lim ¢(z) = ¢(1).
T—1

La fonction ¢ est donc continue sur | — oo, 1].

2. a) Justifier que ¢ est de classe C! sur | — oo, 1[ et calculer, pour tout x € | — oo, 1[, ¢'().
Démonstration.

« La fonction ¢ est de classe C! sur ] — oo, 1] en tant que somme et produit de fonctions de classe
Clsur ] — oo, 1].

o Soit x € | — o0, 1].

H(z) = 1+(1)><1n(1x)+(1x)><( ! ) Y —m(l—a)— 1

Finalement : ¢’ : z — —In(1 — z).
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b) En déduire les variations de ¢ sur | — oo, 1].

Démonstration.
e Soit z € | — o0, 1[.
Px)>0 & —In(l1—2)>0

< In(l—-2)<0
(par stricte croissance de la

& 1- 0=1 :
v<e fonction exp sur R)

& 0<x

« On obtient le tableau de variations suivant.

x —00 0 1
Signe de ¢'(x) - 0 +
1
0

Détaillons le calcul de ¢(0) :

©(0) = 0+(1-0)In(1—-0) = In(1) = 0 O
c¢) La fonction ¢ est-elle dérivable en 17

Démonstration.

Soit z € ] — o0, 1].

e(@) — (1)
rz—1

x4+ (1—2z)In(l—z)—-1

x—1
oz —1—(z—1)In(1-2)
N z—1
_ (z—~T) (1 —In(1 — 2))
r—T
= 1—In(1—-2)

Or, avec le changement de variable u =1 — « :

lim 1 —In(l—2) = lim 1 —In(u) = +o0

z—1 u—0

La fonction taux d’accroissement 71(¢) n’admet donc pas de limite finie en 1.

On en conclut que la fonction ¢ n’est pas dérivable en 1.
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3. Calculer la limite de ¢ en —oo.

Démonstration.
Soit x € | — 00, 0].

o) = z4+(1—2)In(l—2x)
= z+4+In(l—2z)—xIn(l—x)

— 2ln(l-2) 1 + 1 1 (la mise en facteur est licite car,
N In(l-z) =« comme x <0 :zIn(l—x)#0)
Or :
« avec le changement de variable u =1 —2z: lim In(l—2z)= lim In(u) = +oo.
T——00 u——+00
1
Dou: lim —— =0.
z——o0 In(1 — x)
T5—00 I
e lim zIn(l—2z)=—o0.
T——00

On en déduit : lim ¢(x) = 4o0.

T——00 D

4. Tracer ’allure de la courbe représentative de ¢ en soignant le tracé aux voisinages de 0 et 1.

Démonstration.

L 4

0.5 L

Commentaire \

« D’aprés la question 2.¢) : lirn1 T1(¢)(x) = 4+00. On en déduit que la droite d’équation
T—r

x =1 est tangente a la courbe représentative de ¢ en 1.

o Comme la fonction ¢ est seulement définie & gauche de 1, il s’agit méme d’une demi-
tangente en 1. -
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1
5. a) A l'aide d’'une intégration par parties, montrer que I'intégrale / t In(t) dt converge et calculer
0

sa valeur.

Démonstration.

« La fonction ¢ — ¢ In(t) est continue sur |0, 1].

1
L’intégrale / t In(t) dt est donc uniquement impropre en 0.
0

e Soit A € ]0, 1]
On procéde par intégration par parties (IPP).

t2

DN = o] =

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C* sur le segment [A, 1].

On obtient :
1 1 ' 11 1
In(t = — 2] — Zx = 2
/Atn()dt [2t n(t)] /Atx2tdt

1 2 2 !
= 5(1/h»r(’r5—A ln(A))—/A t dt
=~ A% In(4) ;[;tQL
- %AQIn(A)——(l—AQ)

e On sait de plus :

x d’une part, par croissances comparées : }limo A% In(A) =0,
_)

« d’autre part : lim A? = 0.
A—0

1
On en déduit que 'intégrale / t In(t) dt est convergente et :
0

! 1 1 1
tln(t)dt=——-x0—-(1—-0)=—-.
| tm@ ar=—5x0- 3 a-0= - ]

1
b) En déduire :/ o) de = —.
0

Démonstration.

« D’apreés la question 1., la fonction ¢ est continue sur le segment [0, 1].

1
L’intégrale / ©(t) dt est donc bien définie.
0
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e On calcule :

1 1
/ o(t) dt = / t+ (1 —1t) In(1—t) dt
0 0

_ /01 tdt—i—/ol (1) In(1—¢) di

1
Notons qu’on peut bien appliquer la linéarité de l'intégrale car les intégrales / o(t) dt et
0

1 1
/ t dt sont convergentes, et donc l'intégrale / (1 —t¢) In(1 —t) dt est bien convergente.
0 0
« Tout d’abord :

1

1
dt = | = - Z(12- - =
/Ott [2t] 2( 0) 2

0

1
« Pour calculer I'intégrale / (1—t) In(1—t) dt (dont on sait qu’elle est convergente), on effectue
0

le changement de variable| u=1—t¢

u=1—t (etdonct=1-—u)
—du=—dt et dt=—du

Ce changement de variable est valide car ¢ : u + 1 — u est de classe C! sur [0, 1].
On obtient alors :

1 0 1 1
/0 (1—1t)In(1—1¢)dt :/1 u In(u) (= du) :/0 uln(u) du = ~1

ou la derniére égalité est obtenue grace a la question précédente.

—_

! 1 1
Onendéduit:/0 cp(t)dtzi—zzz.

Commentaire \

o Le programme officiel stipule que « les changements de variable affines pourront
étre utilisés directement sur des intégrales sur un intervalle quelconque ». Pour
autant, ce type de changement de variable ne peut se faire qu’aprés avoir démontré
la convergence (ce qu’on a bien fait en premier lieu).

o Cela signifie aussi que, de maniére générale, on ne peut effectuer de changement de
variable directement sur une intégrale impropre : on doit se ramener au préalable
sur une intégrale sur un segment.
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Partie B : Etude de deux séries

Soit = un réel appartenant a [0, 1].

6. a) Veérifier, pour tout n de N* et tout ¢ de [0, z] :

—t

Démonstration.
Soit n € N*. Soit t € [0, z]. Comme t # 1 :

n-l 1—¢m 1 "
SR = = -
k=0

1-t¢ 1—-¢t 1-t

1 n—1
Ainsi : ¥n € N*, Vt € [0,7], —— — > th = .
—t = 1—t

I‘k x tn
b) En déduire, pour tout n de N* : —In(1 —z) — > - = / dt.
k=1 0

Démonstration.
Soit n € N*. On intégre I’égalité de la question précédente entre 0 et . On obtient :

z 1 n-l z  4n
(g o e
Etudions le membre de gauche. Par linéarité de 'intégrale :
x 1 n=l z 1 n—1 z
(g e [ g ()

N = I S
= [-l(-nT kgﬂ[“ltﬂk

n—1 1

= —I(l-2)+ A=) -

. (xk:—&—l _ 0k+1)
k=0

—1 gkt
2 k+1
k=0 K+

n

= —In(1—-2x)

n k
= —In(1—2)— % (par décalage d’indice)
k=1

n_ ok T yn
Finalement : Vn € N*, —In(1 — z) — — = / dt.
=1 k o 1—t O
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t" 1
dt < ———————.
1t (n+1)(1—a)

x
7. Montrer, pour tout n de N* : 0 < /
0

n

En déduire la limite de / 1t
0

dt lorsque l'entier n tend vers +o0.

Démonstration.
Soit n € N*.

o Soit t € [O,ZII]

Alors 0 < t < T

donc 0o > -t = —x
ot 1 > 1-t > 1-u
1 1 - .
alors 1 < < (par decrgzssance de la
1—t¢ 1—x fonction inverse sur )0, +00])
t" t"
ainsi " < = S 1-2 (car t™ > 0)
tTL tTL
Par transitivité : V¢ € [0, z], 0 < <

1—t 1—a

« Par croissance de 'intégrale, les bornes étant dans 'ordre croissant (0 < ) :

0 g/ dt g/ dt
0 1—1¢ 0 1—=x

Or : ) 1
o l—= 1—z Jo -z | n+1 . l—zn+1
On obtient :
x tn wn—i—l
P P L
o 1—-t n+1)(1—=)
e De plus :
T < 1
donc L < 1 (par croissance de t + t"+1
= sur Ry (car x> 0))
xn—i—l 1
d’ou < car(n+1)(1—2) >0
D=2 S mina—n (rrhl-2)>0)
On en conclut, par transitivité : 0 < / dt <
o 1-t (n+1)(1—2)
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Commentaire \

e Le schéma de résolution de cette question est plutot classique.

b
Afin d’encadrer une intégrale / ft) dt:

1) on cherche d’abord & encadrer 'intégrande, c’est-a4- dire montrer :
Vt € [a,b], m < f(t) < M

ou m et M sont deux réels a déterminer grace a I’étude de la fonction f,

2) on utilise ensuite la croissance de 'intégration (si les bornes a et b sont dans 'ordre
croissant, c’est-a-dire a < b) pour conclure :

m(b—a):/ab mdt < /ab ft) dt < /ab M dt = M(b— a)

o L’idée & retenir est que pour encadrer une intégrale, on commence systématiquement par
encadrer I'intégrande.

\. J

o On remarque alors :

x lim 0=0,
n—-+00
li ! 0
im —=0.
* st (n+ 1) (1—2)
x tn
Par théoréme d’encadrement : lim dt = 0.
n—+oo  Jg —t 0
$7’L “+o00 :L,TZ
8. Montrer alors que la série ), — converge et que 'ona: >, — = —In(l —z).
n>1 T n=1 T
Démonstration.
o D’aprés la question 6.b), pour tout n € N* :
n gk T m
>o— :—ln(l—x)—/ dt
k=1 k 0 1—t
T n xk
Or, d’aprés la question précédente : lim dt = 0. On en déduit que la suite [ Y —
n—+oo  Jo —1 k=1 k neEN*
est convergente et :
n xk
lim — = —In(1l—2)+0
n—-+0o00 kzz:l k ( ) +
n a:.k xn
o Par ailleurs, (Z > est la suite des sommes partielles de la série >, —.
k=1 neN* n>1 N
On en déduit que la série > — est convergente et : — =—In(l —=z).
n>1 T =1 k ]
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9. a) Déterminer deux réels a et b tels que : Vn e N*, —— = — + .
n(n+1) n n+l
Démonstration.

Soit (a,b) € R

1 a b
Vne N, —— = —
" n(n+1) n+n+1
1 1
— Vi € N*, _ a(n+1)+bn
n(n+1) n(n+1)
= VneN 1 =a(n+1)+bn
= VneN* 1 =a+(a+b)n
= “ =1 (par identification)
a + b =0 b
Lz(—Lz*Ll a — 1
= { b o— 1
. .. . 1 a b
Finalement, en choisissant ¢ =1 et b= —1, on a bien : Yn e N*, —— = — 4 .
nn+1) n n+1

Commentaire \

o Détaillons I’étape d’identification.
On introduit pour cela le polynéme @ défini par : Q(X) = (a — 1) + (a + b) X. Alors :

VneN 1=a+(a+b)n

< VneN O0=(a—1)+(a+b)n

< YneN* 0=Q(n)

< pour tout n € N*, I'entier n est racine de Q)
Or @ est un polynéme de degré 1. D’ou :

() admet une infinité de racines < @Q = Og[x]
Précisons que, comme Q) est de degré 1, on a méme :

@ admet au moins 2 racines < Q = Ogx]

Ainsi :

a =1

pour tout n € N*, I'entier n est racine de ) < @Q =0px] < { « 4+ b —

o Notons que 'on pouvait effectuer la recherche de a et b au brouillon et se contenter de
fournir la réponse obtenue sur la copie, sans détails. D’autant plus qu’il s’agit presque ici
d’une question de cours puisque la décomposition demandée est utilisé de maniére classique

pour faire apparaitre une somme télescopique (ce que l’on fera dans les questions suivante%.




E2A 31 mars 2023
Mathématiques
xn—i—l +00 wn—i—l
b) En déduire que la série —— converge et que 'on a : — = p(x).
Zintm D Zin+D
Démonstration.
o Soit N € N*.
Nooognt! N, 1 1
_— = "t = d’apres 9.a
ngln(n—f_l) n§1 <” ”+1> (d'ap )
% :L,n-l-l % xn-l—l
B n=1 n n=1T1 + 1
N pn N anrl
=3 ——
n=1 T n=1 T+ 1
N gn N+l gn
=z )y —— — (par décalage d’indice)
n=1 N n=2 T
N n N+1 g0 !
BE(82-9)
n=1 T n=1 N 1
N pn N+l gn
n=1 N n=1 T
1.n
o Or, d’aprés la question 8., la série Y, — est convergente.
n

On en déduit que la série
n=1 n

+1)

n+1
est convergente.

(n

o De plus, toujours d’apreés la question 8. :

too  pntl
nzz:l nntl) =z+zx(—In(l-2)) - (—In(l—2))
too  gntl
On obtient : nZ::l Y =z+(1—2z)In(1—-2)=¢(z). -
1 o 1
10. Montrer que la série Tgl oy Y converge et que 'on a encore : ngl Py Y = ¢(1).
Démonstration.
Soit N € N* :
JZV: L = % <1— = > (d’apres 9.a))
=i nn+1) =1 \n n+1
= 1— N:—l (par télescopage)
— 1
N—+o00
1 oo 1
On en déduit que la série nZ;l Py P est convergente et : ngl Py =1=¢(1). -

10
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Partie C : Application en probabilité

Dans cette partie, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
noté (9, o7, P).

On considére une urne contenant initialement une boule bleue et une boule rouge. On procéde a des
tirages successifs d'une boule au hasard selon le protocole suivant :

x si on obtient une boule bleue, on la remet dans I'urne et on ajoute une boule bleue supplémentaire ;
x si on obtient une boule rouge, on la remet dans I'urne et on arréte ’expérience.

On suppose que toutes les boules sont indiscernables au toucher et on admet que 'expérience s’arréte
avec une probabilité égale a 1. On note NN la variable aléatoire égale au nombre de boules présentes
dans 'urne & la fin de 'expérience.

1
11. a) Montrer soigneusement : Vn € N\ {0,1},P([N =n]) = n 1)
n(n—
Démonstration.
o Pour tout £ € N*, on note :
Br : «on obtient une boule bleue au k®™° tirage »
Ri : «on obtient une boule rouge au k™ tirage »

« Soit n € N\ {0,1}.
L’événement [N = n] est réalisé si et seulement si lorsque expérience s’arréte, I'urne contient
n boules, c’est-a-dire n — 1 boules bleues et 1 boules rouges. Autrement dit, [N = n] est réalisé
si et seulement si, lorsque 'expérience s’arréte on a ajouté n —1 — 1 = n — 2 boules bleues
dans 'urne, c’est-a-dire si et seulement si on a pioché n — 2 boules bleues puis la boule rouge.
Ainsi :
[N:n] = BiN..NB, 2NR,_1
On en déduit par la formule des probabilités composées :
P([N =n])
= ]P(Bl N...NB,_2N Rn_1)

= P(B1) x Pp(B2) x Ppnap,(B3) X -+ X Ppn.ap,_s(Bn-2) X Ppn.np, o(Rn-1)

1 2 3 n—2 1
= - X - X - X o X X —
2 3 4 n—1 n
Précisons cette derniére égalité :
1
X ]P(Bl) = 5

X Ppn-nB, o(Rn-1) = - car chaque boule a méme probabilité d’étre tirée.

Plus précisément, si I’événement By N --- N B,_o est réalisé, c’est que les n — 2 permiers
tirages ont donné une boule bleue.

Dans ce cas, 'événement R,,_; est réalisé si et seulement si lors du (n—1)“™ tirage la boule
rouge est tirée dans I'urne contenant n boules.

Finalement, en procédant & des simplifications successives, on obtient :

1

P([N =n]) = n—Dn

1

Finalement, pour tout n € N\ {0,1}, P([N =n]) = w1
n(n— O

11
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b) La variable aléatoire N admet-elle une espérance ?

Démonstration.

« La viar. N admet une espérance si et seulement si la série > nP([IN = n]) est absolument

n=2
convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

N N 1 (d’apres la question
> nP(N=n]) = >Xn—7—
= =" m(n—1) précédente)

N-11

= — (par décalage d’indice)
n=1 T

1
e Or la série Y — est une série de Riemann d’exposant 1 (1 % 2). Elle est donc divergente.
n=>1 n
Ainsi, la série > nP([IV = n]) est divergente.

n=2

On en déduit que la v.a.r. N n’admet pas d’espérance. .

12. Recopier et compléter les lignes incomplétes de la fonction Python suivante de facon a ce qu’elle
renvoie une simulation de la variable aléatoire V.

1 def simuleN():
2 b =1 # b désigne le nombre de boules bleues dans 1l’urne
3 while rd.random() < .........
4 b = b+l
5 return .........
Démonstration.

On propose la fonction Python suivante.

def simuleN(Q):

1

2 b =1 # b désigne le nombre de boules bleues dans 1l’urne

3 while rd.random() < b/(b+1)

4 b = b+l

5 return b+1

O

On considére une suite (X,),en+ de variables aléatoires indépendantes et de méme loi. On suppose
que, pour tout n de N*, les variables aléatoires X1, ..., X, et N sont mutuellement indépendantes.
On note F' la fonction de répartition commune aux variables aléatoires X,, pour n appartenant a N*.
On définit la variable aléatoire T' = max(X1, ..., Xx), ce qui signifie :

Vw e Q, T(w) = max (X1(w),..., XywWw))

Ainsi par exemple, si N prend la valeur 3, alors T = max (X1, Xo, X3); si N prend la valeur 5, alors
T = max(Xy, Xo, X3, X4, X5) ; etc.

12
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\.

Commentaire

o L’énoncé prend ici le temps de détailler précisément et rigoureusement la définition de la v.a.r. T :
Yw e Q, T(w) = max (X1(w),..., Xy (W)

On peut regretter que cette rigueur ne se prolonge pas aux exemples proposés. En effet, I’écriture
T = max(X1, X2, X3) ne convient pas car elle confond une variable aléatoire et sa réalisation.

x Une premiére maniére d’écrire les choses est la suivante.

Si N prend la valeur 3, alors la valeur prise par T est la valeur prise par max(X1, X, X3)
(qui est d’ailleurs le maximum des valeurs prises par les v.a.r. X1, X3 et X3).

x Plus précisément, dire que N prend la valeur 3, c’est dire qu’il existe un tirage w € €2 tel que :
N(w) = 3. Pour ce tirage w particulier :

T(w) = max (Xl(w),...,XN(w)(oJ)) = max (X3 (w),..., X3(w))

On ne peut par contre en aucun cas écrire l'égalité entre wvariables aléatoires
T X max(Xy, Xp, X3).

o L’intuition derriére la définition de la v.a.r. T est que la valeur de T dépend de la valeur de N.
Ainsi, pour connaitre la valeur prise par T, il faut passer en revu toutes les valeurs prises par V.
Cette disjonction de cas sur les valeurs de N est d’ailleurs amorcée dans 1’énoncé (« si N prend la
valeur 3, ... »). Nous sommes donc ici dans un contexte ot :

x on souhaite déterminer la probabilité qu'une v.a.r. prenne certaines valeurs (la v.a.r. T ici),
x ces valeurs dépendent de celles prises par une autre v.a.r. (la v.a.r. N ici).

Dans ce contexte, le réflexe a adopter est 'utilisation de la formule des probabilités totales (et méme
de l'appliquer au systéme complet d’événements associé¢ a N). C’est d’ailleurs exactement ce qui est
attendu en question 13.b).

13. a) Montrer : Vz € R, Vn € N\ {0,1}, Piy—py ([T < 2]) = (F(x)".

Démonstration.
Soit x € R. Soit n € N\ {0, 1}.

« Notons tout d’abord que la probabilité Pjy—,([T" < z]) est bien définie car, d’aprés la question
11.a) : P([N =n]) #0.

13
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o Ensuite :

« Déterminons alors P([N =n] N [T < z]).

P(IN=n|N[T <z]) = P(N =n]Nmax(Xi,...,Xn) <z

(car les v.a.r. X1, ..., X, et
N sont indépendantes)

(car les v.a.r. Xy, ..., X,
ont méme loi)

o On obtient alors :

P(IN = n] N [T < 2))
— < =
P[N_n}([T\QU]) P([N = n])
_ PUN=T]) x (F(x))"
B P =T
= (F(2)"
Vo € R, Vn € N\ {0,1}, Piy— ([T < 2]) = (F(2))" -
b) En déduire : Vz € R, P([T < z]) = ¢(F(z)).
Démonstration.
Soit = € R.
La famille ( [N = n] )n>2 forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :
+oo
P(T <)) = 2 P(N=n]N[T<z)
n=2
+oo n
= > P(IN =n]) x (F(z)) (d’apres la question précédente)
n=2
+oo 1 n
= ngQ m (F(:E)) (d’aprés 11.01))
too (F n+1
— nzzjl m (par décalage d’indice)
_ (d’apreés 9. et 10., car, comme F est une
= ¢(F(2) fonction de répartition : F(x) € [0,1])
Vo e R, B(T < 1]) = p(F(x)) .

14
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14. On suppose dans cette question uniquement que, pour tout n de N*, la variable aléatoire X,
suit la loi uniforme sur [0, 1].

a) On rappelle que l'instruction rd.random(d) renvoie un tableau de taille d ol les coefficients sont
des réalisations de variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [0, 1].

Ecrire une fonction Python nommée simuleT() qui renvoie une simulation de la variable aléa-
toire T'.

Démonstration.
On propose la fonction Python suivante.

def simuleT():
N = simuleN()
Tab = rd.random(N)
return max(Tab)

s e o =

b)

¢) On considére la fonction Python suivante :

def mystere():

m = np.zeros(3)

for k in range(3):
s = np.zeros(1000)
for j in range(1000):

s[j]l = simuleT()

m[k] = np.mean(s)

return m

[

> w

o 1N o |,

A son appel, on obtient :

ans =
0.7474646 0.7577248 0.7470916

Que renvoie la fonction mystere ? Que peut-on conjecturer sur la variable aléatoire T'7

Démonstration.
Détaillons les éléments de ce script.

« Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

% cette fonction se nomme mystere,
x elle ne prend pas de paramétre en entrée,
x elle admet pour variable de sortie la variable m.

En ligne 2, on commence par initialiser la variable m par un vecteur ligne a 3 colonnes nul.

2 m = np.zeros(3)

e Structure itérative

x Les lignes 3 a 7 permettent de mettre a jour chaque coordonnée du vecteur m. Pour cela on
utilise une structure itérative (boucle for).
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3 for k in range(3):

x En ligne 4, on initialise la variable s par un vecteur ligne & 1000 colonnes nul.

4 s = np.zeros(1000)

x 27 structure itérative

Les lignes 5 4 6 permettent de mettre a jour chaque coordonnée du vecteur s afin qu’elles
contiennent une simulation de la v.a.r. T'. Pour cela on met en place une structure itérative
(boucle for) et on utilise la fonction simuleT définie en question précédente pour obtenir

des simulations de la v.a.r. T.

for j in range(1000):
s[j] = simuleT()

o o

x A Tissue de cette 2™¢ boucle for, la variable s contient 1000 simulations de la v.a.r. T.
L’appel np.mean(s) renvoie alors la moyenne des 1000 simulations de T. On stocke ce
résultat dans une coordonnée du vecteur m.

m[k] = np.mean(s)

loo

o Fin de la fonction
A Tissue de la 1¢® boucle for, la variable m contient dans chaque coordonnée la moyenne de
1000 simulations de la v.a.r. 7T

En notant (77, ...,Tip00) un 1000-échantillon de la v.a.r. T, la fonction mystere
renvoie un vecteur ligne a 3 coordonnées contenant chacune une simulation de
_ 1 1000
Tioo0 = —— T;.
1000 = 7500 2 1

« L’idée naturelle pour obtenir une approximation de I'espérance E(T") est :

x de simuler un grand nombre de fois (/N = 1000 est ici ce grand nombre) la v.a.r. T.
Formellement, on souhaite obtenir un N-uplet (t1,...,tx) qui correspond a 'observation
d’un N-échantillon (T1,...,Tn) de la v.ar. T.

(les v.a.r. T; sont indépendantes et de méme loi que T')

x de réaliser la moyenne des résultats de cette observation.
Cette idée est justifiée par la loi faible des grands nombres (LfGN) qui affirme :

N
>ty ~ E(T)

1
moyenne de 'observation = —
N i3

« Les valeurs renvoyées par la fonction mystere sont donc des approximations de E(T).

On conjecture alors : E(T) ~ z .
0 siz<O0
d) Montrer : Vz € R, P([T'< z]) =< ¢(z) sizel0,1]
1 siz>1

Démonstration.
« Tout d’abord, on considére : Vk € N*, X (22) = [0, 1].

Ainsi : T(2) C [0,1].

16



E2A 31 mars 2023
Mathématiques

« Soit x € R. Trois cas se présentent :
x slx €] —o00,0] alors [T < z] = & (car T(Q) C [0,1]). D’ou :

B (car X1 — U([0,1])
= ¢@) etx € %O, 1])
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Commentaire

On obtient :

0 siz <0
Fr:zw— < o(x) sizel0,1]

1 siz>1

0 siz <0
Comme (1) =1, on en déduit : Fr:z+— < @(x) sizel0,1]

1 siz>1

« Profitons-en pour faire un point sur la notation X (2).
Rappelons qu'une v.a.r. X est une application X : Q — R.
Comme la notation le suggére, X (Q2) est I'image de €2 par 'application X.
Ainsi, X () n’est rien d’autre que ’ensemble des valeurs prises par la v.a.r. X :

X(©Q) = {X(w) |we}
= {z€eR|weQ, X(w)=u}

Il faut bien noter que dans cette définition aucune application probabilité P n’apparait.
« Il est toujours correct d’écrire : X(Q) C | — oo, +0o0l.
En effet, cette propriété signifie que toute v.a.r. X est a valeurs dans R, ce qui est toujours
le cas par définition de la notion de variable aléatoire réelle.
o Dans le cas des v.a.r. discrétes, il est d’usage relativement courant de confondre :
x l'ensemble des valeurs possibles de la v.a.r. X (i.e. 'ensemble X (2)),

x Pensemble {z € R|P([X = z]) # 0}, ensemble des valeurs que X prend avec probabilité
non nulle. Dans le cas qui nous intéresse ici, a savoir X est une v.a.r. discréte, cet
ensemble est appelé support de X et est noté Supp(X).

o Dans le cas des v.a.r. a densité, la détermination de ’ensemble image est plus technique.
Dans certains sujets, I’ensemble image des v.a.r. étudiées sera précisé (« On considére une
v.a.r. & valeurs strictement positives »). Si ce n’est pas le cas :

x si X suit une loi usuelle, on peut se référer & I’ensemble image donné en cours. Par
exemple, si X — U([0,1]), on se permet d’écrire :

« Comme X < U([0,1]), on considére : X (2) = [0,1]. »

x si X ne suit pas une loi usuelle, on étudie ensemble : I = {z € R | fx(z) > 0}.
On se permet alors d’écrire :

« Dans la suite, on considére : X(Q) =1.»

En décrétant la valeur de X (2), on ne commet pas une erreur mais on décide d’ajouter
une hypothése qui ne fait pas partie de ’énoncé. Cette audace permet de travailler avec un
ensemble image connu, ce qui permet de structurer certaines démonstrations (’ensemble
image étant connu, on se rappelle que la fonction de répartition, par exemple, s’obtient par

une disjonction de cas).
-
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e) En déduire que T est une variable aléatoire & densité.

Démonstration.
« La fonction Fr est continue :
x sur | — oo, 0[ et sur |1, +00[ en tant que fonction constante,
x sur ]0, 1] car, d’aprés la question 1., la fonction ¢ est continue sur |0, 1],
x en 0. En effet :
- d’une part : zli%l— Fr(z) =0 (par définition de Fr),

- d’autre part : lim+ Fr(z) = Fr(0) = ¢(0) =0 (d’apres 2.b)).
z—0
Ainsi :
lim Fr(z) = Fr(0) = lim Fr(x)
xz—0~ z—0t
x en 1. En effet :

- d’une part : lim Fp(z) = ¢(1) = 1 (par définition de Fr),
T—1—
- d’autre part : lim Fr(z) = Fr(l) = 1.
z—1t
Ainsi :

lim Fr(z) = Fr(1) = lim Fr(x)

z—1— r—1+

On en déduit que la fonction Fp est continue sur R.

« La fonction Fr est de classe C! sur | — oo, 0, sur ]0, 1 et sur |1, +o0o[ par des arguments similaires
a ceux de la continuité sur ces intervalles.

On en déduit que Fr est de classe C! sur R sauf éventuellement en 0 et en 1.

On en conclut que T est une v.a.r. & densité.

O

e) Montrer, a 'aide d’une intégration par parties, que T" admet une espérance et calculer E(T).

Démonstration.
« D’aprés la question précédente, la v.a.r. T est une v.a.r. & densité. De plus : T'(Q2) C [0,1]. 11
existe donc une densité de 7" nulle en dehors de [0, 1]. On la note fr.
+0o0
e Lav.a.r. T admet une espérance si et seulement si I'intégrale / x fr(z) dx est absolument

oo
convergente, ce qui équivaut & démontrer la convergence pour ce calcul de moment du type

+oo
/ ™ fr(z) dx.

— 00

« Tout d’abord, comme la fonction fr est nulle en dehors de [0, 1] :

/+OO x fr(x) de = /01 x fr(x) dz

—0o0

1
« De plus, la fonction z — x fr(x) est continue par morceaux sur |0, 1[. L'intégrale / x fr(z) dz
0

est donc impropre & la fois en 0 et en 1.
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« Etudions d’abord /2 z fr(z) dz. Soit A €0, 3].
0
On proceéde par intégration par parties (IPP).

v'(z) = fr(z) v(r) = Fr(z)

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C! sur le segment [A, 1] (d’aprés la
question précédente). On obtient :

1

/ Lafr@ e = (2R ) - [ prte) ao

A

1

171 2 (par définition de Fr sur
- 27 (2) —Ap(4) _/A plz) du 10,1], d’apreés 14.¢))

Or :
x d’aprés 2.b) : lim Ap(A) = 0.
A—0
1

1 2
x d’aprés 5.b), U'intégrale / o(z) dx est convergente, donc I'intégrale / () dx aussi.
0 0

[N

On en déduit que l'intégrale / x fr(x) dr est convergente et :
0

/0é z fr(x) de = ;<p<;>—/oé o(z) dr

1
« Etudions ensuite / z fr(z) dz. Soit B € [3,1].
1

2
Avec exactement la méme intégration par parties, on obtient :

B B
[ 2 fr(z)de = [z Fp(z) ]Zﬁ Fr(z) dx

2

1 1 B (par définition de Fr sur
= BeB)- 27 <2> _ﬁ plz) dv 10,1[, d’apres 14.¢))

Or:

x d’aprés 2.b) : lim Bo(B)=1x1=1.

B—1
1 1

x d’aprés 5.b), l'intégrale / o(z) dx est convergente, donc I'intégrale / () dzr aussi.
0 1

2

1
On en déduit que 'intégrale / x fr(x) dz est convergente et :
1

2

[ rnwa = 1-g0(3) - [ ot as

2

1
On en conclut que l'intégrale / x fr(x) dz est convergente.
0

La v.a.r. T admet donc une espérance.
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e De plus :

E(T) = /0 x fr(z) dx

1 1
= / x fr(zx) da:—i—ﬁ x fr(z) dx
0 1

2

1 2 1 !
= = = —/ o(x) de+1— = = —/ o(z) dx
2 0 2 %
1

= 1—/0 o(z) dz
1 3

D’aprés 5.b), on obtient : E(T) =1 — 1= 1

Commentaire \

1
« Comme l'intégrale / x fr(x) dx est & la fois impropre en 0 et en 1, on rappelle
0

c 1
qu’elle est convergente s'il existe ¢ € R tel que / x fr(x) dx et / z fr(x) dx
0 c

sont toutes deux convergentes. On choisit ici de le démontrer pour ¢ = 7

1
o L’étude de la nature de 'intégrale / x fr(z) dz a donc été effectuée en deux temps.

0
On pouvait néanmoins faire le choix un peu moins rigoureux de se passer de ce
B
découpage et étudier directement l'intégrale / z fr(z) dr (pour (A4, B) €10,1[2)
A

avant de faire tendre A vers 0 et B vers 1. -

15. On suppose dans cette question uniquement que, pour tout n de N*, la variable aléatoire X,
suit la loi exponentielle de parameétre A avec A € RY .

a) Rappeler une expression de la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi
exponentielle de paramétre .

Démonstration.

0 siz <0
On note X une v.a.r. de loi £(\). Alors : Fix : x — .
1 —e A sizx >0 O

b) En déduire une expression de la fonction de répartition de 7T'.

Démonstration.
« Tout d’abord, on considére : Yk € N*, X1 (92) = [0, +o0].

Ainsi : T(2) C [0, +o0.

o Soit x € R. Deux cas se présentent :
x slx €] —o00,0] alors [T < z] = @ (car T(Q2) C [0,400[). D’ou :
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x si x € [0,400], alors, d’aprés la question 13.b) :

(car X1 — € (N)
et x € [0, +00[)

= 1l-e?M+(1-(1-e?"))In(1-(1-e?7) (par définition de @)

= l—e?4en (e_MD)

= p(l—e7)

= 1l—e T _\ge ?®

= 1-(14Azx)e "

0 six <0
Finalement : Fp: x —
I—(1+Ax)e™™® siz>0

¢) Montrer que T est une variable aléatoire a densité et qu'une densité de T est la fonction :

0 six <0
g:x—
Nrze ™ siz>0

Démonstration.
o La fonction F7 est continue :
x sur | — oo, 0] en tant que fonction constante,
x sur |0, 4+o00[ en tant que somme et produit de fonctions continues sur |0, +oo.
x en 0. En effet :
- d’une part : 11)161 Fr(z) =0 (par définition de Fr),
O

- d’autre part : lim+ Frz)=Fr(0)=1—-(1+Ax0)e ™ =1-1=0.
z—0
Ainsi :
lim Fr(z) = Fr(0) = lim Fr(x)

x—0~ xz—0+

On en déduit que la fonction Fp est continue sur R.

« La fonction Fr est de classe C! sur | — 0o, 0| et sur ]0, +oo[ par des arguments similaires & ceux
de la continuité sur ces intervalles.

On en déduit que Fr est de classe C! sur R sauf éventuellement en 0.

On en conclut que T est une v.a.r. & densité.

o Pour déterminer une densité fr de T, on dérive sa fonction de répartition Fp sur les intervalles
ouverts | — 0o, 0[ et |0, +o0].
Soit x € R.

x Six €] —o00,0] alors :
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x Six € ]0,+o00], alors :

fr(x) = Fp(2)
= —(Ae™T+(1+A2) x (=Ae™?7))
= Ae M4 A1+ Az)e N
= (= A+ A1 +A2))e "
= (—X+X+Nx)e
= Age e

«x On choisit enfin : fr(0) = A2 x 0 x e™**0,

0 six <0
Finalement, une densité de T est bien la fonction g : x — .
A2 pe A siz >0 O
d) Justifier que 7" admet une espérance et que 'on a : E(T) = A IE(X%)
En déduire la valeur de E(T).
Démonstration.
+oo
o La v.a.r. T" admet une espérance si et seulement si l'intégrale x g(x) dr est absolument

—0o0
convergente, ce qui équivaut & démontrer la convergence pour ce calcul de moment du type

/ T (@) da

— 00
« Tout d’abord, comme la fonction g est nulle en dehors de [0, 4+o0] :

/+OO zg(x) de = /0+00 zg(x) dz

—0o0
e Soit x € [0, +oo[. D’aprés la question précédente :

rg(x) = zxXNze ™ = Axa?x e = Axa?fy, (z) (car X1 — E(N))

+oo
Or l'intégrale / 2% fx, (z) dx est convergente, car c’est le moment d’ordre 2 de X; < & (\)

0
(la v.a.r. X; admet une variance, donc un moment d’ordre 2).

+oco
On en déduit que l'intégrale / x g(x) dr est convergente.
0

La v.a.r. T admet donc une espérance.

E(T) = /O+OO xg(x) de = /0+OO Axz? fx, (z) de = A /0+00 2% fx, (z) de = MNE(X?)

o Par formule de Koenig-Huygens :

2 2 2 2 2
E(T) = AB(XD) = A(V(X) + (E(X1)") = A A2+(A> —axg =2
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Exercice

Soient m € R et o > 0. Soit « €]0, 1].

1. On considére une variable aléatoire X < N (m, 02). On note ¢, » la densité usuelle de X. Rappeler
I'expression de ¢, () pour tout z € R.
1

Démonstration. () = e~z (55M)? =
(Pm, ( ) U\/ﬂ

2. On considére & partir de maintenant que le paramétre o est connu mais que le paramétre m est
inconnu. On cherche & estimer le paramétre m par la méthode du maximum de vraisemblance.
Soit n > 2 et soit (X1,...,Xy) un n-échantillon de X.

Soit (x1,...,xy) une observation de ce n-échantillon. On définit la fonction de vraisemblance

n
L:a— H Pa,o(Tk)
k=1

a) Soit a € R. Calculer L(a) puis In(L(a)).

Démonstration. Soit a € R. Tout d’abord,

Il
—_
N————
| 3
)
-
=3
l
|
W=
—~
8
af7
2
—
[

(car (a — x)* = (v — a)?)

(on a changé Uécriture de (zy — a)? pour simplifier la dérivation lors de la question qui suit)

Ensuite,

n(L(a)) = In <(127T> . Z
= —nln(oV2r) — .

1
292 (a— ka)Q
k=1

O

b) On note h : a — In(L(a)). Montrer que la fonction A admet un unique maximum w sur R et
exprimer w en fonction de x1,...,x, et n.

Démonstration. La fonction h est polynomiale donc dérivable sur R. Soit a € R.

1 n n

= a—xk a—mk
—557 2. X =5
k=1 k=1
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d)

b)

donc

1 n
h'(a) >0 < —U—Z(a—$k) >0

d’ou le tableau de variations :

a —00 w +o0
Signe de h'(a) + 0 -
h(w)
Variations de h / \
—o0 —o0
et il vient que w est 'unique maximum de h. O

Que dire du réel w pour la fonction L ?

Démonstration. Par stricte croissance de la fonction exponentielle, w est également 1'unique
maximum de la fonction L. O

En déduire 'estimateur du maximum de vraisemblance pour le paramétre inconnu m.

Démonstration. D’aprés I’étude précédente, 'estimateur du maximum de vraisemblance pour le

parameétre m est :
1 n
m=— X

On reconnait I'estimateur moyenne empirique. O

— 12 S o?
On note X,, = — > Xj. Montrer que X,, = N <m, >
Ng=1 n

Démonstration. Les variables aléatoires X sont indépendantes et suivent toutes une loi normale
donc X, suit une loi normale. En particulier, X,, admet une espérance et une variance. Le calcul

2 2
classique du cours donne : E(X,,) = m et V(X,,) = 7 Dot X, >N <m, U). O
n n
- N 0‘2
En déduire que, pour tout € > 0 : P([Xn —e<m< X, —i—e]) z1-—.
ne

Démonstration. La variable aléatoire X,, admet une variance donc on peut utiliser I'inégalité de
2
— — o
Bienaymé-Tchebychev. Soit € > 0. D’aprés la question précédente, E(X,,) = m et V(X,) = —,
n
donc

— 0'2
B ([0 —m| > e]) < 0
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Par passage au complémentaire, on obtient :
S 0'2
L=P([|Xn—m|<c]) <
d’ou
P([[Xn—m|[<e]) 21— —
Or,
P (% —m| <)) =P ([Kame <m < Xy te]
d’ou le résultat. O
c¢) Déduire de la question précédente un intervalle de confiance de m au niveau de confiance 1 — a.
Démonstration. On résout ’équation d’inconnue € suivante :
2 2
o o
l-—F3=l-a < —J =«
ne ne
2
2 O-
= "= —
no
o
= = — carn>0,a>0,0>0ete>0
— ( )
— o — o
Ainsi, | X, — —, X;, + —— est un intervalle de confiance de m au niveau de confiance 1 —a.
"oyna’ Tt /na
— o — o
En effet, X,, — et X,, + —— sont deux estimateurs de m (leur expression ne dépend pas
" e At s ( p pend p
de m, car o, « et n sont connus). O
d) On note N(«) le plus petit entier naturel n vérifiant : —7_ <1072 Calculer N () puis calculer

Vvan
lim N(«).
a—0

Démonstration. Soit n > 2.

<1072 = 010° < Van

7
Vv an

— o?10* < an (par croissance stricte de x — x° sur RT)
o210
= n=
«
o?10* _
= n> (car n est un entier)
a

D’oa N(«) = [#—‘. De plus,

o lim 2100 — 4 (car a > 0)
a—0 @
o lim [z] =400
T——+00
donc par composition de limites, on a lim N(«) = +oc. O

a—0
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