Lycée Carnot Resolution explicite des systémes différentiels linéaires triangulaires 3x3 E2A
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Notons T =| 0 Xy c¢ |€.#5(R)etY =]ys|onyp,ys,ys sont trois fonctions inconnues dérivables sur R.
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La résolution du systeme différentiel linéaire Y’ = T'Y se fait par « remontées successives ». En effet,

' n(t) = Myi(t) +  ape(t) +  bys(t)
Y =TY < VteR, y'g(t) = Xaa(t) +  cys(t)
ys(t) = Azys(t)

donc on peut résoudre la 3¢ équation différentielle, puis la 2¢ aprés avoir injecté la formule de y3(t) puis la 1% apres
avoir injecté les formules de y5(t) et y3(¢). On est alors amené a résoudre « en cascade » une équation différentielle
linéaire d’ordre 1 homogeéne puis deux équations différentielles linéaires d’ordre 1 avec second membre (dans le cas
général). Pour réussir les calculs de maniére autonome, il faut en avoir en téte le résultat du cours de premiere année
ci-dessous.

Proposition 1. On considéere une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants
(B):y +ay=0

On suppose que b : t — Q(t)ew ot v € R et Q est une fonction polynomiale. Alors il existe une solution particuliére
de (E) qui soit de la forme

ot R(t)e" siy#-a
ot tR(t)e" siy=-a
ot R est une fonction polynomiale de méme degré que Q.
Donnons une version explicite de cette proposition dans deux cas importants que 1’on croisera dans la résolution du
systéme Y'=TY.
Proposition 2. On considéere une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants

(E):y = Ay +ae”

ot (a,\,v) € R®. Alors il existe une solution particulicre de (E) qui soit de la forme
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Proposition 3. On considére une équation différentielle linéaire d’ordre 1 d coefficients constants

(B):y =Xy +ate”

ot (a,\,y) € R®. Alors il existe une solution particuliére de (E) qui soit de la forme
a

a
LA t—
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o tHthevt siy=A

)eyt siy# A

On se propose maintenant de calculer explicitement les solutions de Y' = TY dans le cas général. 1l faudra effectuer
plusieurs disjonctions de cas selon les valeurs propres de la matrice 7.

e On commence par résoudre ys(t) = A3y3(¢). Il vient

yg(t) = Cge)\3t, ou Cg eR

e On résout ensuite yh(t) = Aoy (t) + cCze . D’aprés la proposition 2, il y a deux cas a distinguer.

1. Premier cas : Ay # As.

c
Alors la fonction ¢ +— ﬁC’;ge)‘?’t est une solution particuliere. Donc
37 A2

yo(t) = Coe™t + ﬁ(}ge*ﬁt, oll Cy € R
37 N2
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2. Deuxieme cas : Ay = As.

3

Alors la fonction ¢ — cC’3te/\ " est une solution particuliere. Donc

yo(t) = Cye' + cC’gte)‘3t, ouCy €R

e Il reste & résoudre Péquation différentielle (E) : yy(¢) = Ay (t) + ays(t) + bys(¢).

1. Premier cas : Ay # A3.

ac

Az — A

Alors (B) < o) (t) = Ay (t) + aCoe™' + ( + b) Cye.

(a) Premier sous-cas : \; # Ay et A\; # A3.
D’apres le premier cas de la proposition 2 et le théoréme de superposition, la fonction

Aot ac b Ast
Cao™™ + (()\3 ) s = A1) Ag - M)C?’e

t

-
Az =\

est une solution particuliere de (F). Donc

ac + b
(A= A2)(As = A1) Az— A

_ At a Aot
yl(t) = C’le + —)\2 — )\1 Cge + (

)Cgem, ou C; €R

(b) Deuxiéme sous-cas : A\; = Ay (et donc Ay # A3).

D’apres la proposition 2 et le théoréme de superposition, la fonction

Aot ac b Aat
t te” " + + 3
w aCste ((AB—AQXA?, ) Ag—Al)C3e

est une solution particuliere de (E). Donc

Mgt Mgt ac b Aot
t) = Cie”™ +aCyte™ + + C3e™® uC; eR
nlt) = Cre wacate ((Ag—Az)ug—Al) Ag—Al) oo

(¢) Troisieme sous-cas : A\; = Az (et donc A1 # Ag).

D’apres la proposition 2 et le théoreme de superposition, la fonction

ac
' Che™? + ( + b) Cyte™

o a
Az = A Az = Ag

est une solution particuliere de (EF). Donc

(1) = O™t + . - Alcze*ﬁ + (A3‘l_CA2 + b)C3te’\3t, ol C; €R

2. Deuxieme cas : Ay = As.
Alors (B) <= 31 (1) = My (£) + aCe™’ + (act + b) Cye.

(a) Premier sous-cas : A\; # Ay (et donc A1 # A3).

D’apres le premier cas des propositions 2 et 3 et d’apres le théoreme de superposition, la fonction

a Aot ac b()\g—)\l)—ac) Aat
t - Cye™ +( t+ Cge™
o= 2 A3 — A1 (A3 —A\)? 3
est une solution particuliere de (F). Donc
At a Aot ac b()\3—>\1)—ac> Ast .
t)=Cre + Ce2+( t+ Cye™", ouC; €R
yl( ) 1 )\2 _)\1 2 A3 _)\1 (Ag —A1)2 3 1

(b) Deuxiéme sous-cas : A\; = Ay (et donc A; = A3).

D’apres le deuxieme cas des propositions 2 et 3 et d’apres le théoréme de superposition, la fonction

ac
t o aCyte™t + ¢ (7t + b) Cye™t

est une solution particuliere de (F). Donc

() = C’le/\lt + aC'gte)‘275 +t (%t + b) C’ge)‘e’t, ouC; R
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Exercice 1 : Résoudre les systemes différentiels suivants :

[yi(t) = —2u0(t) + 2u5(t) [ (1) = 25(t) - wa(t)
L4 yp(t) = — 2yy(t) 5.4 ya(t) = ya(t) + 3ys(t)
| ys(t) = - 2y3(t) L ys(t) = - 2y3(t)
() = 200(t) + 2u(t) — 3ys(t) () = = 3w - )
2. { y(t) = 2y (t) - 2ys(t) 6. 4 yolt) = 2ys(t)
| ys(t) = 2y3(t) L ys(t) = 0
[yi(t) = =)+ 3ua(t) + 2y(1) [yi(t) = =3u(t) - 2u(t) + 3ys(t)
3.4 ya(t) = 2ys(t) 7.4 ya(t) = - )+ ys(t)
| ys(t) = - (1) L ys(t) = - ys(t)
(D) = 3~ 2() (D) = 3+ wa(t) + 3y(D)
4.9 pt) = - 2y(t) 8. 1 ya(t) = Bya(t) +  2ys(t)
| vs(t) = - ys(t) | ys(t) = 3ys(t)
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Réponses de ’exercice 1 :
Dans chacun des réponses qui suivent, (Cy, Cy, C3) € R A chaque choix du triplet (Cy, Cy, C3) correspond une unique
solution du systeéme différentiel linéaire.

y(t) = Cle_2t + 2C2te_2t () = Cre® + Cye’ — ;11036_2t

L3 ya(t) = Che™ 5.4 yo(t) = Coe’ —Cye™

L ys3(t) = Cye™ ys(t) = Cse™

[yi(t) = Cre® +2Cyte™ — Cst(2t + 3)e yi(t) = C) —3Cst—Cst(3t+1)
2.4 yo(t) = Cye® —205te™ 6. 1 y2(t) = Co+2Cst

L ys(t) = Cze™ ys(t) = Cs

( n(t) = Cie™" +3C, — 4C5te™" ’ yi(t) = Cre™ = Cye™ + Cy(—t +2)e”’
3.4 yot) = Cp—205¢7" 7.4 yo(t) = Che '+ Cyte”

L ys(t) = Cze™ L ys(t) = Cse™"

( n(t) = O, + §02€_2t ( n(t) = Cre® + Oyte® + Cst(t + 3)e3t
4.1 yo(t) = Coe 8. 1 ya(t) = Oy +205te™

| ys(t) = Cse L ys(t) = Cae™




