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Mathématiques

Analyse - niveau 3

I. Déterminer la régularité d’une fonction

« La définition suivante est hors-programme, I’exercice est un entrainement a raisonner sur des notions

nouvelles.
Une fonction f est continue par morceaux sur [a,b] s’il existe une subdivision
ag=a<a <--<ap=>b telle que pour tout i € [0,n — 1] :

x [ est continue sur |a;, aj+1],

x [ admet une limite & droite finie en a;,

x [ admet une limite a gauche finie en a;y 1.

On note alors fz le prolongement par continuité de f sur [a;, a;y1].

En notant F; une primitive de ﬁ sur [a;,a;t1], on peut alors définir I’intégrale de a a b de la

fonction f :

b n a; n
/ foyd = X [ R i = (Fe) ~ Fen)

a;—1

Exercice 1
On considére la fonction :

0 six<—1
x si—-l<z<l1

In(x)

8
I

sinon

1. Démontrer que la fonction f est continue par morceaux sur [—4,4].
4

2. Justifier 'existence et calculer la valeur de l'intégrale suivante : / f(u) du.
-4

3. Ecrire un programme en Python permettant de tracer le graphe de f au dessus du segment [—4, 4].

Commentaire

Une fonction f est continue par morceaux sur un intervalle [ si elle est continue par morceaux

sur tout segment [a,b] (a < b) de I.
On aurait pu démontrer dans cet exercice que f est continue par morceaux sur | — 0o, +00].
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II. Comparaison séries / intégrales

Exercice 2

1. On considére dans la suite une fonction f continue et décroissante sur R.
k+1
a) Montrer que : Vk>1, f(k+1) < / ft) dt < f(k).
k

Faire apparaitre sur une méme représentation graphique ces trois quantités sous forme d’aires.
(cela ne constitue pas une démonstration)

b) Montrer que, pour tout n > 1, on a :
n+1 n+1 n
S0 < [ s < 35w
k=2 1 k=1
Faire apparaitre sur une nouvelle représentation graphique ces trois quantités sous forme d’aires.
(cela ne constitue pas une démonstration)
¢) Démontrer enfin que, pour tout n > 2, on a :

n+1 n n
/‘fwﬁ<zﬂm</fwﬁ
2 1

k=2

1
2. On considére maintenant la fonction f : ¢t — t

a) Démontrer que pour tout n > 1, on a :

no1
Inn+1)—In(2) < > - < In(n)
=2 k
no1
b) En déduire un encadrement de ) T
k=1
L
¢) En déduire que : — ~ In(n).
k=1 k n—-+4oo
) 1
d) Quelle est la nature de la série . —7
n=1 n
. . . 1
3. On considére maintenant la fonction g : t — () sur [2, 4o0].
n
n+1 1
a) Soit n > 1. Calculer / — dzx.
2 x In(x)
N n+1 1 n 1
b) A laide de ce qui précéde, comparer /2 m dr et k§2 Fn(k)’

1
c) En déduire la nature de la série .
) EQ nln(n)

d) Ecrire en Python une fonction sommeSI qui :

x prend en paramétre une variable n,
n

renvoie la valeur de .
: &, Flu(h)
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