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DS1 (correction)

On suppose, et c’est valable pour toute I’épreuve, que les librairies numpy et matplotlib.pyplot de Py-
thon sont importées avec les commandes respectives import numpy as np et import matplotlib.pyplot
as plt.

Exercice 1 (librement inspiré de EDHEC 2016)

-5 2 =2
On désigne par I la matrice identité de .#3(R) et on pose A = (2 0 1) :
6 -3 2

1. a) Calculer (A +1)%

Démonstration.
o Tout d’abord :

-5 2 =2 100 -4 2 =2
A+I = (-2 0 -1]+[0o10] =1[-2 1 -1
6 -3 2 001 6 —3 3
—4 2 -2\ /-4 2 -2
(A+D)? = |-2 1 —-1]|-2 1 —1) =
6 -3 3 6 -3 3

(A4+1)* =0 4®

e Ainsi :

O
b) En déduire que A est inversible et déterminer A~1.
Démonstration.
« D’aprés la question précédente : (A + I)% = 0.z m®)- Or:
9 a9 (car les matrices A
(A+1D)7 = AT+24+1T et I commutent)
o On en déduit :
A2+2A+I:0//13(R)
donc A?+2A=-1
et AA+21)=-1
ainsi A (—(A+21))=1
On en déduit que la matrice A est inversible, d'inverse —(A +21).
Al=—-A-21
O
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2. On note E_1(A) ={U € #3,:(R) | AU = -U}.
—4x+2y—22=0
a) Résoudre le systeme : (S)¢ —2z+ y— 2=0
6xr —3y+32=0

Démonstration.
—4xr + 2y — 2z =0 Lelr, -2z + y — =z =0
2z + y - =z =0 — -2z + y — 2z =0
6z — 3y + 3z = 0 6r — 3y + 3z = 0
prbh, 2wty -z =0
<— 0 =0
0 =0
— {z = 2z + y
O
b) Déterminer E_;(A).
Démonstration.
X
Soit X = |y | € #3,1(R).
z
On a alors :
AX = X < (A+I)X:O///3,1(R)
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On obtient alors :

E_1(4) = {(;) € M51(R) | z= -2z +y}
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Commentaire \

« Lors de la résolution du systéme, on choisit d’exprimer la variable z en fonction des
variables x et y. Ces deux derniéres variables sont alors appelées variables auxiliaires.

0
On obtient alors I'expression de F' suivante : F' = Vect ( ) ) (1)
1

1 0 1
Notons au passage : Vect ( 0 ) , (1) = Vect (2), ( )
-2 1 0

1 1 0
(il suffit de remplacer le vecteur ( 0 | par la combinaison linéaire ( 0 ) +2- (1) )
-2 -2 1

\. J

« Il était possible de faire d’autres choix. Par exemple :

AX=-X & y=2zx+z2

= =0 O N

O

¢) En déduire que E_;(A) est un sous-espace vectoriel de .#51(R) et déterminer une base de

E_1(A).
Démonstration.

1 0
« D’aprés la question précédente : E_1(A) = Vect (2), (1)
0

L’ensemble E_j(A) est donc un sous-espace vectoriel de .45 1(R).

1 0
« La famille F = 2],11
0 1

x engendre E_j(A),
x est libre car est constituée uniquement de deux vecteurs non colinéaires.
C’est donc une base de E_1(A).

1 0
La famille (2) , (1) est une base de 'espace vectoriel E_;(A).
0 1

-2 1 =2

1 0 1
3. Onnote P=|0 1 —1].

a) Démontrer que P est inversible et déterminer son inverse.

Démonstration.

« On applique 'algorithme du pivot de Gauss.

1 0 1 1 00
0 1 -1 010
-2 1 -2 0 01

On effectue 'opération { L3 <— L3z + 2 L;. On obtient :

1 0 1 100
01 -1 010
01 0 2 01
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On effectue 'opération { Lg < L3 — Ly. On obtient :

1 0 1
01 -1 0
0 0 1 2
La réduite obtenue est triangulaire supérieure. De plus, ses coefficients diagonaux sont tous
non nuls. Ainsi cette réduite est inversible et il en est de méme de la matrice initiale P.
L1 — L1 — L3

Lo Lo+ Ly ° On obtient :

o On effectue les opérations {

Commentaire

On remarque que les deux premiéres colonnes de la matrice P ne sont autres que les vecteurs
de la famille F. C’est ce choix qui permet d’exprimer par la suite la matrice A sous une
forme plus simple. On en reparlera dans le chapitre « Réduction ».

-1 0 =2
b) Montrer que P~'AP =T ou T est la matrice triangulaire supérieure T = | 0 -1 -1
0 0 -1

Démonstration.

« Notons tout d’abord :

-5 2 =2 1 0 1 -1 0 =3
AP = (-2 0 -1 0o 1 -1 = 0 -1 0
6 -3 2 -2 1 -2 2 -1 5

o Enfin :

Ainsi : P1AP=T.

c¢) Démontrer : Vn € N, P~1A"P = T".
Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) ot P(n): PLA"P =T".
» Initialisation
o« D'une part : P71A'P = p~l[p=P P =1
o D’autre part : 70 = 1.
D’ou P(0).
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» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. P~1AMTI P = T+l
T = T x T

(d’apres la question précédente et

. -1 -1 gn
= PTAPxPA"P par hypothese de récurrence)

= P lA(PPHA"P
= P lATA"P = p-lAntlp

D’ou P(n +1).

Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N, P~1A"P = T".

O
4. a) Exhiber une matrice N € .#5(R) telle que T" s’écrit T'= —I + N.
Démonstration.
0 0 -2
D’aprés ’'énoncé, N = T+1 = [0 0 —-1].
00 O 0
b) Calculer N? et en déduire N* pour tout k € N.
Démonstration.
0 0 =2\ /0 0 -2 000
« Tout d’abord : N> = [0 0 —-1|[0 0 1| = [0 0 0.
0 0 O 0 0 O 0 00
« Ensuite, pour tout k > 2, N¥ = NF2x N2 = NF-2x Ozs® = Osm)-
En conclusion : N = I, N' = N et pour tout k > 2, N¥ = 0 z5(R)-
O

¢) Soit n € N. Déterminer 7" a l'aide de la formule du bindéme de Newton.
Le résultat devra faire apparaitre 7" comme combinaison linéaire de I et de N.

Démonstration.

« Les matrices (—I) et N commutent car la matrice identité commute avec toutes les matrices
carrées du méme ordre. On peut donc appliquer la formule du binéme de Newton.
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e Soit n 2 1.
™ = (-I+N)"
= 3 () o
k=0 \K
s> <”>(1)n—k I kNE = % <”>(1)n—'f INK  (car:VjeN, I =1)
k=0 \k k=0 \F
1 /n _ n _ (ce découpage est
— _1\n—k nTk _1\n—k Nk
B kZ::O (k:)( PN +kz::2 (k:)( DA valable carn > 1)
L (n (car on a montré :
— —1\n—k Nk
& (k)( ) k> 2, N* = 0.4,m))
_ (" n a0 (™Y (_qyn-1 At
- <0>( )" N +<1)( DN
= (-)"I+n(-1)""'N
= (D" +(-1)"'nN)
= (“)"(I-nN)
= (=) + (-1)""'nN

e Enfin: (=1)°(I—-0-N)=1 et T°=1.

La formule précédente reste valable pour n = 0.

Ainsi, pour tout n € N, T"

(=)™ + (=1)"*nN.

Commentaire

n p

(la seconde somme est nulle sip =n)

n = 0 mais aussi le cas n = 1.

\.

2

k=m

« La relation de Chasles stipule que pour tout (m,p,n) € N3 tel que m <p < n :

n
up + Y. u

o (uy,) est une suite quelconque de réels ou de matrices de méme taille.

o Dans cette question, on est dans le casoum =0et p = 1.
L’argument n > 1 est donc nécessaire pour découper la somme.
Le cas n = 0 doit alors étre traité a part.

o Ici, la matrice N vérifie : Vk > 2, N¥ = 0 5 (R)- Elle est dite nilpotente d’indice
2 (ce terme n’est pas au programme et il est préférable de ne pas l'utiliser dans
une copie). Si elle avait été nilpotente d’ordre 3, il aurait fallu traiter a part les cas

o Cette question sur le binéme de Newton matriciel est extrémement classique aux
concours et il faut donc savoir parfaitement la traiter.

k=p+1

d) Soit n € N. Exprimer enfin 7" comme combinaison linéaire de I et de 7.

Démonstration.
Comme N =T + I, on obtient :

(-)"(I-nN) = (=1)" (I-n(T+I))

(=) (1—n)I+(=1)"nT

6
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Pour tout n € N, T = (—1)"(1 —n)I + (=1)"*!nT.

O
5. a) Expliquer pourquoi I'on a : Vn € N, A" = (=1)"" ((n — 1) I + n A).
Démonstration.
Soit n € N. D’aprés la question précédente, T = (—1)"*1 ((n - I+ nT).
Or: A" = P T™ P~!'. En combinant ces deux informations, on obtient :
A" = PT"Pl = P ((—1)n+1 ((n— 1)I+nT)) p!
= (1) ((n—1)PPt+nPTP1)
Ainsi, pour tout n € N, A" = (=1)""! (n—1)I + n A). -
b) Vérifier que la formule trouvée a la question 5.a) reste valable pour n = —1.
Démonstration.
Sin = —1, on obtient :
()" (n—1)I+nA) = (-1)7"((-1-1)1+(-1)A)
= (=21-A) = -A-21
Ainsi, la formule trouvée a la question 5.a) reste valable pour n = —1. -
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Exercice 2 (EML 2009)

On note f: R — R P'application définie par :

six#0

e.Z’_

1 siz=0

frx—

Partie I : Etude d’une fonction

1. a) Montrer que f est continue sur R.

Démonstration.
« La fonction f est continue (et méme de classe C*) sur |0, +o0o[ comme quotient de :
x x +— x continue (de classe C*°) sur |0, +oo[ car polynomiale.
x x> e” — 1 continue (de classe C*°) sur |0, +o00] et qui ne s’annule pas sur cet intervalle.

« De méme, la fonction f est continue (de classe C*) sur | — oo, 0].
Elle est donc continue sur | — oo, 0[ U ]0, 4-o00].

o De plus, la fonction f est continue en 0. En effet :

x d’une part :

x d’autre part : f(0) = 1.
Ainsi, on obtient bien : lin%] f(z) = f(0).
T—

On en conclut que f est continue sur R.

Ul
b) Justifier que f est de classe C! sur | — 0o, 0] et sur ]0, +-o0], et calculer f'(x)
pour tout z € | — 00, 0[ U |0, +o0].
Démonstration.
« D’aprés la question précédente, f est de classe C! sur | — 0o, 0[ U ]0, +o0l.
« Soit x €] —00,0[ U ]0, +o0].
e’ —1)—xe” 1—2)e” -1
Py = €D (e
(e —1) (e —1)
(e —1) —ze” (1—x)e”—1
v R* / —
A s 17 .
. 1
c¢) Montrer : lim f/(z) = —=.
z—0 2

Démonstration. Soit x # 0.

« Tout d’abord, e —1 ~ z donc (e —1)2 ~ 22

z—0 z—0
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« Ensuite, on a le développement limité usuel : e* =1+ x + % + o (2?). On en déduit que
x—0

(1—2)e” =(1—2x) <1+x+:§+ 0 (952))

x—0
2
=l4+z+—+ o (@) —z—2>+ o (2?)
2 z—0 z—0
2
4T 2
Dou (1 —z)e" —1= —%2 + xgo(ﬁ) et finalement (1 —z)e® — 1 o~ = %
On obtient alors
_z? 1
/ 2 __ 1
fila) ~ —3 5
et donc
lim f'(z) = 1
z—0 2°

d) Etablir que f est de classe C! sur R et préciser f/(0).

Démonstration. On a déja vu que f est de classe C! sur | — oo, 0[ et sur ]0, +oo[. Montrons que
f est de classe C! en 0.

. SOltZE#O
X
f@)—f0) _ o1 "
X X
1tz —e
xz(e* — 1)

Or, d’aprés le développement limité usuel de €* en 0, on a

2
T
_ T ~ -
14+xz—e o~ 5
et
z(e® —1) ~ z?
x—0
D’ou )
fa)-f0) -5 1
T z—0  x2 2
— f(0 1 1
Ce qui prouve que lim M = —— donc f est dérivable en 0 et f'(0) = ——.
z—0 T 2 2

o D’aprés la question précédente, f est continue en 0.

On peut ainsi conclure que f est de classe C' en 0. D’otul

1
f est de classe C! sur R et f/(0) = —5
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2. a) Etudier les variations de Iapplication u : R — R, définie par :

urxr— (1—xz)e® —1

Démonstration.
« La fonction u est dérivable sur R en tant que produit et somme de fonctions dérivables sur R.
e Soit z € R :
' (z) = —xe”
Comme e* > 0 :
W(r)=>0 & <0

« On obtient le tableau de variations suivant :

x —00 0 +00

Signe de u/(x) + -

Variations de u

« Détaillons les éléments de ce tableau.
x Tout d’abord : u(0) = (1-0)e’ -1 = 1-1 = 0.
x Ensuite, pour tout x € R :

ulz) = (1—xz)e* -1 = e —ze® —1

Or, par croissances comparées : lim ze* = 0.
T—r—00
D’ou, comme lim e*=0: lim wu(x)=—1.
T——00 Tr——+00
x Enfin :

lim 1—-2z=-00 et lim e¥ =400

r—r+00 T—r+00
Ainsi : lim wu(x) = —o0. O

T—r+00

b) Montrer : Vz € R, f'(x) <O0.

Démonstration.
« La fonction u est croissante sur | — oo, 0] et décroissante sur |0, +ool.
Elle admet donc un maximum en 0. On en déduit, pour tout z € R :
u(z) < u(0)
I

0

Ve € R, u(x) <0

o Ainsi, pour tout x € R* :

En effet : (e® — 1)? > 0 et u(z) < 0 sur R*.

1
« Enfin, f/(0) = -5 < 0 d’apres I’énoncé.

Finalement : Vo € R, f/(z) < 0.

10
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¢) Déterminer les limites de f en —oo et en +o0.
Dresser le tableau de variations de f.

Démonstration.
e Comme lim e*=0,alors: lim e*—1=-—1.
T—r—00 T—r—00
De plus: lim x = —o0.
Tr—r—00
On en déduit : lim f(z) = +o0.
T—r—00
o Ensuite :

. , x
Or, par croissances comparées : — — 0.
et z—+oo

Ainsi : lim f(z) =0.

T—r+400

« Avec la question 2.b), on obtient le tableau de variations suivant :

x —00 0 +00

Signe de f'(z) - -

Variations de f

d) Tracer l'allure de la courbe représentative de f.

Démonstration.

« Tout d’abord, déterminons I’équation de la tangente a Cy en 0.
Il s’agit de la droite d’équation :

« On obtient le graphe suivant :

11
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Commentaire \

« On s’efforcera de traiter les questions de tracé de courbe.
En effet, ce type de question consiste uniquement & faire apparaitre sur un graphique
toutes les informations qu’on a recueillies dans les questions précédentes.

« Il est indispensable de faire apparaitre les tangentes horizontales. Si on a déterminé
d’autres tangentes ou des points d’inflexions auparavant, on doit également les faire
apparaitre.

o On rappelle qu'un tracé de courbe s’effectue toujours de la fagon suivante :

1) placer le ou les points principaux de la courbe représentative de f (ici seulement
le point (0, £(0)))
2) placer les tangentes a la courbe (ici la tangente a Cy en 0)

3) tracer la courbe Cy en prenant en compte le sens de variations de f et les limites
de f.

Partie II : Etude d’une suite récurrente associée a la fonction f

On considére la suite (uy,)nen définie par ug = 1 et, pour tout n € N : u,q1 = f(uy).
3. Montrer que f admet un point fixe et un seul, noté «, que 'on calculera.
Démonstration.
Soit z € R. Deux cas se présentent.

e Six € R*, alors :

e Siz =0, alors: f(0) =1.

On en déduit que 0 n’est pas un point fixe de f.

La fonction f admet pour unique point fixe o = In(2).

4. a) Etablir : Vz € [0, +-00[, €** — 2ze” — 1 > 0.

Démonstration.

« Considérons la fonction g, définie sur R par :
g:x— e —2ze” —1

o La fonction g est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R.
Soit x € R.
g (x) = 2" (" —1—1x)

12



E2A 23 Septembre 2023
Mathématiques (version A/B)

Déterminons le signe de ¢'(x).
x Comme e” > 0, ¢’(z) est du signe de e* — 1 — x.

x Or la fonction h : z — e* est convexe sur R.
On en déduit que sa courbe représentative Cy, se situe au-dessus de ses tangentes, notamment
celle au point d’abscisse 0. Or cette tangente est la droite d’équation :

y = h(0)+r(0)(z—0)

= V4elz = 142
Ainsi : Vz € R, e > 1+ x. D'ou :

ef —1—2 >0

On en déduit : Vo € R, ¢'(z) > 0.

« La fonction g est donc croissante. Ainsi, pour tout x € Ry :

0
Finalement, pour tout z € Ry, ¢*® —2zxe® — 1> 0.
O
1 e?® —2ze® — 1
b) Montrer : Va €10, +oo[, f/(z)+ 5= %
Démonstration.
Soit = € ]0, +00].
1 (I—-x)e* =1 1
/ [ GV -
Fla)+3 (e —12 '3
_2(1—z)e" — 2+ (e — 1)
N 2(e® —1)2
26" —2ze" -2+ 6% — 2" + 1
B 2(e* —1)2
_ e —2ze® —1
2(e* — 1)2
1 e®® —2ze" —1
\4 0 ! -

13
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¢) Montrer : Vo € [0, 400, —= < f'(z) <0.

Démonstration.

Soit x € [0, 4o00].
« Tout d’abord, d’apreés la question 2.a) :

fllx) <0

1
« Démontrons : ) < f'(z). Deux cas se présentent :

x six # 0, alors, d’aprés la question précédente :
1 e* —2ze" —1
/ J—
F@)+5 =@

1
Comme 2 (e” — 1)2 > 0, on en déduit que f'(x) + 5 est du signe de g(x).

Or, d’aprés la question 2.a) : g(z) > 0. On en déduit :

1
fl@) + 520
x six =0, alors :
, 1 1
== > =
. 1
Finalement : Vz € [0, 4o00[, f/(z) > 3
. 1
On en déduit : Va € [0, +o0], 3 < flx) <0

B 1
d) Etablir : Vn € N, |up41 — of < = Ju, — .

2

Démonstration.

o D’aprés les questions précédentes :
x f est dérivable sur [0, +ool,

1
« V€ [0, oo, |/ (@) < 5
En effet, d’apres la question précédente, pour tout = € [0, +o0] :

1
—5 S fll2) <0
1 1
d —5 < flz) <5
onc 5 f'(x) 9
, < g / 1
c’est-a-dire I/ (x)] < 3

On en déduit, par I'inégalité des accroissements finis :

1

Y(z,y) € [0, +00%, [f(y) - f(z)] < 5 ly—al

14
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« Soit n € N. On souhaite appliquer cette inégalité & y = u, et x = . Pour cela, vérifions que ces
deux termes appartiennent a l'intervalle [0, +o00].

x D’aprés le tableau de variations de la question 2.¢), [0, +00[ est un intervalle stable de f.
De plus : ug =12>0.
Ainsi, par récurrence immédiate : Vn € N, u,, € [0, +o0].

x D’apreés la question 8. : a = In(2) € [0, +o0|.

Soit n € N. En appliquant donc I'inégalité précédente & y = u, € [0, +o00[ et = a € [0, +00[, on

obtient : )
Fum) = F@)] < 5 un—al

Or :
x f(up) = up41, par définition de la suite (uy,),

f
x f(a) = a, car « est un point fixe de f.

1
On en déduit : Vn € N, |up41 — af < 5 lun —

Commentaire \

« La démonstration par récurrence de la propriété : Vn € N, u,, € [0, +oco[, n’était pas
au coeur de cette question et la simple mention de cette récurrence suffisait sans doute
& obtenir la totalité des points alloués & cette question.

» La rédaction de cette derniére aurait été la suivante.
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) ou  P(n) : u, € [0,400].
» Initialisation :
D’aprés I’énoncé : ug =1 € [0, +oo].
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. upt1 € [0, +00[).
x Par hypothése de récurrence : u, € [0,+0o0[.
x Ainsi, d’aprés le tableau de variations de la question 2.c¢) : f(u,) € [0, 1].
Or : [0,1] C [0, +o0].
On en déduit : up+1 = f(up) € [0, +00[.
D’ou P(n +1).
Par principe de récurrence : ¥n € N, u,, € [0, +00].

\. J

Lo_a).

5. En déduire : Vn € N, |u, — a| < on

Démonstration.

Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) ot  P(n):|up — o < — (1 —a).

1
on
» Initialisation :
1
x D’une part, d’aprés la question 3. : 20 (1-a)=1-1In(2).

x D’autre part, comme ug =1 :
lup—al = |1—a|l = [1-1n(2)] = 1—-1n(2)

En effet : 1 —In(2) > 0.
D’ou P(0).

15
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» Hérédité : soit n € N. .
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. |up+1 — a| < ontl (1—-a)).
D’aprés la question 2.d) :

1
[unt1 —al < ) un —

Or, par hypothése de récurrence :
1
jun 0] < 5 (1 — )

En combinant ces deux résultats, on obtient :

1 1 1 1
|unt1 — o] < §]un—al < g3 % 2—”(1—04) = ﬁ(l—a)
D’ott P(n +1).
o , 1
Par principe de récurrence : Vn € N, |u, — a| < on (1—-a). O
6. Conclure que la suite (uy,)pen converge vers .
Démonstration.
1
« D’apreés la question précédente : Vn € N, |u, —a] < o (1-a).
1
¢« Or: — — 0car 2" — 4oo.
2" n—+o0
Ainsi, par théoréme d’encadrement : |u, —«| — 0. Ceci qui équivaut a : u, —a — 0.
n—s+o0 n—+-00
On en déduit que la suite (uy,) est convergente de limite . .

7. Ecrire un programme en Python qui calcule et affiche le plus petit n € N tel que |u, — a| < 1072,

Démonstration.
1 n=20
2 u=1
3 while np.abs(u - np.log(2)) >= 10%*(-9):
4 u=u/ (ap.exp(u) - 1)
5 n+=1
¢ print(n)

Détaillons les éléments de ce programme.

« Début du programme
La variable n est initialisée a 0.
La variable u, qui contiendra les valeurs successives de la suite (uy,), est initialisée a ug = 1.

o=
[=]

I
[EY

16
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o Structure itérative
Les lignes 3 & 5 consistent a déterminer le plus petit entier n tel que |u, —a| < 1072, On doit
donc calculer les valeurs successives de la suite (u,) jusqu’a ce que |u, — a| < 1079, Autrement
dit, on doit calculer ces valeurs successives tant que |u, — a| > 107. Pour cela, on met en place
une structure itérative (while) :

3 while np.abs(u - np.log(2)) >= 10*x(-9):

Tant que |u, — a| = 1072, on calcule u,41 et on stocke toujours cette valeur dans la variable u :

4 u=u/ (exp(w) - 1)

nm rs & jour en conséquence la vari n:on ajou ur signaler qu’on a ulé u .
O et alors & jo conséquence la variable n : on ajoute 1 po ale ‘on a calculé w41

5 n+=1

e Fin du programme
A Dissue de cette boucle, la variable n contient le plus petit entier n tel que [y, —al <1079,
On affiche alors enfin la valeur de la variable n.

¢ print(n)

Commentaire \

Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la
réponse a cette question. Cependant, proposer un programme Python correct démontre
la bonne compréhension de ces mécanismes et permet certainement d’obtenir la majorité
des points alloués a cette question.

On procédera de méme dans les autres questions Python.

\. J

O

8. Si on ne connaissait pas la valeur de a, comment aurait-on pu déterminer un entier n tel que
lu,, — | < 10727 Ecrire Pappel correspondant en Python.

Démonstration.

o On souhaite exhiber N € N tel que :
lup —a < 1077
Or, d’aprés la question 5., pour tout n € N :
1
lun —al < 2—”(1—04)
Comme « > 0, on obtient : 1 —a < 1. D’ou :

1
vneN, fun—af < Z(l-a) < 5

1
on
1 -9
o Il suffit alors de trouver NV € N tel que : oN <1077,
Si c’est le cas, on obtient alors par transitivité :

L

-9
v < 10

lun —al <

17
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) . . L. 1 9
« Déterminons alors un entier N vérifiant : on <1077
Soit n € N. )
-9
o < 10
o m s 109 (par stricte décroissance de la
- fonction inverse sur )0, +00[)
(par stricte croissance de la
>
& nh(2) > 9n(10) fonction In sur 10, +o00l)
9 In(10
= n = lnn((2)) (car In(2) > 0)
In(1
L’entier N = 9 In(10) convient.
In(2)

On obtient 'entier cherché par 'appel : int (np.ceil(9 * np.log(10) / np.log(2))).

Commentaire \

Si on ne connait pas « et qu’on souhaite en calculer une approximation & 10~ prés, on
pourra alors procéder comme suit.

1 N = int(np.ceil(9 * np.log(10) / np.log(2)))
2 u=1

s for k in range(N):

4 u=u/ (np.exp(u) - 1)

5 print(u)

\.

Partie III : Etude d’une fonction définie par une intégrale
On note G : R — R I'application définie par :

G:xw— f(t) dt.

X
9. Montrer que G est de classe C! sur R et, pour tout z € R :

z(3—¢e") .
G/(CL‘) _ 62507— S1 X 75 0
1 sixz=0.

Démonstration.

o La fonction f est continue sur R. Elle admet donc une primitive F' de classe C!' sur R.

o Soit x € R. On remarque :

18
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La fonction H : x + F(27) est de classe C! sur R car elle est la composée H = F o h de :
x h:x+— 2z qui:

- est de classe C! sur R,

- vérifie : h(R) C R.

x F qui est de classe C! sur R.

La fonction G est de classe C! sur R en tant que somme de fonctions de classe C! sur R.

o« Soitz€eR:
G'(x) = (Foh)(x)—F'(x) = (F'oh)(z) x h(x) — F'(x)
= F'(h(z)) x2—F'(z) = 2F'(2z) — F'(x)

(car F est une

= 2f(2x)— f(x) primitive de f)

Deux cas se présentent alors :

x sixz € R*, alors :

G'(z) = 2f(22)— f(2)
4x T
e2e — 1 et — 1
dr —x (e + 1)
e2r — 1

x si & =0, alors :

10. a) Montrer : Vz € [0, +o0[, 0 < G(x) < zf(x).
En déduire la limite de G en +o00.

Démonstration.
e Soit z € [0, +o0].
x Soit t € [z, 2z].

(par décroissance de f

donc flx) = f@t) = f(Q2z) sur [0, 4-00])

De plus, d’aprés le tableau de variations de la question 2.c) : f(t) > 0.
Ainsi, pour tout ¢ € [z,2z] :

0 < f(t) < f(@)
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x Par croissance de 'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (x < 2z, car x > 0) :

2z 2z 2x
/ 0dt < f@t)dt < f(x) dt

x
I I I

0 G(x) f@)2r—2) = xf(x)
Vo € [0,+00[, 0 < G(z) < z f(z)

Commentaire \

On retiendra que 'encadrement / la minoration / la majoration d’une intégrale
s’effectue presque toujours de la fagon suivante :
1) encadrement / minoration / majoration de son intégrande,

2) utilisation de la croissance de l'intégrale.x

\.

e On a I’équivalent suivant :

2 2
x x
x f(x) = ~ —
f(@) e? —1 a2+ €%
2
Or, par croissances comparées : lim — = 0. On en déduit : lim z f(x) =0.
r—+oo el z—+00
On obtient alors :
x lim 0=0,
T—+00
li =0.
* I, 2 /@)

Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim G(z) = 0.
T—+400 O

b) Montrer : Vx €] — 00,0], G(z) < z f(x).

En déduire la limite de G en —oo.

Démonstration.
« Soit x €] — 00, 0].
x Soit t € [2z, z].

2t <t <«

(par décroissance de f

donc f@x) = f(t) = f(z) sur [0, 4+00[)

x Par croissance de I'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (2x < x, car x < 0) :

’ fydt > ’ f(x) dt
2x 2x
I I

2x 2x
= f(t) dt - f(z) dt

On en déduit :
2x

/ v )y dt < F(z) dt
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« D’aprés la question 2.c) : Er_n f(z) = 4+00. On en déduit lim =z f(z) =

——00

—0OQ.

Ainsi, par théoréme de comparaison : lim G(x) = —oc.
T—r—00

11. Dresser le tableau de variations de G. On n’essaiera pas de calculer G(In 3).

Démonstration.

« D’apres la question 9 :

Gz~

Déterminons, pour tout x € R*, le signe de G'(z).
Soit z € R*.

« Etudions le signe de (3 — e%).
3—e*>20 & 3>
(par stricte croissance de la

fonction In sur )0, +o0])

« Etudions le signe de e2* — 1.

2T _1>0 & e >1

(par stricte croissance de la
fonction In sur )0, +o0)

On obtient le tableau de signes suivant :

x —00 0 In(3) +o0
Signe de z — 0 + +
Signe de 3 — e” + + 0 -
Signe de €** — 1 - 0 + +
Signe de G'(z) + + 0 -

« On obtient enfin le tableau de variations suivant.

x —0 In(3) 400
Signe de G'(x) + 0 _
G(In(3))
Variations de G /
—00 0
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Exercice 3 (EML 2002)

On considére, pour tout n € N*, la fonction polynomiale P, : [0, 400[— R définie par :

2 (_1)]61,]{3 2 2n—1 2n

x —x x
x € [0,400[, Pp(x) P R R v i

3

Partie I : Etude des fonctions polynomiales P,

1. Compléter la fonction Python suivante, qui prend en paramétres un entier n € N* et un réel =,
pour qu’elle renvoie le réel P, (x).

def P(n, x):
S=0
for k in

g =
return S

jov s o o e

Démonstration. Par exemple :

def P(n, x):
S=0
for k in range(1,2*n+1)
S =8+ (-1)x*xk * x*xxk / k
return S

[ N o R N R

2. Montrer, pour tout n € N* et pour tout x € [0, +00] :

Pi(x) =

ou P! désigne la dérivée de P,.

Démonstration. Soit n € N*. La fonction P, est dérivable sur [0, +o0o] car polynomiale. Soit = €
[0,4+00]. On a

2n

Plia)= 5 (~1)kah!

__x2n
Sl ) i (car —x #1)

1— a2
iy (car 2n est pair)
x

2n_1

T+ 1

22



E2A 23 Septembre 2023
Mathématiques (version A/B)

3. Etablir, pour tout n € N*, les variations de P, sur [0, +oo[ et dresser le tableau de variations de P,,.

Démonstration. Soit x € [0, +0o0.
e £+ 1> 0 donc

2n

Pl(x)>0 <= 22" —1>0 <= 2" >1 <= z>1  (carz>0)

o De plus,

2n

Plx)=0 <= 22" —1=0 <= 2" =1 < z=1 (car x >0)

Ainsi, P, est strictement croissante sur [1,+00] et strictement décroissante sur [0, 1].

De plus,
x2n
o Py(2) Hodiis v (terme dominant) donc xEr—l{loo P, (x) = 4o0.

On en déduit le tableau de variations de P, :

T 0 1 +o0
Signe de P! (z) - 0 +
0 +oo
Variations de P, \ /
Pa(1)

4. Montrer, pour tout n € N* : P,(1) <0.

Démonstration. Soit n € N*. On a vu que P, est strictement décroissante sur [0,1]. On en déduit
que

Po(1) < Pa(0) =0

O
5. a) Vérifier, pour tout n € N* et pour tout = € [0, +oo[ :
1 T
P — P 2n—+1 _
n1(2) = Puz) + 2 1 2n 12
Démonstration. Soient n € N* et x € [0, +o0.
2(n+1) (_1)k gk
Puale)= 3 )
k=1
242 (_1)kgk
= Z ?
k=1
2n (1 kxk -1 2n+1x2n+1 -1 2n+2x2n+2
BN (-1)
=1 k 2n +1 2n + 2
2n+1 2n+2
x x
=P (z) —
@) = o1 a2
1 T
_ P 2n+1 [
n(@) +a S R
O
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b) En déduire, pour tout n € N*, P, (2) > 0.

Démonstration. Soit n € N*. D’apreés la question précédente évaluée en x =2 >0 :

1 2
Pri1(2) = Pa(2) + 227 (-
nt1(2) = Pu(2) + <2n+1+2n+2>

220+ 1) — (204 2)
(2n+1)(2n +2)
2n

2n+1)(2n+2)

= P,(2) +2>"*!

2n
2n+1)(2n+2)

et donc P,11(2) — P,(2) = 22n*!

est croissante.

> 0, ce qui prouve que la suite (P, (2))n,en+

2

2
De plus, Pi(2) = -2+ 5 = 0. D’ou :

pour tout n € N*, P,(2) > 0.

O

6. Montrer que, pour tout n € N*, I'équation P,(z) = 0, d’inconnue x € [1,+oo[, admet une solution
et une seule notée x,, et que :
l<ax,<2

Démonstration. On sait que :

« P, est continue sur [1, +oo]

o P, est strictement croissante sur [1, +00]

Ainsi, d’apres le théoréme de la bijection, P, réalise une bijection de [1,+oo] sur P,([1,+oo[) =
[P (1), 400l

Or, P,(1) < 0 (cf question 4) donc 0 € [P, (1), +o0].

On en déduit que 0 admet un unique antécédent par la fonction P, dans [1,+oo[. Autrement dit,

I'équation P,(x) = 0, d’inconnue z € [1, +o0[, admet une unique solution.

On la note x,. On sait d’aprés les questions 4 et 5.b) que
P,(1) < 0= P,(z,) < Pp(2)

On en déduit, par stricte croissance de P, sur le segment [1,2], que

1<z, <2

7. Soient n un entier supérieur ou égal a 1 et € un réel strictement positif.

On cherche & déterminer une valeur approchée de z,, avec une marge d’erreur inférieure ou égale a
€. On rappelle pour cela le principe de I'algorithme de dichotomie.

o On initialise deux variables a et b en leur affectant respectivement les valeurs 1 et 2.

o Tant que b — a > ¢, on répéte les opérations suivantes.
On considére le milieu ¢ du segment [a, b]. Par monotonie de P, sur [1,2], en distinguant les cas
P,(c) < 0et P,(c) > 0, on peut déterminer si x,, appartient a l'intervalle [a,c| ou a l'intervalle
[c, b]. Selon le cas, on met alors & jour la valeur de a ou de b pour se restreindre au sous-intervalle
approprié.
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a+b

« On renvoie finalement la valeur %52, qui constitue une valeur approchée de x, a ¢ prés.

Recopier et compléter la fonction en langage Python suivante, prenant en entrée un entier n
supérieur ou égal & 1 et un réel strictement positif eps, et renvoyant une valeur approchée de u,, a
eps preés en appliquant 'algorithme décrit ci-dessus.

def approx_x(n, eps):
a=1
b =2
while
c = (atb)/2

if P(n, c) < O:

else:

o loo I~ [} ot [ o o =

return (a+b)/2

‘»—l
o

Démonstration. On propose la solution suivante :

1 def approx_x(n, eps):

2 a=1

3 b =2

4 while b-a > eps :

5 c = (a+b)/2

6 if P(n, c) < O:
7 a = ¢C

8 else:

9 b=c

10 return (at+b)/2

Partie II : Limite de la suite (z,),en-

8. Etablir, pour tout n € N* et pour tout z € [0, +00] :

T 2n__1
Py(z) = /0 t dt

t+1
2n
Démonstration. Soit n € N*. Soit z € [0, +o0[. La fonction ¢ — est continue sur le segment
x t2n -1
[0, z]. Ainsi, / dt existe bien et :
o t+1
T t2n__ 1 x
/ dt = / Pl (t) dt
o t+1 )
= P,(x) — P,(0)
= P,(x) (car P,(0) =0 cf question 3)

9. En déduire, pour tout n € N* :

Tn t2n_1 1 1_t2n
/ dt—/ dt
L t+1 o t+1
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Démonstration. Soit n € N*. On évalue Iégalité précédente en x = x,, €]1,2] C [0, +o0] :

Tn t2n -1
/ dt = P,(z,) =0
o t+1

et donc, par relation de Chasles :

1 42n T 2n
t"—1 " -1
/ dt—l—/ ! dt =0
0 t+1 L t+1

T t2n_1 1 t2n_1
/ dt:—/ dt
L t+1 o t+1

1 2n
11—t
:/ dt
0 t+1

ce qui se réécrit :

O
10. Démontrer, pour tout n € N* et tout ¢ € [1, o0 :
2 —1>n(t?—1)
Démonstration. Soit n € N*. Remarquons tout d’abord que :
Vt € [1, +oof, 2" —1 > n(t? —1) <= Vt € [1,+oo], (t})" —1=n(t*—1)
< Yue[l,+oof, u" —1=n(u—1)
On reconnait alors une inégalité de convexité puisque :
« la fonction ¢ : u — u™ — 1 est convexe sur [1, 4+o00].
« sa tangente en 1 a pour équation : y = n(x — 1). En effet, (1) =0 et ¢'(1) = n.
La courbe représentative de ¢ étant au-dessus de sa tangente en 1, on a bien :
pour tout t € [1,4+o0[, 2" — 1 > n(t* — 1)
Commentaire
On pouvait aussi étudier les variations de la fonction g : ¢+ t2* — 1 — n(t2 — 1).
O

11. En déduire, pour tout n € N* :

puis

0<x,—1<

Démonstration. Soit n € N*. Soit ¢ € [1, +o0[. On a

2 —1>n(t? - 1)
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et t+1 >0 donc ) )
" —1 t“—1 t—1)(t+1
NG BN (R B
t+1 t+1 t+1

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant rangées dans I'ordre croissant (1 < x,,) :
T2 Zn t-1271" n
dt > t—1)dt = = —(z, — 1)
/1 t+1 /1 n(t—1)di=n [ 2 | 2 (2 = 1)

e x, — 1> 0 d’aprés la question 6.

Ensuite,

Tn t2n -1
Dien—1)2 < / dt
2 1

t+1
1 1— t?n
= / =l dt (cf question 8)
0
- (par croissance de l'intégrale, les
/ 1 dt bornes étant rangées dans [’ordre
o tF croissant)
1
—[(m(t+1)]
= In(2)
donc 21n(2)
n
—1)2<
(@n ) n

Finalement,

v21In(2)

O
12. Conclure quant a la convergence et a la limite de la suite (zy,)nen=.
) . 21n(2) o
Démonstration. On a ~——~ —— 0 donc, par théoréme d’encadrement : z, —1 — 0. On
\/'Tz n—+oo n—+oo
peut conclure que
la suite (x,) est convergente et x,, — 1.
n—-+0o00

O
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Exercice 4 (librement inspiré d’un oral HEC)

On admet le résultat suivant, qui sera vu en cours plus tard dans le chapitre sur les séries :

Théoréme 1. (Critére d’équivalence )

Soient Y uy et Y vy, deuz séries a termes positifs.

Alors| up ~ vy, = > upy ety v, sont de méme nature

n——+oo

Remarque : le critéere est encore valable lorsque les séries sont a termes négatifs.

Soit 0 €]2,400[. On considére la suite (uy)nen définie par :

'LL():l
2n 42

¥neN _nre
(S y Un+41 2n+9un

1. Informatique.
a) Ecrire une fonction Python, nommée premTermeU, qui :
« prend en paramétres un entier n € N* et un réel theta strictement supérieur a 2,

« renvoie un tableau numpy (ou une liste, au choix) qui contient les n premiers termes de la
suite (Up)neN-

Démonstration. On propose la fonction Python suivante :

def premTermeU(n, theta):
T = np.zeros(n)
T[0] =1
for k in range(n-1):
T[k+1] = T[k] * (2*k + 2) / (2*xk + theta)
return T

[ [ L N O N

O

b) Ecrire un script Python, utilisant la fonction précédente, qui permette de tracer les 50 premiers
termes de la suite (uy)nen lorsque # = 5. On utilisera 'option graphique ’x’.

Démonstration. On propose le script Python suivant :

theta = 5

n = 50

plt.plot(premTermeU(n, theta), ’x’)
plt.show()

[ o N N e

¢) On représente ci-dessous le tracé obtenu pour plusieurs valeurs de 6 :
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10

0.8

06

04

0z

0.0

+ thets—3
theta =5
o thets — 10
+
+
+
+
*y
iy
gy
[ ] +++++++.|.++++—|—+++—|—-|—|-+—'—'-+""‘
H A+
.
SO D
- 1 20 30 ® ’

Que peut-on conjecturer sur la suite (uy,)?

Démonstration. On peut conjecturer que

2. a) Montrer

(uy) est décroissante et u,, — 0.
n—+o0o

: pour tout n € N, u,, > 0.

Démonstration. Montrons par récurrence : Vn € N, P(n)

ouP(n): «uy,>0»
Initialisation :

Par définition, ug =1 > 0. D’ot P(0).
Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).

2n + 2

Unt+1 = mun >0

car2n+2>2>0,2n+6 >0 > 0 et u, > 0 par hypothése de récurrence. D’out P(n + 1).
On a démontré par récurrence : pour tout n € N, u,, > 0.

b) Montrer que la suite (u,,) est strictement décroissante.

Démonstration. Soit n € N.

Up+1 — Un

2n+ 2

- 2n—|—0un_un

2n+ 2 1
:u J—
"\on+0

n

2n+2—(2n+0)

2n + 6
2—-0

:unZn—i—Q

<0

O

(car 0 > 2 et u,, >0)

¢) En déduire que la suite (uy,) est convergente. On note ¢ sa limite.

Démonstration. D’aprés les deux questions précédentes :

« la suite (uy) est minorée par 0
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b)

« la suite (uy) est décroissante

D’aprés le théoréme de convergence monotone :

la suite (uy,) est convergente et sa limite ¢ vérifie £ > 0

O
Montrer que, pour tout n € N,
n—l 0—2
1 = In{l—-——
)= 8 (1= 3r5)
Démonstration. Tout d’abord, remarquons que pour tout n € N, u,, > 0 donc In(u,,) existe.
Montrons par récurrence : Vn € N, P(n)
n—1 2
o P(n) : «In(uy,) = kgo In (1 by 0) »
Initialisation :
l 0—2 .
D’une part, In(ug) = In(1) = 0. D’autre part, > In(1— = 0. D’ou P(0).
=0 2k 46
Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).
2n +2
In(up41) =1n <2n n aun>
2n+2
= In(uy) + In <2n n 0)
n_l 2n+0+2-10
= P In <1 ST > < n—i—2 19 ) (par hypothese de récurrence)
n=l1 60— —0
“5 (o ama) ()
k=0 k 2n + 9
n-1 0—2 0—2
= 1— +1n
k=0 ( 2k > < n+ 9)
n 0—2
=> In <1 >
k=0 +0
D’ou P(n+1).
0—2
On a démontré par récurrence : pour tout n € N, In(u,) = > In <1 = 2k+¢9> O
En déduire que lim In(u,) = —oo, puis que £ = 0.
n——+4o0o
(Indication : utiliser le critére d’équivalence)
. . L. 0—2 R .
Démonstration. « La série > In (1 — %10 est & termes négatifs
0—2 0—2 0—2 0—2
koo 2k + 0 one < ok + 9> bt 2k 40 i 2k

1
« La série > z est divergente par critére de Riemann donc la série > — est également

divergente (on ne change pas la nature d’une série en multipliant le terme général par une
constante non nulle)
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D’aprés le critére d’équivalence pour les séries a termes négatifs, on en déduit que la série
S In(1 072 ot di t
nll-— est divergente.
2k + 0 &

Il vient alors

n-l 6 —2
kz In (1 — 2k+0> WS 0% i.e. In(uy) — —o00

—0 n—-+oo

In(un)

Or, pour tout n € N, u,, = e donc

u, — 0.
n——+o0o
O]
4. Soit a € R. On introduit les suites (vy,) et (wy,) définies par :
Vn € N*, Uy, = nuy, et wy, = In(vpy1) — In(vy,)
a) Montrer que, pour tout n € N*,
1 0
n = DIn{l+—|—-In(14+ —
w (a+)n<+n> n<—|—2n>
Démonstration. Soit n € N*,
wp, = In(vp41) — In(vy,)
=In((n+1)%up+1) — In (n%uy)
1\“ n
-n((57) )+ ()
n Up
= aln 1—1—l +In 2nt2
n 2n+ 0
1
:aln<1+>—|—ln n
n 14 2
2n
1 1
:aln<1+> —|—ln<1+> —ln(1+0>
n n 2n
1 0
= DIn(1l+—)—In(1+ —
(a+)n<+n> n(—l—2n>
O]

b) Montrer, a 'aide d’un développement limité, que :

1 b—«o

1 n 1
2 7’L2 nHOJroo n2

wn:(a—a)ﬁ—l—i

ol a et b sont deux réels que 'on exprimera en fonction de 6.

Démonstration. Tout d’abord, on a le développement limité d’ordre 2 de In(1 + ) en O :
2
n(l+z)=z—- "=+ o (2%

2 x—0

D’ou
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1 1 1 1
e In 1—1—5 :E—Trﬂ—‘-n*}%w ﬁ et donc

(a+1)ln<1+;) = (a+1) (:L—Q,,;ﬂﬁw <nl2>>

In 1—|—i —i—ﬁ-l- 1
* on)  2n  8n2 oo n2

On en déduit que
a+l a+l 1 o 0 1
U= T g ﬂ:ioo(w)‘(zn‘sm*niiw(m))

_+191+92 atl) 1 1
—\“ 2)n 8 2 n2 T atie \ 02

02
0, 1+Z_1_O‘1+ 1
= o — _ — —_ —_—— [0) —_
2 n 2 n2 n—+4oco 77,2
1 b—-—al 1
B e R I )
ol
6 2
a:§—1etb:——1.

O

¢) Montrer qu’il existe une unique valeur de « (que 1'on précisera et que 1’on notera 7) pour laquelle

la série ) w,, converge.
(Indication : utiliser le critére d’équivalence)

Démonstration. Raisonnons par disjonction de cas.

o Premier cas : a # a.

1
Alors w,, ~ (a—a)— et donc w, ne change plus de signe a partir d’'un certain rang.
n

n——+oo

. 1 .. . . . .
De plus, la série Y. — diverge par critére de Riemann, donc par critére d’équivalence pour
n

les séries & termes positifs (ou a termes négatifs), on en déduit que la série Y w, diverge
également.

o Deuxiéme cas : o = a.

Alors on remarque que :

=) =) () o)

Or,a#O(carO#Q)etg—I—l;él(carﬁ;é())doncb;éa.

Ceci permet, de conclure que b — o # 0 et donc
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On applique ici aussi le critére d’équivalence, mais la série > - converge par critére de

2
n
Riemann, donc la série ) w,, converge.

Ainsi, il existe bien une unique valeur de « pour laquelle la série Y w, converge. Cette valeur
est

n—1
d) Soit n € N*. Exprimer ) wy en fonction de u,, et de 6.
k=1
Démonstration. Soit n € N*.

n—1

n—1
> wrp =, In(vpg1) — In(vg)
=1 =1

vp) — In(vy) (par télescopage)
n%uy) — In(uq)
2
(03 n) — 1 -
n%uy,) — In <0>
I <9n un>
2

e) En déduire qu’il existe un réel strictement positif C' tel que

= In(
= In(
= In(

C

U ~ -
n n——+oo n’Y

Démonstration. Nous avons vu que lorsque oo = 7, la série > w,, est convergente. Notons S la
somme de cette série dans ce cas la. On a alors, d’aprés la question précédente :

¥
In <9n2un> — S

n—-4o00

et par continuité de I’exponentielle :

onu, g

2 n—-+o0o

d’on, puisque e # 0,

on"u,, " oS
2 n—-+oo
ce qui se réécrit finalement
C
U ~
" n—+4oo n'Y
ou
25
C=—>0
0

33



