Lycée Carnot TD : Développements limités E2A

Exercices de cours

2’In(z) siz>0

Exercice 1 : Soit f la fonction définie par f(x) = . .
0 siz=0

1. Démontrer que f est continue sur [0, +oo[.
2. Ecrire une fonction Python qui prend en argument un réel z positif et renvoie le réel f ().

3. Ecrire un script Python (utilisant la fonction précédente) permettant de tracer le graphe de la fonction f sur
le segment [0,3]. On pourra utiliser la commande np.linspace ou np.arange.

2*In(z) siz>0

Exercice 2 : Soit f la fonction définie par f(z) = ) .
0 sizx=0

Démontrer que f est dérivable sur [0, +0o0[. Que vaut f'(0)?

Exercice 3 : Soit f : [0,4+00[— R. On suppose que le tableau de variations de f est donné par

x 0 @ +00

Signe de f'(z) - 0 +

1 0 2
Variations de f \ /
0

et on suppose que f (0) = —2. Tracer Cs-

Exercice 4 : Soit f :]1, +oo[— R. On suppose que le tableau de variations de f est donné par

x 1 « 2 +00

Signe de f'(z) + 0 -
2
Variations de f /0/ \
—00 0
et le tableau de variations de f' est donné par

T 1 2 B8 +00

Signe de f"(z) - 0 +

+00

0
\
Variations de f’ 0\
')

Tracer €.

—— +zpuisdex e’ —e "
1+ p

Exercice 5 : (Somme de DL). Déterminer le DL5(0) de z
Exercice 6 : (Produit de DL). Déterminer le DLy(0) de z + (1 + 2)e” puis de 2 = (z — 1) In(1 + ).

Exercice 7 : (Composition de DL). Déterminer le DLy(0) de = = In(1 + 22) puis de z — V1 — 22,
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Calculs de limites, d’équivalents et de développements limités

1\\*
Exercice 8 : (Un calcul de niveau TOP 3) Soit x = 0 et soit 5 > 0. Calculer klim (1 - %x + o (E)) .
—+400 k—+00
Exercice 9 :
1. Déterminer un équivalent des fonctions suivantes aux points indiqués.
e’ —1
a r) = ——— 5 en 0 et en +00.
(2) fi(z) zln(l + z) — 22
(b) faolzx) = ln(l + xz) en 0 et en +o00.
e’ —e "
= ———— en +00 et en 0.
(¢) fa(x) prperi et en
14+ x)\=1

x-1
2. Déterminer : 1in} (T) (indication : on pourra posert =x —1).
s

Exercice 10 : A I'aide d’équivalents ou de développements limités, déterminer les limites suivantes.

(" —1)° . o In(l+2z)-= . 1 In(1+ x)

1. lim —— 7 4. lim ————— 7. lim - 5

-0 xln(1+x) z—0 2x z—0 LL’(]_+£L') T

o 1 1 _ 2 _ _ 2

9 lim ln(1+5) 5. xl_l)rJrnooxln(x+1) x1n(x) 8. Tim Vita?-Vi-z

T—+00 -0 2x

. L . 1 1
3. ili%(l-l—.’[)‘ 6. }EI_I% o

Exercice 11 : Calculer les limites des fonctions suivante aux points indiqués.

In(z)+z-1 ze” +1 zIn(z) + In(x)
1. : _— . : —_— 5. : _—
fl TH x+e® 3 f3 Cf'_)e”+1 f5 T = —
en 0" et en +00. en 0 en +00 et en —00. en 0% et en +00.
-z -2 1
2. f2:a:l—>ln(e Tz ) 4. f4:mi—>x4e_‘/5 6. fe:xz®
en 0" et en +00. en +00. en 0" et en +00.

Continuité et dérivabilité

Exercice 12 : Etudier la continuité et la dérivabilité des fonctions suivantes.

_[zIn(z®) -2z siz#0 zIn(z) .
O R 3 pe) = | S p siwe ool \ 1)
0 siz=1
2 -
T siz#0 e six #0
2. fo(x) =47 — 22 4 falz)={7-¢= 7
0 siz=0 1 six=0
el -1 .
Exercice 13 : Soit f: ¢~ t sit#0
1 sit=0
1. Calculer la dérivée de f en tout point ¢ # 0.
t)—1
2. Trouver la limite du quotient % lorsque t tend vers 0.

3. Montrer que la fonction f est de classe ¢! sur R.
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Etudes de fonctions

Exercice 14 : (d’aprés EML 2022) On considére la fonction f définie sur ] — oo; 1] par :

—In(1-¢t) .
Vie]-oo:1], fF(t) =1 ¢ sit €] —o0;0[U]0; 1[

1 sinon
1. Montrer que f est continue sur ] — oo;1[.
t
2. (a) Montrer : Yt €] — o0; 1], T+ In(1-1¢)20.

b) Justifier que f est de classe C' sur ] — 00;0[ et sur J0; 1[ et déterminer f' sur ces intervalles.

a) Donner le développement limité & 'ordre 2 en 0 de ¢ — In(1 — ¢).
1
5

(¢) Montrer enfin que f est de classe ¢! sur ] - oo; 1].

(b)
(¢) En déduire la monotonie de f sur ] — oo;1].
3. (a)
(b) Montrer que f est dérivable en 0 et que f'(0) =

4. Déterminer les limites de f en —o0 et en 1.

5. Tracer 'allure de la courbe représentative de f dans un repeére orthonormé en faisant apparaitre la tangente en
0.

Exercice 15 : On considere la fonction f définie sur ] — 0o, 1[ comme suit :

-

fo) = T oma =y el oo M0
1

sizx=0

1. Montrer que f est continue sur ] — oo, 1[.

o

a) Déterminer le développement limité de la fonction x — In(1 — z) & 'ordre 2 au voisinage de 0.

b) En déduire que f est dérivable en 0 puis vérifier que f'(0) = 5

(

(b)
3. (a) Montrer que f est dérivable sur ] — 0o, 1[ \ {0}, puis calculer f'(z) pour tout réel z € ]—o00,1[ \ {0}.

(b) Déterminer le signe de la quantité In(1 — z) + = lorsque z € ] — oo, 1[.

(¢) En déduire les variations de f.

(d) Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition, puis dresser son tableau de variation.
4. Tracer I'allure de la courbe représentative de f dans un repeére orthonormé.

5. En utilisant les questions 2b et 3a, montrer que f est de classe C'osur ]— o0, 1].

Exercice 16 : Soit f la fonction définie sur ] — 1, +0o[ par : f(z) = e >"In(1 + z).
1. Calculer le développement limité d’ordre 2 en 0 de f.

2. En déduire I’équation de la tangente en 0 ainsi que la position de la courbe par rapport a cette tangente au
voisinage de 0.

— iz +0
Exercice 17 : On note f : R — R Dlapplication définie par : f(x) = {ej -1 S% v o
six=

—_

. Montrer que f est continue sur R.

. Justifier que f est de classe C' sur ]— 00, 0[ et sur J0, +0o[, et calculer f'(z) pour tout z € ]— o0, 0[ U ]0, +oo[.
1

3

4. Etablir que f est de classe C' sur R et préciser f'(0).

W N

. Montrer : f'(z) — —
-0
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Exercice 18 : Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par :

1 1
fraxe {£C1+T = ) g 050

siz=0

On désigne par C la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé.
1. (a) Montrer que f est continue en 0.

(b) Etudier la dérivabilité de f en 0.

2. (a) Montrer que, pour tout réel = strictement positif : In(z) < z + 1.
(b)

1 3 . .
Calculer f(x) pour x > 0 et déterminer son signe.
Préciser le sens de variation de f.

3. (a) Déterminer la limite de f en +o00.

(b) Déterminer un équivalent de f(z) — x en +o00.
En déduire la nature de la branche infinie de C en +00.

Exercice 19 : (d’aprés EDHEC 2004) Dans ce probléme, la lettre n désigne un entier naturel non nul.

On note f,, la fonction définie sur R par :

n

ze = sizx#0
0 siz=0

f(x) ={

On note (C,,) la courbe représentative de f,, dans un repére orthonormé (O, 1, ] ).
1. (a) Montrer que f, est continue a droite en 0.
(b) Montrer que f,, est dérivable & droite en 0 et donner la valeur du nombre dérivé & droite en 0 de f,,.
2. (a) Montrer que f,, est dérivable sur ] — 0o, 0[ et sur ]0, +oo[.
Calculer, pour tout réel z # 0, f,(z) puis étudier son signe.
(b) Calculer les limites de f,, en +00, —0o et 0, puis donner le tableau de variations de f,,.
3. (a) Rappeler le développement limité & 1'ordre 2 de e lorsque u est au voisinage de 0.

(b) En déduire que, lorsque x est au voisinage de +00, on a :

2
n 1
fn(x):.’lf—n‘l‘%-l-mﬂqm(g)'

Que dire au voisinage de —oo 7

(¢) (Hors programme) En déduire qu’au voisinage de +00, ainsi qu’au voisinage de —oo, (C,) admet une
asymptote oblique (D,,) dont on donnera une équation.
Préciser la position relative de (D,,) et (C,,) aux voisinages de +00 et de —oo.

(d) Donner lallure de la courbe (C1).

Une égalité de Taylor-Lagrange avec reste intégral

Exercice 20 :
1. Montrer :

<
8
m
=
*
m| 8
|
cn| B,
I\
IS
|
—_
+
o
I\

3. En déduire un équivalent de z — 1 +e " en 0.

4. Retrouver le résultat précédent a I’aide d’un développement limité usuel.
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Enoncés de concours nécessitant d’autres chapitres

Exercice

Pour tout

1. Soit
(a)
(b)
()
(d)
()

21 : (Séries)

entier naturel n non nul, on pose :

2 1
u, = Yy ——1In(n) et v, =u, — =
n P k n n n

f la fonction définie sur R} par f(z) = + In(z) — In(z + 1).

r+1
Déterminer lim f(x) et lim f(x).

x—0 r—+00
Etudier les variations de la fonction f sur R} et dresser son tableau de variations.
Démontrer que : Vn € N*, w1 —u, = f(n).
En déduire la monotonie de la suite (u,, ),en*-

Ecrire une fonction Python d’en-téte def u(n): qui prend en argument un entier naturel n non nul et qui
renvoie la valeur de u,,.

1 1
Montrer que : Vn € N*, v,.1 — v, = o ln(l + ﬁ).

Montrer que pour tout réel x positif : In(1 + z) < x.
En déduire que la suite (v, )pen+ est croissante.

Donner le développement limité d’ordre 2 de In(1 + z) en 0. En déduire que :

1
Upsl —VUp ~ —5
n+l ™ no+oo om2
+00
Déterminer la nature de la série de terme général v,,1 — v,,. On note vy = Y (v,41 — vy,).
n=1
n—1
Pour n > 2, simplifier la somme partielle : Y (vgy1 — vg)-
k=1

En déduire que la suite (v, ),»2 converge vers .
Déterminer lim w,,.
n—oo

Montrer que :

Vn e N, Uy S Y < Uy
puis que :

1
*

VneN, |un—’y| <5

On rappelle que l'instruction np.floor(x) renvoie la partie entiere d’un réel x et on suppose que la fonc-

tion Python, nommée u, de la question 1.e) a été correctement programmée. Expliquer l'intérét et le
fonctionnement du script ci-dessous :

import numpy as np

eps = int(input('Entrer un réel strictement positif : '))
n = np.floor(1/eps) + 1

print(u(n))

e =
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Exercice 22 : (Variables aléatoires discrétes)

Soit X une v.a.r. a valeurs dans N*.
On suppose qu’il existe un réel « strictement positif tel que pour tout entier naturel j on ait :

1

P([X >j]) = Gr1o (%)

0. Montrer que pour tout entier naturel j non nul :
P([X =] =P([X >j-1]) - P([X > j])
Par une série de questions, on démontrait alors que X admet une espérance si et seulement si la série de terme

+00
général P([X > j]) converge. De plus, dans ce cas : E(X) = Y P([X > j]). (on pourra utiliser ce résultat dans
k=0

la suite)
1. Légitimer que (*) définit bien une loi de probabilité d’une variable aléatoire & valeurs dans N*.
2. Montrer que X admet une espérance si et seulement si « est strictement supérieur a 1.

3. Montrer que pour tout entier naturel j non nul :

B(LX = )) = i(l—%)

— VS
J 1+],)

4. (a) Etudier les variations de f:z + 1 — (1+2)™" — ax sur [0,1].

(b) Montrer que pour tout entier naturel j non nul :

P(IX =41 = 43

J

5. Montrer, en utilisant le résultat de 3., que :

lim j* (X =j])=a
J—+00
6. Montrer que X admet une variance si et seulement si o > 2.

x
Exercice 23 : (Intégration) On considére la fonction f qui & tout réel x associe : f(z) = J In(1 + t2) dt.
0

1. (a) Déterminer le signe de f(x) selon le signe de x.
(b) Justifier que f est de classe C' sur R et calculer f'(z) pour tout réel z.

(¢) En déduire les variations de f sur R (on ne cherchera pas & calculer les limites de f).

2. (a) Montrer que f est impaire.
(b) Etudier la convexité de la fonction f et donner les coordonnées des éventuels points d’inflexion de la courbe

représentative de f dans un repere orthonormé.

3. (a) Déterminer les réels a et b tels que :

2
t b
Vit e R, s =a+ 5
1+t 1+t

(b) En déduire, grace a une intégration par parties, que, pour tout réel z, on a :

1

1+ ¢2 dt

= T n .%'2— ’
f(z) = o (n(1+2%) 2)+2J0
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4. Recherche d’un équivalent de f(z) au voisinage de +00.

+00
(a) Montrer que J o2 dt est une intégrale convergente.
0

(b) En déduire que f(z) -~ zln(l + 2°).

1
(c) Vérifier que, pour tout réel = strictement positif, on a : In(1 + 2%) = 2In(z) + ln(l + —2), puis établir
x
I’équivalent suivant :
flz) ~ 2z In(x)

(d) Donner sans calcul un équivalent de f(x) lorsque x est au voisinage de —oo.

5. Recherche d’un équivalent de f(x) au voisinage de 0.
(a) Montrer que f est de classe C* sur R.
On admet la formule de Taylor-Young & l'ordre 3 au voisinage de 0 pour la fonction f, c’est a dire :
1

2 3
f(@) = f0) + T/ (0) + 5 £'(0) + /(0 + o (2

(b) Déterminer £(0), £'(0), £'(0), (0.

3
X

(¢) En déduire alors un équivalent de f(x) au voisinage de 0 (on trouve f(x) = ?)

Exercice 24 : (Variables aléatoires a densité)

1. On désigne par n un entier naturel non nul et par Xq, ..., X,, des variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé, indépendantes et suivant la méme loi que V, c’est a dire la loi £ (1).

2. On considere la v.a.r. Y,, définie par Y,, = max(X;,X,,...,X,,), c’est & dire que pour tout w de 2, on a :
Yy, (w) = max(X; (w), Xo(w), ..., X, (w)).
On admet que Y,, est une variable aléatoire a densité.

2. (a) Montrer que la fonction de répartition Fy, de Y, est définie par :

0 siz<0
By, (z) = { (1-e™)" siz=20

(b) En déduire une densité fy, de Y.

3. (a) Donner un équivalent de 1 — Fy, (t) lorsque t est au voisinage de +00, puis montrer que l'intégrale

Lm (1 - Fy (t)) dt est convergente.
(b) Etablir 1’égalité suivante :
Vi eR* [: (1= Fy (8)) dt =2 (1~ Fy () + J: Ly (1) dt
(c) Montrer que : Ll_l)r+noo z(1-Fy (z))=0.
(d) En déduire que Y, posséde une espérance et prouver I’égalité :

E(Y,) = Ew (1-Fy (1)) dt

4. (a) Montrer, grace au changement de variable u = 1 — e ", quelon a:

@ e "
+ —_—
VzeR", L (1-Fy, (1)) dt—fo = du

(b) En déduire que : [ (1-Fy (1) dt=Y puis donner E(Y,,) sous forme de somme.
0



