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Exos de cours

1
(n+1)(n+2)(n+3)
1. Trouver trois nombres réels a, b et c tels que, pour tout n € N,

Exercice 1 : On consideére la série de terme général u,, =

a b c
n+1+n+2+n+3

Uy, =
2. En déduire que la série ) u,, est convergente et calculer sa somme.

Exercice 2 : Déterminer la nature des séries suivantes, sans chercher a calculer leur somme.
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. < 1s . , . Ug E]07 1[
E 3:0 dere 1 t défi :
xercice n considére la suite (u, ) définie par { VneN., u = u,—u,’>
Montrer que : Vn € N, u, €]0,1[.
Montrer que la suite (u,,) converge et donner sa limite.

s - 2 . .
Etudier la nature de la série ) wu;, et donner sa somme, si elle existe.

Unp+1

Prouver que la série ) ln( ) est divergente.

n

AN A

En déduire la nature de ) u,,.

Exercice 4 :(d’aprés EML 1992)
On note f la fonction définie sur ]1,+oo[ par :

_1
zIn(x)

Vz e ]1,+oo[, f(z) =

1. Etudier les variations de la fonction f et tracer sa courbe représentative.

k
2. Montrer que : Vk = 3, ona:f(k)sj f@) dt < f(k-1).
k-1

n
Pour tout entier naturel n = 2, on note : S,, = Z FK).

1
21n (2 [ (1) dt =S " nln(n)’

(b) En déduire que pour tout entier naturel n = 3 :

3. (a) Montrer que: ¥n =3, S, —

1

In(In(n)) = In(In(2)) < Sy < I(In(n)) = W(In(2) + 5

(¢) Etablir que : S, ~ In(In(n)).
Pour tout entier naturel n = 2, on note :
u, =5, —In(In(n +1)) et v, =S, —In(ln(n))

4. A Daide de la question 2, montrer que les suites (uy)nsa €t (v )nsa sont adjacentes. On note ¢ leur limite
commune.
5. (a) Montrer, pour tout entier n 22: 0<wv, —{ < ——.
nln(n)
(indication : on pourra commencer par démontrer que v, —{ < v, — Uy, )

(b) En déduire un programme en Python qui calcule et affiche une valeur approchée de ¢ & 107 pres.

Calcul de sommes a vue (sommes usuelles)

Exercice 5 : Etudier la nature et calculer la somme (si elle existe) des séries suivantes.
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Calcul de sommes par télescopage

. - 1
Exercice 6 : Démontrer que la série ) In (1 — — | est convergente et calculer sa somme.
nz2 n

1
Exercice 7 : Calculer la somme de la série ) o1 (voir exercice 1).
n2 —

. L1 . o ag >0
Exercice 8 : On considére la suite (a,,) est définie par : 0 —an, .
VneN, a,. = e an

1. Montrer que : Vn € N, a,, > 0.

2. Montrer que la suite (a,,) est convergente et déterminer sa limite.
3. On pose b,, = In(a,,). Calculer b,,; — b,, en fonction de a,,.
4

. En déduire la nature de ) a,.

Exercice 9 :(d’aprés EDHEC 1998 (S))
On considere la fonction f définie sur R par :

T -
(§]

fla) = S5

On appelle (u,,) la suite définie par :

Ug =1

{ VneN, u,4q = _Un_
f(un)

1. (a) Etudier la fonction f et dresser son tableau de variations.
(b) Montrer que (u,,) est strictement positive et strictement décroissante.

(¢) En déduire que (u, ) est convergente et donner sa limite.

On pose pour tout n € N: v, = ug—:l -

2. (a) Montrer que (v,,) est strictement négatif.

(b) Montrer que (v,,) est convergente de limite nulle.

n—1
(c) Pour tout n € N*, simplifier Y In(1 + vy).
k=0
(d) En déduire la nature de la série ) v,.
2’ 2
: 2
Dans la suite, on admettra que : YV € [0, 1], T = 1- Fre7 < z°.
3. (a) En déduire la nature de la série ) Un”.

(b) En utilisant le résultat de I'exercice , déterminer la nature de ) wu,,.
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Calcul de sommes par linéarité

+00 2 +00 1
Exercice 10 : On admet que — = —. Calculer —_—
a kgl K> 6 kgo (2k +1)?

Séries a termes positifs et criteres de convergence des séries

B
Inn
Exercice 11 : Montrer que pour tout a > 2 et tout 3 € R, la série ) ( na) converge.

Exercice 12 :
1. Soit z € [0,1]. Montrer que : 0 < 2° < .

2. On consideére (z,,) une suite de réels positifs. Montrer que si la série ) x,, converge, alors la série ) x,, converge.

. RN - ., n! *
Exercice 13 : On considere la série de terme général u,, = s pour tout n € N,

U 1
1. Montrer que : lim —*t =2,
n—o+oo Up €
U 1
En déduire qu'il existe ng € N* tel que : Vn = ny, Z” <5
n
n

NI

2. Montrer qu'il existe A € R™™ tel que : Vn = ng, u, < A (—) .

3. En déduire la convergence de la série Y u,,.

Exercice 14 : Soient (u,) et (v,) deux suites réelles. On suppose que les séries ) un2 et y ’Un2 convergent.
1. Démontrer que : Va € R, Vb € R, 2ab < a® + b2

2. A l'aide de l'inégalité précédente, démontrer que la série Y u, v, est (absolument) convergente.

ug > 0
Exercice 15 : On considére la suite (u,,) définie par : 0 2
VneN, uper = Uy + Uy,

1. (a) Montrer que la suite (u,) est croissante.
(b) Montrer que la suite (u, ) diverge vers +oo.
In(u,)
S
Montrer que pour tout £ > 0 : In(1 +¢) < ¢.

2. On pose, pour tout entier naturel n, v,, =

1
2n+1un'

)

) Montrer que, pour tout n € N: 0 < v,41 — v, <

(¢) Montrer que la série de terme général v, 1 — v, est convergente.
)
)

(d) En déduire que la suite (v, )nen converge. On note £ sa limite.
3. (a) Montrer, & I’'aide de la question 2b, que :
1
VneN,VpeN, 0= v,p11 — vy £ 55
2" uy
1
(b) Montrer que, pour n € N: 0</¢—-v, < S
n

P 2"
(¢) En déduire que u,, ~ €° .
n—+00
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Convergence absolue

Exercice 16 : Les séries suivantes sont-elles absolument convergentes 7

(=m)" 1+(-1)"n
1. 3. _
725 5nn2 72; n2
(=n"

1
- 4. _
2'2714—3” n§1n4+n—6

Reste d’une série

Exercice 17 : On considére ) wu, une série convergente. On appelle reste d’ordre n de la série ) wu, et on note
R, la quantité :

+00
}%n = }: Uy
k=n+1

1. Cette quantité est-elle bien définie ?

2. Ecrire la quantité R,, en fonction de S (somme de la série Y u,) et de S,, (somme partielle d’ordre n de la série

3. En déduire que la suite (R, ),en converge vers 0.

Critére des séries alternées

Exercice 18 : Soit (u,,),en une suite telle que :
e YneN, u, =0,
e (u,) est décroissante,

o u, — 0.
n—+00

Le but de cet exercice est de montrer que Y (—1)" u,, est convergente.

n
Pour tout n € N, on note S,, = ). (-1)" w.
k=0

1. Montrer que les suites (S,,) et (Sa,41) sont adjacentes.

2. En déduire que la série Y (—1)" u,, est convergente. On note S sa somme.

3. Démontrer que : Vn €N, Sy,,1 < S = Sy,.

4. Montrer que S vérifie : Yn € N, |S, =S| < u,41. (on pourra traiter séparément le cas n pair et le cas n impair)

Application :

S

-1
5. Quelle est la nature de la série ) (=)
nz2 n(n)

6. La série précédente est-elle absolument convergente ?

? Donner un majorant de son reste d’indice n.
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Comparaison série/intégrale

Exercice 19 : On définit la fonction

< f(x) <

8l

1. Démontrer que pour tout réel x = 2 on a :

V-1
2. Pour tout entier n = 2, on définit I'intégrale : I, = J f(z) da.
2

(a) En utilisant I'inégalité de la question 1, démontrer que :

lim I, = +00
n—+0oo

(b) On définit la fonction

| [2,400[ - R
F x - 1n(ac+ 2—1)

Calculer la dérivée de F'. En déduire une expression de I,, en fonction de n.

(c) Déterminer la limite de I,, — In(n) quand n tend vers +oo.
3. On définit, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 :

£ 1
k=2 Vk? — 1

(a) Montrer que, pour tout entier k supérieur ou égal a trois, on a :
k+1 k
J flz) dz <
k

1
— <
vE2 -1 k-1
(b) En déduire que : Yn =3, I,;1 =S, <1, +

Sy =

f(z) dz

1
ﬁ.
(¢) Démontrer que : S, o~ In(n).
4. On considere o € R et on définit, pour tout entier n = 2 :
n 1
=L oy
(a) Dans cette question, o = 1. Trouver deux réels a et b tels que :
1 a b
K2 -1 TE-1 k41
En déduire une expression de T, et sa limite quand n tend vers +00.

(b) Pour quelles valeurs de « la suite (7;,) est-elle convergente ?

1
Exercice 20 : [Critére de Riemann] Soit o > 0. On consideére la fonction f : ¢ — a
1. Montrer que la fonction f est décroissante.

k+1
2. Montrer que : Vk=1, f(k+1) < Jk f@)dt = f(k).

Faire apparaitre sur une méme représentation graphique ces quantités.
3. Montrer que, pour tout n 2 1, on a :

S k) < j [y dt < 3 fk)
k=2 k=1

1

1 +00
4. En déduire que la série ) e et I'intégrale impropre J f(t) dt sont de méme nature.
1

+

n+1 [} 1
5. Calculer J f(t) dt. En déduire la nature de f f(t) dt et de Y a
1

1

1
6. En conclure que : Y & converge & o > 1.
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Suites adjacentes

Exercice 21 : On considére les suites (u,, )n,en* et (v, )nen+ définies par :

™=
Bl

—In(n+1)

™M=

VneN*, u, = —In(n) et w,=

1
lk k

k 1

1. (a) Montrer que (u,)pen+ €t (v, )nen+ sont deux suites adjacentes.

(b) En déduire qu’il existe v € R et une suite («,) de limite nulle tels que :

=In(n) +v+ a,

M=
> =

e
U}
—_

(le réel v est appelé constante d’Euler)
2. (a) Démontrer que : Yn € N, v, <7 < u,.
(b) Démontrer que : Vn € N, |y — u,| < |v, — uy,|.

(c) Ecrire un programme Python qui affiche une valeur approchée de ~ & 10 pres.

Enoncés de concours

Exercice 22 :(d’aprés EML 2010)
On note f : R — R I'application de classe C2, définie, pour tout z € R, par :

flx) =z —-1In(1 + :1:2)

On donne la valeur approchée : In(2) = 0, 69.
1. (a) Calculer, pour tout z € R, f'(x).
(b) En déduire le sens de variation de f.
(¢) Calculer, pour tout z € R, f"(z).
2. Déterminer la limite de f en —oo et la limite de f en +o00.
On consideére la suite (u,,),»o définie par ug =1 et : Vn € N, u,q = f(u,).
3. (a) Montrer que (u,),so est décroissante.
(b Etablir que la suite (4, )nso converge et déterminer sa limite.

)
c) Ecrire un programme en Python qui calcule et affiche un entier n tel que u, < 107°.
)

, 1
Etablir : Vz € [0,1], f(z) <z - 5302.

(b) En déduire : Vn € N, ui < 2 (Up = Upet)-

(
4. (a

, ;. 2
(c) Démontrer que la série ) u;, converge.
n=0

Exercice 23 :(d’aprés EDHEC 2003)
On se propose d’étudier la suite (u,),cy , définie par la donnée de ug = 0 et par la relation, valable pour tout entier

ui +1
naturel n : U, = —5

1. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a 0 < w, <1 .
(b) Etudier les variations de la suite (uy, ), ey -

(c¢) En déduire que (u, ),y converge et donner sa limite.

(a) Ecrire une fonction Python qui prend en paramétre un entier n et renvoie la valeur de u,,.
(b)

b) Ecrire un programme, rédigé en Python, qui permet de déterminer et d’afficher la plus petite valeur de n
pour laquelle : 0 < 1 —u, < 107°.

3. Pour tout entier naturel n, on pose v,, = 1 — u,,.
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(a) Pour tout entier naturel k , exprimer vy — vy, en fonction de vy,.
n—1

(b) Simplifier, pour tout entier naturel n non nul, la somme Y (v — Vgy1)-
k=0

+00
- 2 . 2
(c) Donner la nature de la série Y v,,” ainsi que la valeur de ) v,,".

n=0
Exercice 24 :(d’aprés ECRICOME 2015) On considére la fonction F' définie pour tout réel z par :

0 siz <0,
F(x)—{ 1-¢* siz=z0.

On considére la suite (uy,),>1 définie par : u; = 1 et pour tout n € N, w11 = F(u,).
1. Montrer que pour tout réel z : e* = z + 1.
Montrer que I'égalité a lieu si et seulement si x = 0.
2. Montrer que pour tout entier naturel n, on a : u,, > 0.
3. Recopier et compléter le programme Python suivant afin qu’il représente les cent premiers termes de la suite
(Un)ns1

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
A = [i for i in range(1,101)]
U= [1]

for k in range(99)

Ne o s w e

plt.plot(A,U,"+")

4. Etudier la monotonie de la suite (u, )ps1-
5. En déduire que la suite (u,,),»1 est convergente et déterminer sa limite.

6. A l'aide de la question 1, montrer successivement que pour tout n € N* :

S Un ¢ 1 <1 1
Up+1 Z —1 Y u, € Unsl <1+ E

1

z *
7. Montrer par récurrence que pour tout n € N : u,, = n

8. A l'aide de la question 7, établir la nature de la série Y Up-

Exercice 25 :(d’aprés EDHEC 2006 voie (S))

1. (a) Montrer que 'on définit bien une unique suite (u,,),1, & termes strictement positifs, en posant : u; =1 et,
pour tout entier n supérieur ou égal a 2 :

1 n—1
“nzzn—1§;W
=

1
Vérifier que uy = 3 puis calculer us.

Ecrire en Python une fonction de paramétre n qui calcule le terme u,, de la suite (uy,)nen*-
2n

n+1

En déduire que la suite (u,,),en* est convergente.

n

)
)
a) Etablir : Vn 22, wup,y; =
)
) Donner un équivalent de In (#) lorsque n est au voisinage de +00.

u
En déduire la nature de la série de terme général In ( m n1 )
n+

Déterminer lim In(w,), puis montrer que lim wu, = 0.
n—+00 n—+oo
4n
An, (Qn) ’

n

3. Montrer : Vn = 2, u,, =



