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1 Généralités sur les variables aléatoires discréetes

1.1 Définition

Definition 1. Soit (€2,.%”) un espace probabilisable. Soit X une variable aléatoire réelle sur (Q, ).

e La v.a.r. X est dite discréte si son ensemble image X (2) est au plus dénombrable (i.e. si X () est un ensemble
fini ou si X () est infini dénombrable).

e On dit que la v.a.r. X est finie si X(Q) est fini.
e On dit que la v.a.r. X est infinie si X (2) est un ensemble infini.
Remarque 1. Si la v.a.r. X est discréte, alors on peut numéroter les éléments de X (). Deux cas se présentent en
pratique :
1. Si X est finie, alors
X(Q)={z1,20,..., 2.}
pour un certain entier n = 1.
2. Si X est infinie, alors
X(Q) ={x, | k € N} = {xg, 21,29, 23,...}
Il peut arriver que la numérotation des éléments se fasse par un autre ensemble dénombrable (par exemple Z)
mais c’est rare. A voir en exercice.

Si 'on veut travailler avec une v.a.r. discréte sans spécifier si elle est finie ou infinie, on écrira

X(Q)={z;|iel} ouIcN

Attention, il ne faut pas confondre l’indexation par N (cas ou X est infinie) et le fait que X () soit inclus dans N. A
priori, les z;, sont des réels et n’ont aucune raison particuliere d’étre des entiers. Il existe cependant une implication :
sila v.a.r. X est a valeurs dans N, alors X est discrete.

Ezemple 1. Si X(Q) = {1,v?2,€°,23}, alors :
e X est une v.a.r. discréte (puisque X (£2) est un ensemble fini),
e X n’est pas a valeurs dans N.

1.2 Systeme complet d’événements associé a une v.a.r. discréete

Théoreme 1. Soit (Q, &) un espace probabilisable. Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur (Q, <7). La famille
([X = 2])zex(n) est un systéme complet d’événements, appelé systeme complet d’événements associé a X.

Théoreme 2. Soit (2, o/, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. discréte sur (Q, o).
o Si X estfiniie X(Q)={x1,...,x,} alors: Yy P([X =xz;])=1
i=1

+00
e Si X estinfiniie X(Q)={z; |i€N}alors: Y P([X =1z;])=1
i=0

o On peut résumer ces propriétés en notant :

Y P([x=2]=1

z€X(Q)

Remarque 2. Cette formule peut servir a :
1. Vérifier ses calculs.
2. Calculer le parameétre d’une loi discrete (voir 'exo 1).

3. Calculer la derniere proba si on connait toutes les autres. Exemple : X (Q) = {2, 9, 3, 24}. Si on connait déja
P([X = x;]) pour k € {1,2,3} alors on peut calculer P([X = z4]) en écrivant

P([X = 24]) = 1 = (P([X = 21]) + P([X = 22]) + P([X = 23]))
Exercice 1 : Soit n € N*. Soit X une v.a.r. telle que X(Q) = [1,n] et telle que, pour tout k € [1,n],
P([X =k]) = ak

Déterminer la valeur de «.
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1.3 Loi d’une v.a.r. discréte

Definition 2. Soit (€, <7,P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur (€2, ).
e On appelle loi de probabilité de X et on note Py 'application :

Py :|X(Q) - R
x e Px(z) = P([X=z])

e Autrement dit, la loi de X est la donnée de
1. ’ensemble image X ()
2. toutes les valeurs P([ X = x]) pour x décrivant X (Q2)

Remarque 3. Dans le cas d’une v.a.r. discréte finie, on pourra représenter la loi de X sous la forme d’un tableau.
FEzxzemple 2. On considere I'expérience aléatoire consistant a effectuer 4 lancers successifs d’une piece de monnaie
équilibrée.

e 0 ={P F}"

e On munit Q de la probabilité uniforme notée P ((Q, P(2),P) est un espace probabilisé). Card(QQ) = 2" = 16.

e On note X la v.a.r. discréte finie qui compte le nombre de P obtenus lors des quatre lancers. X(Q) = {0,1,2, 3,4}
et X - B(4,3).

zEX(Q 0 1 2 3 4
_ 1 4 6 4 1
P(IX=2]) % % % 16 16

1.4 Fonction de répartition d’une v.a.r. discrete

Théoreme 3. Soit (Q, o, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. discréte sur (Q, o) telle que X(Q) = {z; | i € I}
(I € N). Alors la fonction de répartition Fx est déterminée par :

Yz eR, Fy(z)= %ZJr P([X = z,])
1€l

Exemple 3. On reprend I'exemple précédent. La fonction de répartition de la v.a.r. X comptant le nombre de P est
donnée par le graphe suivant.

Rappelons que X (Q) = {0,1,2,3,4}. Expliquons comment obtenir ce graphique :

esiz<0:[X <z]=@. Ainsi: Fx(z) =P([X =z]) =0.
o siz€[0,1[: [X =z]=[X=0] Ainsi: Fx(z) =P([X =z]) =P([X =0]) = %.

esize[1,2[:[X=z]=[X=0]U[X =1]. Ainsi :

Fx(x)

P([X <2]) =P([X =0]U[X =1])

PIX=0D)+P([X=1)=++1=2
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o size[2,3]: Fx(x) =P([X =0])+P([X =1]) +P([X =2]) = %

On obtient une fonction constante par morceaux qui présente des sauts de discontinuité. Cette forme en escalier est
caractéristique des fonctions de répartition des v.a.r. discrétes. Les contremarches (i.e. les sauts de discontinuité) ont
pour hauteur les valeurs successives de P([X = x;]) (les x; étant rangés dans 1'ordre).

1.5 Opérations sur les v.a.r. discretes

Théoreme 4. Soit (Q, %) un espace probabilisable. Soient X et Y deuz v.a.r. discrétes sur (Q,47) et A € R. Alors
X +Y, )X et XY sont des v.a.r. discrétes, ou l’on a noté :

e X+Y | Q - R e XX ::|Q - R e XY :|Q - R
w P X(w)+Y(w) w P AX(w) w P X(w)Y(w)

1.6 Transformation d’une v.a.r. discréte

Definition 3. Soit (€, .7,P) un espace probabilisé et X une v.a.r. discréte sur (€, 47). Soit g : X(2) —» R une
application. On notera g(X) I’application composée g o X :

gXx) : Q - R
w = g(X(w))

Théoreme 5. Soit (2, o7, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. discréte sur (Q, &) telle que X (Q) = {x; | i € I}
(I €N). Soit g: X(Q) - R une application. L’application g(X) est une v.a.r. discréte dont la loi est donnée par :

1. g(X)(Q) = g(X(Q)) = {g(=;) | i € I}.

2. |Vy € g(X)(Q), P([g(X)=y])= ;m) P([X = z;])

Tj

g(z;)=y

Remarque 4. 11 ne faut pas retenir cette formule par coeur. Par contre, il faut savoir la retrouver sur les exemples
concrets des exercices.

FEzemple 4. On reprend ’exemple précédent. Rappel : on considere I'expérience aléatoire consistant a effectuer 4 lancers
successifs d’'une piece de monnaie équilibrée. Q = {P, F }4, muni de la probabilité uniforme notée P. On note X la v.a.r.
discrete finie qui compte le nombre de P obtenu lors du lancer, X (Q) = {0,1,2,3,4}. Loi de X :

reX(Q) 0 1 3 4
_ 1 4 6 4 1
P(IX=2]) % % % 16 16

Premier exemple. On pose g(z) = 2z + 3. Quelle est la loi de g(X)?

1. On commence par déterminer g(X)(9).

9(X)(Q) = {g(x) | = € X()}
= {g(k) | k € [0,4]}
= {2k + 3| k € [0,4]}
= {3,5,7,9,11}

2. On calcule ensuite les probabilités des événements P([g(X) = y]) pour y € g(X)(Q).
Soit k € [0, 4].

P([g(X) = 2k +3]) = P([2X + 3 = 2k + 3])
=P([X =k])

On obtient le tableau de la loi
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y € g(X)(Q)

3 5 7T 9 11

P([g(X) = y])

1 4 6 4 1

16 16 16 16 16

L’exemple précédent était simple parce que g est une fonction bijective.

Deugiéme ezemple. On pose h(z) = (x — 2)°. Quelle est la loi de h(X)?

1. On commence par déterminer h(X)(9).

MX)(Q) = {h(z) | z € X(Q)}

= {h(k) | k € [0,4]}

= {(k-2)"| k€ [0,4]}
= {0,1,4}

2. On calcule ensuite les probabilités des événements P([h(X) = y]) pour y € h(X)(£2). Soit k € [0, 4].

P([h(X) = (k-2)"]) = P([(X - 2)" = (k- 2)*])
=P([X-2=k-2 00 X-2=-(k-2)])
=P([X-2=k-2]u[X-2=—(k-2)])
=P([X =k]Ju[X =4-k])

P([X =k])+P([X =4—-k]) sik+2, par o-additivité
={IP>([X=2])=£6 sik=2

On obtient le tableau de la loi

2 € h(X)(Q)

1

1 4

0
P(h(X)=2]) & & 2

16 16

2 Espérance d’une variable aléatoire discrete

2.1 Définition

Definition 4. Soit (€2, ./, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. discréte sur (2, ).

Premier cas : X est finie et X(Q) = {z4,..

S T}

Dans ce cas, on appelle espérance de la v.a.r. X le nombre réel

E(X) %

[N

e

ef
1

7

z; P([X = 2])

Deuziéme cas : X est infinie et X(Q) = {z; | € N}.
Dans ce cas, si la série ) z,, P([X = z,]) est absolument convergente, on appelle espérance de la v.a.r. X le

nombre réel

+00

E(X) S Y @ P(X = a,])

=0

On peut regrouper les deux définitions précédents sous une seule forme. De maniére générale, si on écrit X(Q) =
{x; | i € I} (avec I C N) alors, sous réserve d’existence :

E(X) =

>

r€X(Q)

s P([X =2]) =) = P([X=g])

i€l

Remarque 5. L’espérance est une moyenne pondérée :

probabilité que X prenne cette valeur.

on somme chaque valeur possible pour X pondérée par la
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Remarque 6. e Une v.a.r. discrete FINIE admet TOUJOURS une espérance.

e Une v.a.r. discrete INFINIE n’admet pas nécessairement une espérance. L’hypothése de CONVERGENCE ABSOLUE
est fondamentale pour la bonne définition de la notion d’espérance.

Remarque 7. L’espérance peut étre pensée comme une généralisation de la notion de moyenne. Illustrons ce point avec
I’exemple suivant.

e Expérience aléatoire : on effectue 1 lancer d'un dé a 6 faces.
e Univers : Q = [1,6].

e Notons X la v.a.r. égale au résultat du lancer.

e X () =[1,6] donc X est donc une v.a.r. discréte finie.

1. Dans un premier temps, munissons €2 de la probabilité uniforme P;. La v.a.r. X étant finie, elle admet une
espérance donnée par :

6
E(X) = Y aP([X=2]) = ¥ kPy([X =k])
2€X(Q) k=1
18 1 6(6+1)
= gLk =30

Le réel 3,5 est la moyenne des résultats du lancer d’un dé équilibré (probabilité P, prise en compte).

2. On munit maintenant ) de la probabilité P, telle que :

Py({4}) = Po({5}) = P2({6}) = % et Pp({1}) =P>({2}) = P2({3}) = 0

La v.a.r. X étant finie, elle admet une espérance donnée par :

6
E(X) = Y aP([X=z]) = ) kP([X =Fk])
zeX(Q) k=1
—_ y = = 1 . = 1 —3(4+6) =
= Y RR(X =KD = 3Y k= 37 5

Le réel 5 est la moyenne des résultats du lancer dans le cas de notre dé truqué (probabilité Py prise en
compte).

2.2 Propriétés de ’espérance

Théoreme 6. Soit (2, o/, P) un espace probabilisé. Soient X et Y deux v.a.r. discrétes sur (2, .97). On suppose que
X etY admettent chacune une espérance. L opérateur espérance vérifie les propriétés suivantes.

1. Soit A€ R. Les v.a.r. X +Y et AX admettent une espérance. De plus :
[E(X +Y) = E(X)+E(Y)| et |[E(\X) = AE(X)| (linarité de Uespérance)

2. Pour tout (a,b) € Rz, la v.a.r. aX + b admet une espérance. De plus :
‘]E(a) = a‘ et ‘E(aX+b) = aE(X)+b‘

3. ‘X >0 = EX) = 0‘ (positivité de ’espérance)
4. ‘X <Y = EX) =< E(Y)‘ (croissance de l’espérance)
| X20 P([X = 0]) = 1| (X est irement null
. = = =
E(X) =0 (X est presque sirement nulle)

Remarque 8. Dire que X <Y, c’est dire que pour tout w € Q, on a X(w) < Y(w).
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2.3 Théoréme de transfert

Théoreme 7 (Théoréme de transfert). Soit (2, o7, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. discréte sur (Q, o).
Soit g : X(Q) - R une application.

Premier cas : X est finie et X(Q) ={x1,...,2,}.
Dans ce cas, la v.a.r. g(X) admet une espérance de valeur :

E(¢(X)) = z g(z;) B(LX = ;1)

Deuziéme cas : X est infinie et X(Q) = {x; | i € N}.
Dans ce cas, la v.a.r. g(X) admet une espérance si et seulement si la série Y g(z,) P([X =x,]) est absolument
convergente. Si c’est le cas, alors :

B(o(X)) = ¥ glai) BLX = 2,))

De maniére générale, sous réserve d’existence :

E(g9(X)) = ;(Q) g9(z) P([X = z])

FEzemple 5. On reprend ’exemple précédent. Rappel : on considere I'expérience aléatoire consistant a effectuer 4 lancers
successifs d’'une piece de monnaie équilibrée. Q = {P, F’ }4, muni de la probabilité uniforme notée P. On note X la v.a.r.
discrete finie qui compte le nombre de P obtenu lors du lancer, X (Q) = {0,1,2,3,4}. Loi de X :

reX(Q) 0 1 2 3 4

_ 1@ 4 6 4 1
P([X=2]) % % % 16 1s

On souhaite calculer espérance de (X — 2)2.
X est finie donc (X — 2)? également donc (X — 2)* admet une espérance. On a (X —2)° = g(X) ot g : 2 — (z — 2)°.
Par théoréme de transfert :

4 1 4 4 1 12 3
2 = — 2 = = _— _— _— _— = — = =
E((X -2) )-k§=0(k 2)'P([X = k]) 416+216+0+216+416 6= 1

2.4 Moments d’ordre r
Definition 5. Soit (€, .7, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. discréte sur (2, ).

Premier cas : X est finie et X(Q) = {z1,...,2,}.
Dans ce cas, la v.a.r. X admet, pour tout » € N, un moment d’ordre r :

my (X) z o) P([X = 2,])

Deuziéme cas : X est infinie et X(Q) = {z; | ¢« € N}. Soit r € N.
Dans ce cas, si la série Y, P([X = x,]) est absolument convergente, on dit que la v.a.r. X admet un moment
d’ordre 7 :

meX) & al B(X = 2]

De maniere générale, sous réserve d’existence :

m(X)= Yy o P([X =2])=E(X")
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Remarque 9. E(X) = m(X)

Proposition 8. Soit (2, .o/, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. discréte sur (2, 47) et r € N*. Si X admet
un moment d’ordre 2 alors X admet un moment d’ordre 1, i.e. une espérance.

3 Variance d’une variable aléatoire discrete

3.1 Définition

Definition 6 (Variance). Soit (2, 27, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. discréte sur (2, o). Supposons que :
e la v.a.r. X admet une espérance E(X),
e la v.ar. X — E(X) admet un moment d’ordre 2.

On dit alors que la v.a.r. X admet une variance, notée V(X) et définie par :

V(X) = my(X —E(X)) = E((X - E(X))’)

Sous ces hypotheses on appelle écart-type le réel o(X) = /V(X).

Remarque 10. La variance est une mesure moyenne de I’écart existant entre X (variable aléatoire) et E(X) (constante
réelle). La variance considére un écart quadratique (au carré). Il est alors naturel d’introduire I’écart-type (la racine
de la variance) pour gommer le « défaut quadratique » introduit par ce choix d’écart.

3.2 Détermination pratique de la variance

Théoreme 9 (Formule de Koenig-Huygens). Soit (2, &/, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. discréte sur
(Q, ). La v.a.r. X admet une variance si et seulement si la v.a.r. X admet un moment d’ordre 2. Si c’est le cas,
alors on a :

V(X) = E(X?) - (E(X))”

Démonstration. Remarquons tout d’abord que dans le cas ou X admet une espérance :
(X -E(X))* = X" —2E(X) X + (E(X))" (%)
Et ainsi :
X? = (X -E(X))?+2E(X) X - (E(X))®  (%x%)

(=) Supposons que X admet une variance. Par définition de la variance, X et (X — E(X))? admettent donc une
espérance. Or, d’apres 'égalité (%), la v.a.r. X? g%écrit comme la somme de v.a.r. qui admettent une espérance.
Elle admet donc une espérance.

(<) Supposons que X admet un moment d’ordre 2. Alors X admet un moment d’ordre 1. Autrement dit, X admet
une espérance. L'égalité (*) démontre alors que la v.a.r. (X — E(X))? admet une espérance car est la somme
de v.a.r. admettant une espérance.

Supposons maintenant que X admet une variance et démontrons la formule.

V(X) = E((X - E(X))?)
=E(X* - 2E(X) X + (E(X
=E(X%) - 2E(E(X) X)+E
= E(X?) - 2E(X) E(X) + (E(X))
= B(X) - (E(X))?

))
(E(X))?) (par linéarité de 'espérance)
2

)
(
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3.3 Propriétés de la variance

Théoreme 10. Soit (2, <7, P) un espace probabilisé. Soit X et Y deuz v.a.r. discrétes sur (2, 7). On suppose que
X etY admettent chacune une variance. L opérateur variance vérifie les propriétés suivantes.

1. Soit A€ R. Les v.a.r. X +Y et AX admettent une variance. De plus :

V(X +Y) = V(X) + V(Y) + 2(E(XY) - E(X)E(Y))|

et | VOOX) = A V(X)

2. Pour tout (a,b) € Rz, la v.a.r. aX +b admet une variance. De plus :

V(a) =0| et |V(aX +b) =a’ V(X)

Remarque 11. Attention, contrairement a ’espérance, I'opérateur de variance, défini a ’aide d’une élévation au carré,
n’est pas linéaire.

3.4 Variables centrées réduites

Definition 7. Soit (2, %/, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. discréte sur (2, ).
1. Si X admet une espérance :
(a) si E(X) =0, on dit que X est une v.a.r. centrée.

(b) si E(X) # 0, la v.aar. X —E(X) est appelée v.a.r. centrée associée ¢ X. Notons que cette v.a.r. admet une
espérance car somme de v.a.r. admettant une espérance. De plus, comme son nom l'indique, cette v.a.r. est

centrée :
E(X -E(X)) = E(X)-E(E(X)) = E(X)-E(X) =0

2. Si X admet une variance non nulle :
(a) si V(X) =1, on dit que X est une v.a.r. réduite.

X
(b) si V(X) # 1, la v.a.r. ) (en supposant o(X) # 0) est appelée v.a.r. réduite associée & X. Notons que
o

cette v.a.r. admet une variance car multiple d’une v.a.r. admettant une variance. Comme son nom l’indique,
cette v.a.r. est réduite :

X 1 \?
) = \oxy) V) = V(E{) =
V( )) ((X)) (X0 Ve =1

X -E(X
3. Si X admet une variance non nulle, la variable X ™ = ﬁ est appelée variable centrée réduite associée
o
4 X. Remarquons déja que X* admet une espérance et une variance car s’écrit sous la forme aX + b avec
E(X)
=——<€ERetb=—- eR.
T YT e
(a) Comme son nom l'indique, X* est centrée car :
1 E(X)
E(X") = aB(X)+b = ——=E(X)- —— = 0

(b) Comme son nom l'indique, X ™ est réduite car :

1

1 ) ) V(X)  V(X)

o(X) T e(X))? T V(X))

Remarque 12. On retiendra qu’a toute v.a.r. X qui admet une variance non nulle, on peut associer une v.a.r. X~
centrée réduite. Cette opération de normalisation peut étre utile dans des démonstrations (on démontre une propriété
pour une v.a.r. centrée réduite, on I'applique & X ™ et on voit ce qu’on peut en déduire sur X). On reverra cette notion
avec la loi normale (v.a.r. & densité).

V(X" = V(X)) = (
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4 Lois discretes finies

4.1 Loi certaine

Definition 8. Soit (€2,.%7,P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. sur (Q,.«).

On dit que X suit une loi certaine s’il existe m € R tel que :

1 [ = ()]
2. [P([X =m])=1]

Dans ce cas, on dira pour préciser que la v.a.r. X suit la loi certaine égale a m.

Si X est une v.a.r. discréte finie telle que X(Q) = {z1,...,z,} : on dit que X suit une loi quasi-certaine s’il existe
i € [1,n] tel que P([X = 2;]) = 1 (dans ce cas, P([X = z;]) = 0 pour tout j # i).

Remarque 13 (Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée). On considére une expérience qui posséde une ou
plusieurs issues différentes dont une issue particuliere U se produit avec probabilité 1. Alors la v.a.r. X égale a m
(pour un m € R choisi) si l'issue particuliere U se produit suit une loi quasi-certaine.

Ezemple 6. 1. On considére un dé truqué dont le résultat est toujours 6. L’expérience aléatoire consiste en un
lancer de ce dé. On note X la v.a.r. donnant le résultat du dé. X suit une loi quasi-certaine (X (€2) = [1,6] et
P([X =6]) =1).

2. On consideére une urne contenant n boules de couleurs différentes qui sont toutes numérotées par le méme chiffre
7. L’expérience consiste a effectuer un tirage dans cette urne. On note X la v.a.r. donnant le numéro de la boule
sortie. Alors X suit la loi certaine d’ensemble image X () = {7}.

Remarque 14. 1. Le fait que X(Q) = {m} implique que la v.a.r. X est constante égale & m.
2. Au contraire, une v.a.r. X suivant une loi quasi-certaine n’est pas constante (puisqu’elle peut prendre les valeurs
L1y o vy Jjn)
Théoreme 11. Soit X une v.a.r. discréte finie suivant une loi certaine (ou quasi-certaine). Il existe donc m € R tel
que P([X =m]) = 1.

1. Alors X admet une espérance et une variance.

2. De plus : et .

Remarque 15 (Fonction de répartition). Si X est une v.a.r. discréte finie suivant une loi certaine (ou quasi-certaine)

telle que P([X =m]) = 1.

Proposition 12. Soit X une v.a.r. discréte finie. Si V(X) = 0 alors X suit une loi quasi-certaine.

Remarque 16. 1. Cette propriété est une équivalence : la réciproque est justifiée par le théoréme précédent qui
donne le calcul de V(X).

2. Ainsi, la propriété V(X) = 0 caractérise les v.a.r. X qui suivent une loi quasi-certaine.

10
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4.2 Loi uniforme

Definition 9 (Loi uniforme). Soit (€2, o/, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. sur (Q, ). On dit que X suit
la loi uniforme sur [1,n] (pour n € N*) si :

1. | X () =[1,n]
1

2. Vk e [Ln], |[P([X =k]) =

Plus généralement, si (a,b) € N° et a < b, on dit quune v.a.r. X suit la loi uniforme sur [a,b] si:

1 [¥@) =10

2. Vk € [a,b], |P([X = k]) = ﬁ

On utilisera la notation X — U([a, b]) pour signifier que X suit la loi uniforme sur [a, b].

Remarque 17 (Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée). On considére une expérience qui possede n issues

différentes (qu’on numérote de 1 & n) qui sont équiprobables. Alors la v.a.r. X égale a ¢ si 'issue i est obtenue lors de

lexpérience, suit la loi uniforme sur [1, n].

Ezxemple 7. 1. On considere une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. L’expérience consiste a tirer une
boule. On note X la v.a.r. égale au numéro de la boule tirée. Alors : X < U([1,n])

2. On considére une piece équilibrée. L’expérience consiste en 1 lancer de cette piece. On note X la v.a.r. égale a 1
si on obtient Pile et 0 si on obtient Face. Alors : X < U([0,1])

1
Remarque 18. Attention, il s’agit bien de ————— et non de . En effet, il y a b — a + 1 entiers entre a et b. Ce

1
b—a+1 b—a

résultat est d’ailleurs cohérent avec le o précédent.

Théoreme 13. Soit X une v.a.r. discréte finie telle que X <= U([1,n]) (n € N¥).

1. La v.a.r. X admet une espérance et une variance.

n+1 n’ -1
2. Deplus : |E(X) = —5—| et V(X) = 5

Théoreme 14. Soit (a,b) € N tel que a < b. Soit X une v.a.r. discréte finie telle que X — U( [a,b]). On note :
Y=X-a+1.

1. Alors : Y > U([1,b—a +1]).
2. La v.a.r. X admet une espérance et une variance.

a+b (b—a)(b—a+2)
5 et |V(X)= B

3. De plus : |E(X) =

Ezemple 8 (Fonction de répartition). Si X est une v.a.r. discréte finie suivant la loi uniforme /([1, 5]).

1f-mmmmmmm e |
i
—
=
—f
e

0 1 2 3 4 5

11
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4.3 Loi de Bernoulli

Definition 10. Soit (2,47, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. sur (2,.«/). On dit que X suit la loi de
Bernoulli de parametre p € 0, 1[ si :

L [X@ =00

2 [B([x=1])=p| et [P([X=0])=1-p|=g

On utilisera la notation X < B (p) pour signifier que X suit la loi de Bernoulli de parametre p.

Remarque 19 (Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée). On considére une expérience aléatoire possédant
deux issues (qui ne sont pas forcément équiprobables). L’une de ces issues est nommée « succes » et se produit avec
probabilité p; 'autre est nommée « échec » et se produit avec probabilité 1 — p. Alors la v.a.r. X égale a 1 en cas de
succes et 0 en cas d’échec (i.e. calculant le nombre de succes) suit la loi de Bernoulli de parametre p.

FEzemple 9. 1. On considére une piece de monnaie donnant Pile avec probabilité p et Face avec probabilité 1 — p.
L’expérience consiste en 1 lancer de cette piece de monnaie. Ainsi : = {Pile, Face}. On note X la v.a.r. égale
a 1 si on obtient Pile et & 0 si on obtient Face.

e X(Q)={0,1}.
e P([X=1])=petP([X =0])=1-p.
Ainsi X - B(p).

2. On considére une urne contenant r boules rouges et v boules vertes. L’expérience consiste a tirer une boule.
Ainsi : Q = {b1,..., b, 0,41, ., b1} (on numérote chacune des boules). On note X la v.a.r. égale a 1 si on tire

r
une boule rouge et 0 si on tire une boule verte. Alors : X = B(r oy )

Remarque 20.

o Généralement, les cas p = 0 et p = 1 sont écartés : ils correspondent a une loi quasi-certaine.
1 1
e Sip= 5 la loi B (5) coincide avec la loi uniforme ([0, 1]).

e Si X suit une loi de Bernoulli, alors X(Q) = {0,1}. On en déduit que, pour tout » € N*, X" = X (clest
notamment vrai pour le cas r = 2).

e Considérons la v.a.r. X dont la loi est définie par :
— X(Q) ={-1,1}.
— P([X=1])=petP([X =-1])=1-p.
Alors X ne suit pas une loi de Bernoulli. Déja, X (Q) # {0, 1}.

La v.a.r. X peut-étre interprétée de la maniere suivante. Si on obtient Pile (succes), la banque verse 1, si on
obtient Face, on verse 1 a la banque. Autrement dit, X est le gain dans un jeu de Pile ou Face. Par contre, la

1
va.r. U= suit la loi de Bernoulli B (p).

+
2
Théoreme 15. Soit X une v.a.r. discréte finie telle que X < B (p) (p € ]0,1[).

1. Alors X admet une espérance et une variance.

2. De plus : et :p(l—p)

Ezemple 10 (Fonction de répartition). Si X est une v.a.r. discrete finie suivant la loi de Bernoulli B (0.7).

N :
0.3 ———F
0 1

12
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4.4 Loi binomiale

Definition 11. Soit (€2, .7, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. sur (€2, 7). On dit que X suit la loi binomiale
de parametre (n,p), oun € N* et p € 10,1[ si :

L [¥@) = o]

2. Vk e [[O,TL]], ]P([X = k]) = (Z) pkqn_k avecqg=1-p

On utilisera la notation X < B (n,p) pour signifier que X suit la loi binomiale de parametre (n, p).

Remarque 21 (Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée). On consideére une expérience aléatoire qui consiste
en une succession de n épreuves indépendantes, chacune d’entre elles ayant deux issues : succeés obtenu avec probabilité
p et échec obtenu avec probabilité ¢ = 1 — p. Autrement dit, 'expérience consiste a effectuer n épreuves de Bernoulli
indépendantes (le résultat de I'une ne dépend pas du résultat des autres) et de méme parameétre p. Alors la v.a.r.
donnant le nombre de succes obtenus au cours de cette expérience suit la loi binomiale de parametre (n, p).

Ezxemple 11. 1. On considere une piece de monnaie donnant Pile avec probabilité p et Face avec probabilité 1 — p.
L’expérience consiste en n lancers consécutifs de cette piece de monnaie. Ainsi : Q = {Pile, Face}". On note X
la v.a.r. égale au nombre de Pile obtenus lors de I’expérience.

Démontrons que X suit la loi binomiale de parametre (n,p).

(a) X() = [0,n].

(b) Soit k € [0,n]. Déterminons le nombre de n-tirages réalisant [X = k]. Un n-tirage réalisant [X = k] est
un n-uplet contenant £ Pile. Il est entierement déterminé par la position des k Pile : (Z) possibilités. Il y a
donc (Z) tels tirages.

Déterminons maintenant la probabilité d’apparition d’un tel n-tirage : a chaque lancer, Pile est obtenu

avec probabilité p et Face est obtenu avec probabilité 1 — p = g. Or, un tel n-tirage contient exactement
k Pile et n — k Face. La probabilité d’apparition d’un tel n-tirage est donc : p’c qn_k. On en déduit que :

P([X =k]) = (Z) p" g

2. On consideére une urne contenant r boules rouges et v boules vertes. L’expérience consiste a tirer successivement
r
LA e

r+o
exemple permet de retrouver la formule du binéme de Newton. Comme ([X = k])ge[o,n] est le sce associé a X :

n k n—k n
P([X =k]) =1 donc 1;0 (Z) (%) (%) = 1. On en conclut : ];O (Z) L L (r+ov)"

n boules avec remise. On note X la v.a.r. égale au nombre de boules rouges tirées. Alors: X < B (n

™M=

k=0

FEzemple 12 (Fonction de répartition). Si X est une v.a.r. discréte finie suivant la loi binomiale B (5,.7).

Remarque 22.

e Evidemment, si une variable aléatoire suit la loi de Bernoulli de parametre p alors X — B (1,p).

13
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e Dans un sujet de concours, on peut avoir a reconnaitre une loi classique. On peut, dans le cas de la loi binomiale
rédiger comme suit. « La v.a.r. X compte le nombre de succes obtenus au cours d’une répétition de n épreuves
de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p. La v.a.r. X suit donc la loi binomiale de parameétre

(n,p). »
Théoreme 16. Soit X une v.a.r. discréte finie telle que X < B(n,p) (n € N*, p € 10,1[).

1. Alors X admet une espérance et une variance.

2. De plus : ‘E(X)=np‘ et ‘V(X)=npq‘=np(1—p)

Proposition 17. Soit X une v.a.r. discréte finie telle que X = B(n,p) (n € N*, p € 10,1[). Alors n — X suit la loi
binomiale de paramétre (n,q).

5 Lois discretes infinies

5.1 Loi géométrique

Definition 12. Soit (2, .7, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. sur (2, «). On dit que X suit la loi géométrique
de parametre p € ]0,1[ si :

1. | X(Q) =N*

1

2. VkeN*, |P((X =k])=pq '|avecq=1-p

On utilisera la notation X < G (p) pour signifier que X suit la loi géométrique de parametre p.

Remarque 23 (Expérience aléatoire de référence et v.a.r. associée). On considére une expérience aléatoire qui consiste
en une succession infinie d’épreuves indépendantes, chacune d’entre elles ayant deux issues : succes obtenu avec
probabilité p et échec obtenu avec probabilité ¢ = 1 — p. Autrement dit, 'expérience consiste a effectuer une infinité
d’épreuves de Bernoulli indépendantes (le résultat de I'une ne dépend pas du résultat des autres) et de méme parameétre
p. Alors la v.a.r. donnant le rang d’apparition du premier succes obtenu lors de I'expérience suit la loi géométrique de
parameétre p.

Ezxemple 13. 1. On considere une piece de monnaie déséquilibrée donnant Pile avec probabilité p et Face avec pro-

babilité 1 —p. L’expérience consiste en n lancers consécutifs de cette piece de monnaie. Ainsi : Q = {Pile, Face}N .
On note X la v.a.r. égale au rang d’apparition du premier Pile obtenu au cours de ’expérience. Alors : X < G (p).

Dans la suite, on considere les événements :
e P, : « obtenir Pile au i*™ lancer »,
e F; : « obtenir Face au ™ lancer ».
Démontrons que X suit la loi géométrique de parameétre p.
(a) X(Q)=N".
(b) Soit k € N*,
[X=k]l=FnFkn..nFE,,nDP

Les lancers étant indépendants, on obtient :

P((X=k]) = P(FLNnF,n...n F,y n P)
= P(F) X P(F,) X ... x P(Fp_y) X P(P,)
k-1
= pq

2. On considere une urne contenant r boules rouges et v boules vertes. L’expérience consiste au tirage infini
d’une boule avec remise. On note X la v.a.r. donnant le rang d’apparition de la premiere boule rouge. Alors :

X og(-0)

r+ov

Théoreme 18. Soit X une v.a.r. discréte infinie telle que X — G (p) (p € ]0,1[). Alors :

1. La v.a.r. X admet une espérance et une variance.

14
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1 q 1-p
—| et |V(X)==| =
P P’ P’

2. |E(X) =

Proposition 19. Soit X une v.a.r. discréte infinie telle que X = G (p) (p € 10,1[). Alors pour tout (k,£) € N? :

1. |P(X >k]) = ¢

2. |P([X > k+]) = P(LX > k]) x P([X > (])|

Remarque 24. Comme [X >k +/£] S[X > k], on a:

k+0
P (X > k4 1) = “praedd - T o x> 0

On dit alors que la loi géométrique est & perte de mémoire (la propriété X > k est oubliée, seul le délai est retenu) ou
encore que la loi géométrique est sans mémoire.

Exercice 2 : Soit X une v.a.r. telle que : X = G (p) ou p € ]0,1].
1. Démontrer que, pour tout k € N* :
P(IX = k]) =P([X > k- 1]) - P([X > k])
+00

2. En déduire que : E(X) = ) P([X > k]).
k=0

3. Retrouver la valeur de E(X) a laide de cette formule.

Démonstration. 1. Soit k € N*. La v.a.r. X est a valeurs enticres. On en déduit :
[X>k-1]=[X=Fk]U[X > K]
Les événements [ X = k] et [X > k] sont incompatibles. On en déduit :
P([X >k—-1]) =P([X =k]) + P([X > k])
et ainsi : P([X = k]) =P([X > k—1]) - P([X > k]).

+00
2. La v.a.r. X admet une espérance car elle suit une loi géométrique. Par définition E(X) = ) &k P([X = k]). Soit
k=1

N
N € N*. Considérons la somme partielle Y &k P([X = k]) correspondante.

k=1
N
X KP(X = K))
N
=y k( P(X > k—1]) - ]P’([X>k]))
k=1
N N
=Y kP([X>k-1])— ) kP([X > k])
k=1 k=1
N-1 N
= (k+1)P([X >k]) - Y kP([X > k])
k=0 k=1
N-1 N-1 N
=Y kP(X >k + Y P(X >k]) - Y kPB(X >k])
k=0 k=0 k=1

N-1

COXPX >0+ Y kP(X > k) + Y BOX > kD) =] 3 kBX > k]+ NP([X > N)
k=1 k=0 k=1
=Y B(LX > K]) - N B(X > N])
k=0

N-1
=N + ¥ P(X > k]
k=0

15



Lycée Carnot Chapitre VII : Variables aléatoires réelles discrétes E2A

N-1

Ainsi : ) P([X > k])
k=0

Plus précisément :

N
Y kP([X =k])+ N ¢" . Les membres & droite de I’égalité admettent une limite.
k=1

N
. _ _ . N _
Nllr-?oo kz=:1 EP([X =k]) = E(X) et NliToo Ngqg =0

On en déduit que le membre de gauche admet une limite et :

Jdm Y B(X>k]) = 3 B(IX >k]) = E(X)
k=0 k=0

+00 oo 1 1
3. D’apres ce qui précede : E(X) = ) P([X>k])=) ¢ = i=e =1
k=0 k=0 -q P

5.2 Loi de Poisson

Definition 13. Soit (€2, <7, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. sur (€, «). On dit que X suit la loi de Poisson
de parametre A > 0 si :

!
)\k

2. VkeN, |[P((X =k])=c" o

On utilisera la notation X — P (\) pour signifier que X suit la loi de Poisson de paramétre .

Exemple 14. Le BO suggere d’introduire la loi de Poisson comme loi limite. On considére (X,,),en+ une suite de v.a.r.
telle que, pour tout n € N*, X,, = B (n, %) ou A > 0. On a alors, pour tout k <n :

HEORCE
n! A A\ A7
RN (17) (1-5)

n!

_ N ww (1_5)" (1_é)‘k
kL F n n

P([X, = k])

Intéressons-nous aux termes de ce produit.

n!
o nn—1)...(n—(k-1)) n .
* nk nk L
En effet, le numérateur apparait comme produit de k£ éléments qui sont tous équivalents, lorsque n tend vers
+00, & n.
A\ A
e Notons u,, = 1—5 . Alors : u,, =exp|nln l—ﬁ .Or:
A -
In(u,) = nln(l - ﬁ) ~ n = -
In(l+2
(c’est une instance de la propriété : liH(l) % =1)
T
Dot : In(u,) = =X et u, =) — &
n—+00
Enfi 1 A 1 1 A —1 L 1
o —_— — —_—— = _— = =
nfin, comme no oo, bona m , T
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On en déduit que :

—_ e
n—+00 k!

= P([X = k])

ol X est une v.a.r. telle que X = P ().

La loi de Poisson apparait comme la limite de lois binomiales B (n, ﬁ).

A
Ainsi, si n grand (et donc % proche de 0) la loi P (\) est une bonne approximation de la loi B (n, ﬁ).

Théoreme 20. Soit X une v.a.r. telle que X = P (X) (A>0). Alors :

1. La v.a.r. admet une espérance et une variance.

2. et [V(X) =2

Ezxemple 15. La loi de Poisson est généralement utilisée comme loi de v.a.r. consistant a calculer le nombre d’événements
d’un certain type se produisant sur un laps de temps donné. Cette modélisation est valide si :

1. les événements se produisant sont indépendants,
2. la probabilité d’apparition du phénomeéne dans un laps de temps donné T ne dépend que de cette durée T
Par exemple :

e On considere une autoroute pour laquelle il y a en moyenne 1.8 accidents par semaine. On note X la v.a.r.
donnant le nombre d’accidents par semaine sur cette autoroute. On peut considérer X — P (1.8). (notez que A
n’est pas forcément entier)

e On consideére un livre contenant des fautes d’impression. On sait de plus qu’il y a en moyenne 0.8 faute d’im-
pression par page. On note X le nombre de fautes d’impression sur une page de ce livre. On peut considérer
X - P(0.8).

e On considére un serveur téléphonique qui re¢oit en moyenne trois appels toutes les minutes. On note X le nombre
d’appels recus par le serveur en une minute. On peut considérer X < P (3).
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