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DS2 (vA) - Correction

On suppose, et c’est valable pour toute I’épreuve, que les librairies numpy et numpy . random de Python
sont importées avec les commandes respectives import numpy as np et import numpy.random as rd.

Exercice 1 (ECRICOME 2008)
A tout couple (a,b) de deux réels, on associe la matrice M (a,b) définie par :
a+2b —b —2b
M(ab)=| 2 a—b —db
—b b a4+ 3b

On note E = {M(a,b) | (a,b) € R?}. On note I la matrice identité M (1,0) et A la matrice suivante :

2 -1 -2
A=[2 -1 -4
-1 1 3

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de .Z3(R) puis donner la dimension de E.

Démonstration.

o On remarque :

M
a+2b  —b  —2b
26 a—b —4b | | (a,b) € R?
—b b a+3b

100 2 -1 -2
= {af0 1 0|+b|2 -1 —4|](a,b) cR?
00 1 -1 1 3

= {al+bA]| (a,b) € R?}
= Vect (I, A)

Ainsi, E est bien un sous-espace vectoriel de .#3(R).
Commentaire \

o Ici, E est un ensemble dont les éléments sont des matrices écrites a 1'aide de pa-
rameétres. Il y a tout lieu de penser que cet ensemble va pouvoir facilement s’écrire
comme espace vectoriel engendré par une partie.

o Cette méthode présente un double avantage. En effet, en plus de démontrer que E
est un sous-espace vectoriel de .#3(R), on obtient de plus que la famille F = (I, A)
est génératrice de F. Ainsi :

x si F est une famille libre, c’est alors une base de E.

x si F est une famille liée, on peut extraire de F une base G de E. La famille G n’est
autre que la famille F dans laquelle on a retiré tout vecteur qui s’écrit comme
combinaison linéaire des autres vecteurs de F.
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« La famille F = (I, A) :
x engendre F
% est libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires

o On peut donc conclure que F est une base de F et

dim(F) = Card(F) =2

Commentaire

« Silarédaction précédente est celle attendue, il arrive parfois qu’on ne puisse pas 'utiliser (dans
certains cas, I’ensemble étudié ne s’écrit pas naturellement comme espace vectoriel engendré
par une partie). Il est donc important de savoir utiliser la méthode consistant a revenir a la
deéfinition de sous-espace vectoriel de .Z5(R).

« Rappelons ci-dessous la rédaction.
(i) EC #3R)
(ii) E# @ car 0 4wy = M(0,0) € E.
(i) Démontrons que E est stable par combinaisons linéaires.
Soit (A, u) € R? et soit (U,V) € E2.
x Comme U € E, il existe (a1,b;) € R? tel que U = M(aq,b1).
x Comme V € E, il existe (ag,bz) € R? tel que U = M (az, b2).
On a alors :
AU+p-V
= A M(a1,b1) + p- M(az, )

a1 + 2b; —by —2b1 a9 + 2by —by —2by
= A\ 2by a1 — by —4by +u- 2bo as — by —4by

—b by ai + 3by —by by as + 3by
)\CL1 + 2\ b1 —A b1 —2A bl Haz + 2,LL b2 - bQ 72[1, bg
= 2\ bl )\al — )\bl —4) bl + 2,u b2 Hnaz — /J,bg —4/1, b2
—)\bl )\bl )\a1+3>\b1 —/J,bg /ng ua2+3ub2
(Nay + pag) +2(Aby + uba) —(Ab1 + pbe) —2(Aby + puba)
= 2(Aby + pbe) (Nay 4+ pag) — (Aby + pb2) —4 (Aby + pubo)
—()\bl-i-,ubg) ()\b1+,LLb2) ()\a1—|—;ta2)+3(/\b1—|—ub2)

Dou: A-U+p-V=MMNay +paz, \by +pbs) € E.

E est un sous-espace vectoriel de .Z3(R).
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2. a) Montrer que l'ensemble F' = {X € .#31(R) | AX = X} est un espace vectoriel. Déterminer une
base %1 de F puis donner la dimension de F.

x
Démonstration. Soit X = (y) € M51(R). On a :

z

XeF = AX =X
< (A—I)X:O//{SJ(R)

- 06

x — y — 2z =0
= 22z — 2y — 4z = 0

-r + y + 2z =0

pohn (o -y = 2 = 0
= 0 =0
0 0

= { r — y — 2z =0
— { r =y + 2z

On en déduit :

F = {Xecu:R)| AX =X}

z

Y+ 2z
= ( Yy ) |(y,Z)€R2
1 2 1 2
= y - (1) +z- (0) | (y,2) €R? 3 = Vect (1), (0)
0 1 0 1

F' est un sous-espace vectoriel de .5 1(R).

1 2
La famille F; = (1), (O) est :
0 1

x génératrice de F

x
= (y> € Ms1(R) | =y+22

x libre car constituée uniquement de deux vecteurs non colinéaires
Ainsi, %, = JF1 est une base de F'.

On en conclut : dim(F) = Card (F;) = 2. 0O
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b) Montrer que 'ensemble G = {X € #3:(R) | AX = 2X} est un espace vectoriel. Déterminer
une base %y de G puis donner la dimension de G.

Démonstration.
X

Soit X = |y | € #31(R). On a:
P
Xed AX =2X

(A-20) X = 0451 (R)

- (06

—
—

-y 2z =0
= 2z — 3y — 4z = 0
-z + Yy + = 0
Lo Ly -z + y + =z =0
<= 2z — 3y — 4z = 0
-y — 2z =0
Ly Ly +2Ly -z +y + 2z =0
= -y — 2z =0
-y — 2z =0
r -y - =0
— y + 2z =0
0 =0
x = z
= -2z
Ly L1+ Ls { T = — 2
<~
= -2z

On en déduit :
G = {X S .//3)1(1&) ‘ AX ZX}

z

—Z
= —2z \ZER
z
—1
= <<z-|-2]]|z€eR
1
-1
= Vect -2
1

~1
La famille 7> = (—2) est :
1

X
= (y) e MiR) |z =—2 et y=-22
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x génératrice de G.

x libre car constituée uniquement d’un vecteur non nul.

Ainsi, %9 = F5 est une base de G.

On en conclut : dim(G) = Card (F2) = 1. O

0
3. a) Montrer que FNG = (0)
0

Démonstration.
Par double inclusion.

(2) « Comme A x 0//[371(]]@) = 0///3,1(R) alors 0//[371(]]@) eF.

o Comme A X 0///371(]]{) =2- O///3,1(1R) donc O<///3,1(R) eqG.
Ainsi 0//3,1(]1%) e FNnG.
(c’est attendu : F et G sont deux sev de #31(R) donc contiennent tous les deuz 0 4, | (r))

(©) Soit X € FFNG.
e Comme X € F; AX = X.
e Comme X € G, AX =2X.
On en déduit que X =2 X et donc que X =0 4, | (r).

0
FNG= 0
0 0

b) Montrer que la famille % obtenue en réunissant les vecteurs de la base %1 de F et de la base
A de G forme une base de .#3 ;1 (R).

Démonstration.

1 2 -1
Montrons que la famille Z = ( ( 1 ) , (0) , ( 2) > est libre.
0 1 1

Soit (A1, A2, A3) € R3. Supposons :

FRCRE

A+ 2Xy — A3 = 0
A1 — 2X3 = 0
Ao+ A3 = 0

Ly Ly— Ly {)\1 + 2X — A3 = 0

Or : (%) =

@)

A+ A3 = 0

M+ 22X — A3 = 0
— 2X — A3
A3 = 0

L3 < 2L+ Lo

Il
o

<~
<~ { AM = X = A3 =0
(par remontées successives)
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La famille £ est bien une famille libre.

La famille £ est :
x libre,

x telle que : Card(#) = 3 = dim (5,1 (R)).

Ainsi, # est une base de .#3(R). 0
1 1
¢) Déterminer les coordonnées du vecteur | 1 |, puis celles du vecteur | 1 |, dans la base £.
0 1
Démonstration.
e On a directement :
1 1 2 -1
1f=1-11|+0-{0]+0-[-2
0 0 1 1
1
Le vecteur | 1| a pour coordonnées (1,0,0) dans la base 2.
0

« Comme 2 est une base de .#31(R), il existe un unique triplet (o, g, a3) € R3 tel que :

000~

ap + 2052 - a3 = 1
Or (%) aq — 203 =1
ag  + as = 1
L24—L1 L a; + 200 — a3 = 1
— 200 — a3 =
as + az = 1
Ly 2Ly + Ly a4+ 20 — a3 = 1
<~ — 200 — a3 = 0
a3 = 2
bebih (a4 20 = 3
— — 29 = 2
a3 = 2
Li< Ly + Lo a1 =5
<~ — 2o = 2
a3 = 2
Ainsi

() ==+ )= ()

1
(1) a pour coordonnées (5, —1,2) dans la base A.
1
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1
4. On considére la matrice P définie par P = [ 2
-1

S
—= O N

a) Montrer que P est inversible et calculer sa matrice inverse P~!.

Démonstration.
On procéde par la méthode du pivot de Gauss.

1 1 2 1 00
2 10 010
-1 01 0 01
. . LQ — L2 — 2L1 : .
On effectue les opérations { Lot LotL, - On obtient :
1 1 2 1 00
0 -1 —4 -2 1
0 1 3 1 01
On effectue 'opération { Ls + L3+ Ly . On obtient :
1 1 2 1 0 0
0 -1 —4 -2 10
0 0 -1 -1 1 1

La réduite obtenue est triangulaire (supérieure). De plus, ses coefficients diagonaux sont tous
non nuls. Ainsi cette réduite est inversible et il en est de méme de la matrice initiale P.

, . Ly« Li+2Lg : .
On effectue les opérations { Lot Ly 4Ly - On obtient :
1 1 0 -1 2 2
0 -1 0 2 -3 -4
0O 0 -1 -1 1 1

On effectue 'opération { L, «+- L; + L, . On obtient :

1 0 0 1 -1 -2
-1 0 2 -3 —4
0o 0 -1 -1 1 1
On effectue les opérations { Lz = =L2  Op obtient :
L3 — —L3
1 00 1 -1 =2
010 -2 3 4
0 0 1 1 -1 -1
1 -1 -2
On en déduit que P est inversible, d'inverse P~' = [ -2 3 4
1 -1 -1 O

b) Calculer la matrice D = P~1AP.
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Démonstration.

1 -1 -2 2 1 -2 1 1
PlAP = [—2 3 4 2 -1 —4 2 1
1 -1 -1/ \-1 1 3 -1 0

[e=RN el V)
o = O

— o o
N~
]

On en conclut : D = (

5. Soit (a,b) € R%.

a) Prouver que la matrice D(a,b) = P~'M(a,b)P est une matrice diagonale.

Démonstration.
PflM(a,b)P = p-1 (al +bA) P

P laIP+ P 'bAP
aPlP+bP AP
= al+bD

a+2b O 0
Ainsi : D(a,b) = P~'M(a,b)P = 0 a+b 0 | estbien diagonale.
0 0 a-+b

b) Montrer que M (a,b) est inversible si et seulement si D(a,b) est inversible.
En déduire une condition nécessaire et suffisante portant sur a et b pour que M (a,b) soit inver-
sible.

Démonstration.
« Démontrons tout d’abord la caractérisation de I'inversibilité de M (a,b).

(=) On suppose que M (a,b) est inversible.
Alors, d’apreés la question 6.a) :

D(a,b) = P *M(a,b)P

D(a,b) est inversible comme produit de matrices inversibles.

(«<=) On suppose que D(a,b) est inversible.

Alors, d’aprés la question 6.a) :

M(a,b) = PD(a,b)P"

M (a,b) est inversible comme produit de matrices inversibles.

a+20 0 0
Finalement : M (a,b) est inversible < D(a,b) = 0 a+b 0 | estinversible.
0 0 a+bd
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« La matrice D(a,b) est diagonale.
Elle est donc inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont non nuls.

a+2b#0
a+b+#0

On en conclut : M(a,b) est inversible < {

¢) Prouver que (M/(a, b))2 = I si et seulement si (D(a, b))2 =1
En déduire l'existence de quatre matrices M (a,b) que I'on déterminera, vérifiant :

(M(a, b))2 =1

Démonstration.
o Tout d’abord :

(M(a,b))* =1 & (PD(a,b) P1)> =1
& (PD(a,b) P7Y) (PD(a,b) P~ =1
& PD(a,b) (P7'P)D(a,b) P71 =1
& P(D(a,b)? Pl=1
& (D(a,b)? Pl =P'T
& (D(a,b)’ =P 'IP
& (D(a,0) =T

On a bien : (M(a,b))2 =1« (D(a, b))2 =1.
a+2b 0 0
oOr:D(a,b):( 0 a+b O ).Ainsi:
0 0 a+b
oor=r o {TB) o (TR

En distinguant les 4 cas possibles, on obtient les 4 systémes d’équations suivants :

(Sl){a—l—bzl (SZ){a+b:—1

(53){ a+2b=-1 (54){ a+2b=-1

a+b= a+b=-1
a + 2b =1
e Or (S1) = e 4+ b= 1
Lo Lz =L a + 2b =1
= o
Ly Li+2Ly { a = 1
— _ oy =
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a + 2b 1
Et (S2) = { o + b 1
L g L a + 2b 1
- b -2
Ly <—<L:1;2LQ a _3
- b -2
. a + 2b -1
Puis : (S3) = { o + b 1
L :L:: L a + 2b -1
- b 2
L :L:l;uz a 3
- b 2
a + 2b -1
Enfin: (Sy) = o + b 1
Ly g Ly a + 2b -1
- b 0
Ly L1 +2Lo a 1
<~ — b 0
Finalement :

(
(D(a,b))* =T & E
(

SIS

)
)
)
)

1,0)
~3,2)
3,-2)
~1,0)

A~ N /S

Les matrices M (a,b) vérifiant (M (a,b))? = I sont donc
M (1,0), M (-3,2), M (3,-2) et M (—1,0).

10
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Commentaire

(a,b) = (—1,0).

(5)

{
Ly« Ly— Ly
—

Ly Li+21Lo
=

Lo+ —Lso
<~

s = |
= {
= {

« Pour ne pas avoir a résoudre 4 fois le méme systéme (a changement du second
membre prés), on pouvait le résoudre avec un second membre quelconque. Plus
précisément, on pouvait résoudre le systéme (.S) suivant :

a + 2b

a + b

a + 2b
- b

a =
— b

U C

On obtient ainsi la solution pour n’importe quel couple (x,y) choisi (par exemple,
on consdérant (z,y) = (1,0) on obtient les solution de (51)).

« On pouvait aussi rapprocher les résolutions de (S1) et (S4) (et la résolution de (S2)
de celle de (S3)). Si on considére (a, 8) = (—a, —b) alors :

a + 2b = -1
a + b = -1
—a — 2b =1
—-a — b =1
a + 28 =1
a + B =1

Ce dernier systéme a pour solution («, ) = (1,0) et ainsi (Sy) a pour solution

:—gj—|—y

= =z
= Y

= X

- + 2y

—x + 2y
r =y

11
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Exercice 2 (ECRICOME 2013)
On considére 'application ¢ définie sur RY par :

z In(x) — 1
x

Ve e RY, o(x) =

I. Etude de ¢

1. a) Déterminer la limite de ¢(x) lorsque = tend vers 0 par valeurs positives. Interpréter graphique-
ment cette limite.

Démonstration. Par croissances comparées, lim zln(z) = 0.

z—07+
On en déduit que lim zln(z) — 1= —1.
z—0t
1
Or, lim — = +o0.
z—0t T
D’ou
lim p(z) = —oc0.
z—0t SO( )
Interprétation graphique : le graphe de ¢ admet une asymptote verticale en 0. O

b) Déterminer la limite de ¢(z) lorsque z tend vers +oo.

Démonstration. Tout d’abord, lim xIn(z)= 400 et donc zln(z) —1 ~ zln(x).
T—+400 T —+00
11 vient In(z)
xIn(z
~ = l
o) ~ o ()
et donc
li =
O
¢) Déterminer la limite de @ lorsque x tend vers +oco0.
Démonstration. D’aprés les calculs de la question précédente :
o(x) rln(z) In(x)
T oot 22 X
et donc
lim @ = 0 par croissances comparées
r—+o0 X
O

2. a) Montrer que ¢ est de classe C? sur RY..

Démonstration. La fonction ¢ est de la forme ¢ = = ol :

e frax e xln(z) —1 est de classe C? sur R¥ par produit et somme de fonctions de classe C? sur
R%.
+

12
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e g:x— x est de classe C2 sur R% et ne s’annule pas sur RY .

Donc

2
@ est de classe C* sur R

b) Calculer, pour tout z > 0, ¢'(x).

Démonstration. La fonction ¢ est dérivable sur R% d’aprés la question 2.a).

1
Soit x € R% . On remarque que ¢(x) = In(z) — —. Ainsi,
x

1 1 r+1
o) = -+ =

c¢) Calculer, pour tout z > 0, ¢”(x). Que peut-on en déduire ?

Démonstration. La fonction ¢ est deux fois dérivable sur R* d’aprés la question 2.a).

Soit x € RY..

1 2 T+ 2

7 _ -~ _
2 (Z’) - 72 3 3

On en déduit que ¢”(z) < 0 et donc

la fonction ¢ est strictement concave sur R .

3. Dresser le tableau de variation de ¢ en faisant apparaitre les limites de ¢ en 0" et +oo.

Démonstration. Soit x € R%. Onax+1>0et 2? > 0 donc ¢'(z) > 0.
On obtient le tableau de variations suivant :

x 0 +o0

Signe de ¢'(x) +

Variations de ¢

4. Prouver l'existence d’un unique réel o € R tel que :

Justifier que a € [1,€].

p(a) =0

Démonstration. La fonction ¢ est :

« continue sur |0, +o00[

13
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« strictement croissante sur |0, +o0[

On en déduit qu’elle réalise une bijection de ]0, +o0o[ sur ¢(]0, +oo[) =] — oo, +00|.
Or, 0 €] — 00, +00].

On en déduit qu’il existe un unique réel a € R tel que :

p(a) =0
De plus,
e—1
° SD(G) = T > 0

donc
e(1) < pla) <p(e)

En composant par la bijection réciproque de ¢, elleeméme strictement croissante, on obtient 1 <
a < e et donc

a€l,e€]
O
5. Tracer le graphe de .
Démonstration. On obtient le graphe suivant :
4 .
2 m
] a 3 s
—2 |
—4 |
O

II. Etude d’une suite réelle

On considére la suite v définie par la relation de récurrence suivante :

ug = €
Vn €N, upp1 = SD(Un) + unp

6. Démontrer que pour tout entier n, u, existe et u, > a.

14
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Démonstration. Montrons par récurrence : ¥n € N, P(n)

ou P(n) : {

Initialisation :

U, existe

Up > Q

ug = e donc ug existe et ug > a d’apres la question 4. D’ou P(0).

Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).

Par hypothése de récurrence, u,, existe et u,, > «a. Puisque ¢ est bien définie sur |0, +o0| et que
up > a > 1> 0, il vient que ¢(uy,) est bien défini et donc wu,4; existe.

Ensuite, par croissance de ¢, on a ¢(uy,) > ¢(a) = 0 et donc

Upt1 2 Up > O
D’ou P(n +1).
On a bien montré par récurrence que, pour tout n € N, u,, existe et u, > a. O
7. Si cette suite est convergente de limite L, que peut valoir L ?

Démonstration. Supposons la suite (u,) convergente de limite L. Tout d’abord, puisque pour tout
n € N, u, > «, on obtient par passage a la limite L > « > 0. En particulier, ¢ est continue en L.
Ainsi, par passage a la limite dans la relation de récurrence, on obtient :

L=y¢(L)+L

et donc ¢(L) = 0. Finalement, d’aprés la question 4, cela permet de conclure que

L=«
O
8. Prouver que la suite u est strictement croissante.
Démonstration. Soit n € N.
Unt1 — Un = ©(Un)
>« (par croissance de ¢ sur R )
>1 (cf question 4 )
>0
Donc
la suite u est strictement croissante.
O

9. La suite u est-elle convergente ?

Démonstration. La suite u est strictement croissante donc

« soit elle est majorée et convergente

« soit elle n’est pas majorée et diverge vers +oo

Supposons la suite u majorée et convergente. Notons L sa limite. D’apreés la question 7, L = a.
Or, la suite u étant croissante, on a, pour tout n € N, u,, > ug = e. Par passage a la limite :

a=L>e>aqa

c’est absurde. Donc

15
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la suite u n’est pas convergente.

O

10. Recopier et compléter la fonction Python suivante afin qu’elle prenne en argument un réel A et
qu’elle renvoie le plus petit entier n tel que u, > A :

1 def plusPetitEntier(A)
2 u = np.e

3 n=20

4 while

5 u =

6 n =

7 return

Démonstration. 1l s’agit d’un algorithme de recherche du plus petit entier n vérifiant une certaine
propriété P(n).

1 def plusPetitEntier(A)

2 u = np.e

3 n=20

4 while u < A :

5 u= (u*np.log(uw) - 1) /u+u
6 n=n-+1

7 return n

16
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Exercice 3 (ECRICOME 2021)

On lance indéfiniment une piéce équilibrée.

On s’intéresse au rang du lancer auquel on obtient pour la premiére fois deux « Pile » consécutifs.
On modélise cette expérience aléatoire par un espace probabilisé (£2, .27, P). On note alors X la variable
aléatoire égale au rang du lancer oti, pour la premiére fois, on obtient deux « Pile » consécutifs. Si on
obtient jamais deux « Pile » consécutifs, on conviendra que X vaut —1.

Par exemple, si on obtient dans cet ordre : Pile, Face, Face, Pile, Pile, Pile, Face,... alors X prend la
valeur 5.

Pour tout entier n supérieur ou égal & 1, on pose les événements suivants :
e F, : « Obtenir Face au n®™¢ lancer ».
e P, : « Obtenir Pile au n®"° lancer ».

La suite (P,)n>1 est donc une suite d’événements mutuellement indépendants.
Pour tout entier n supérieur ou égal 2, on pose les événements suivants :

e U, : « Au cours des n premiers lancers, on obtient au moins une fois la succession de deux piles
consécutifs ».

e B,=PF, 1NPFE,.

Enfin, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on note :

u, = P(Uy) et ap, = P([X =n])

Partie A

1. Exprimer les événements [X = 2|, [X = 3] et [X = 4] a laide de certains événements Py, et Fy.
En déduire les valeurs de as, ag et aq.
Démonstration.

o L’événement [X = 2] est réalisé si et seulement si on obtient pour la 1°% fois deux « Pile »
consécutifs au 2°™€ lancer.

Ainsi : [X = 2] =P Nk

On en déduit :
ay = P([X =2])

(car Py et Py sont
indépendants)

1 (car la piéce est
2 équilibrée)

1

Dou:ag = -.
4

o L’événement [X = 3] est réalisé si et seulement si on obtient pour la 1° fois deux « Pile »
consécutifs au 3°™° lancer. Pour cela, on doit avoir obtenu « Face » au 1°F lancer puis 2 « Pile ».
(on ne peut obtenir « Pile » au 1°" lancer, sinon les deux « Pile » consécutifs seraient obtenus

pour la 1°" fois au 2°™¢ lancer et non au 3°™¢)

Ainsi : [X :3} =FNPNP~Ps.
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On en déduit :
a3 = P([X =3])

= ]P)(Fl NPy OP(;)

= P(Fl) X ]P)(Pg) X P(P;;)

N | —
N | —
DO | —

1
D'ou: ag = 3

(car Fy, Py et Py sont
mutuellement indépendants)

(car la piece est équilibrée)

o L'événement [X = 4] est réalisé si et seulement si on obtient pour la 1 fois deux « Pile »
consécutifs au 4°™¢ lancer. Pour cela, on doit avoir obtenu « Face » au 2°™¢ lancer puis 2 « Pile »
au 3°M€ et 4°™€ Jancer. Le résultat du 1°F lancer peut étre « Pile » ou « Face ».

(on ne peut obtenir « Pile » au 2°" lancer, sinon les deux « Pile » consécutifs seraient obtenus

pour la 1 fois au 3°™¢ lancer et non au 4°¢)

Ainsi:[X:4]:(P1ﬂFgﬂP3ﬂP4) U (F10F20P30P4).

On en déduit :

= ]P)((Pl ﬁFQﬁPgﬂP4) U (Fl ﬂFQﬂP3ﬁP4))

= ]P)(PlﬂFgﬂpgﬂP4)++]P)(F10FQQP3OP4)

= ]P(Pl) X P(Fg) X P(Pg) X P<P4) + ]P’(Fl) X ]P)(FQ) X P(P3) X P(P4)

- ()6

1 1

Dot:ay == = —.

T3

n
2. Démontrer, pour tout entier n supérieur ou égal & 2 : u, = > ay.
k=2
Démonstration.
Soit n > 2.

(car c’est une union
d’événements incompatibles)

(car ce sont des intersections
d’événements indépendants)

(car la piece est équilibrée)

o L’événement U, est réalisé si et seulement si, au cours des n premiers lancers, on obtient au moins
une fois la succession de deux piles consécutifs. Ceci est équivalent & obtenir deux piles consécutifs

pour la 1°*¢ fois :

x soit au 2°™€ lancer,

x soit au 3°™€ lancer,
Xt

x soit au (n — 1)®™¢ lancer,

x soit au n°™€ lancer.

Autrement dit : U, = |J [X = k].
k=2
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o Comme les événements [X = 2], ..., [X = n] sont incompatibles, on en déduit :

\.

Commentaire \

pw) = P (0 X=H) = LRX=K) = ¥ a

k=2

D’ow, pour tout n € [2,+00] : up, = P(Uy) = > ag.

« Démontrons que les événements [X = 2], ..., [X = n] sont deux a deux incompatibles.
x Par définition de la v.a.r. X @ X () C [2, 4+o0[.

x Ainsi la famille ( [X = k] ) forme un systéme complet d’événements. En par-

ke[2,+o0]
ticulier, les événements [X = 2], ..., [X = n| sont incompatibles.
« On peut aussi démontrer que les événements [X = 2|, ..., [X = n] sont incompatibles en

utilisant la définition d’incompatibilité.

Soit (i,7) € ([[Z,n]])2 tel que : 7 # j.

L’événement [X = i|N[X = j] est réalisé si et seulement on obtient pour la 1% fois deux
piles consécutifs a la fois au i et au j®™° lancer. Cela est impossible car : i # j. Ainsi :

X=in[X=j] = o s

J

3. a)

Recopier et compléter la fonction Python ci-dessous afin qu’elle simule les lancers de la piéce
jusqu’a 'obtention de deux « Pile » consécutifs, et qu’elle renvoie le nombre de lancers effectués.

def simulX():
tirs = 0
pile = 0
while pile :
if rd.random() < 1/2:
pile = pile + 1
else:
pile =
tirs =
return tirs

o0 Joo N & jov e (W o e

‘ =
(=}
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Démonstration.

On propose la fonction Python suivante.

Détaillons les éléments de ce script.

« Début de la fonction

jov s o e

l© oo =N o

‘ =
o

def simulX():

tirs = 0
pile = 0
while pile < 2:

if rd.random() < 1/2:

pile = pile + 1
else:
pile = 0
tirs = tirs + 1
return tirs

On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme simulX,

x elle ne prend pas de paramétre en entrée.

1 def simulX():

En ligne 2, la variable tirs, qui contiendra le nombre de lancers nécessaires pour obtenir deux
piles consécutifs pour la 1°7¢ fois, est initialisée a 0 (aucun lancer n’a encore été effectué).

En ligne 3, la variable pile, qui contiendra le nombre de pil

« Structure itérative

2 tirs = 0

3 pile = 0

es consécutifs, est initialisée a 0.

x Les lignes 4 a 9 consistent & déterminer le rang du lancer auquel on obtient pour la premiére
fois deux « Pile » consécutifs. On doit donc effectuer des lancers de piéce jusqu’a obtenir deux
« Pile » consécutifs. Autrement dit, on doit effectuer des lancers de piéce tant que le nombre
de piles consécutifs est strictement inférieur a 2.
(on rappelle que c’est la variable pile qui contient le nombre de piles consécutifs)

Pour cela on met en place une structure itérative (boucle while) :

4 while pile < 2:

x En ligne 5, la fonction utilise la commande rd.random().

L’instruction rd.random() renvoie un réel choisi aléatoirement dans [0, 1].
Plus formellement, il s’agit de simuler une v.a.r. U telle que U — U([0, 1]).
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x Cette valeur choisie aléatoirement dans [0, 1] permet d’obtenir une simulation d’un lancer de
piéce équilibrée.

[ | \ ]
l d ‘d O | .
redredd & FERAOH 1 redred1
2

Deux cas se présentent.

1
— Sird.random() < = : alors, on considére qu’on a obtenu « Pile ».

Ce cas se produit avec la probabilité :

(pered)-r(r<) -

ce qui correspond bien & un lancer de piéce équilibrée.
Dans ce cas, on met a jour la variable pile en l'incrémentant de 1.

if rd.random() < 1/2:
pile = pile + 1

o o

. 1 .
— Sird.random() > = : alors, on considére qu’on a obtenu « Face ».

Ce cas se produit avec la probabilité :

(o) -e(ee]) 1o o <2

Dans ce cas, le nombre de « Pile » consécutifs est ré-initialisé & 0. On met donc a jour la
variable pile en conséquence.

else:
pile = 0

o 1N

x La variable tirs est incrémentée de 1 pour signifier qu’on a effectué 1 lancer supplémentaire.

9 tirs = tirs + 1

o Fin de la fonction
A Tissue de la boucle while, la variable tirs contient le nombre de lancers nécessaires pour obtenir
pour la 1°¢ fois deux « Pile » consécutifs. Elle contient donc une simulation de la v.a.r. X. Il ne
reste plus qu’a renvoyer cette valeur.

10 return tirs

Commentaire \

Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la réponse a
cette question. Cependant, compléter correctement le programme Python démontre la bonne
compréhension de la simulation demandée et permet certainement d’obtenir tous les points
alloués & cette question.

On procédera de méme dans les autres questions Python.
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b) Ecrire une fonction Python nommeée moyenne(n) qui simule n fois I'expérience ci-dessus et
renvoie la moyenne des résultats obtenus.

Démonstration.
On propose la fonction Python suivante.

def moyenne(n):
S=0
for k in range(n):
S =S + simulX()
return S/n

jor s W N e

Détaillons les éléments de ce script.

o Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

% cette fonction se nomme moyenne,
% elle prend en entrée un paramétre n.

En ligne 2, on commence par initialiser la variable S a 0 (choix naturel d’initialisation lorsqu’on
souhaite coder une somme puisque 0 est I’élément neutre de 'opérateur de sommation).

o Structure itérative
Les lignes 3 a 4 permettent de mettre a jour la variable S pour qu’elle contienne la somme de
n simulations de la v.a.r. X. Pour cela on met en place une structure itérative (boucle for) et
on utilise la fonction simulX définie en question précédente pour obtenir des simulations de la
v.ar. X.

for k in range(n):
S =8 + simulX()

e o

« Fin de la fonction
A T’issue de cette boucle for, la variable S contient la somme de n simulations de la v.a.r. X.
La variable S / n contient alors la moyenne des n simulations de X (ce qui était demandé).

5 return S/n

O

¢) On calcule moyenne (n) pour chaque entier n de [[1,200], et on trace les résultats obtenus dans
le graphe suivant.
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moyenne(n)
[e)]

0 25 50 75 100 125 150 175 200
n

Que pouvez-vous conjecturer sur la variable aléatoire X 7

Démonstration.

« Soit n € [2,400[. On note (X1,...,X,) un n-échantillon de la v.a.r. X.
D’aprés la question précédente, la fonction moyenne renvoie une simulation de la variable

_ 1 n
aléatoire X,, = — > Xj.
n =1
o Le graphe de cette question présente donc des simulations de X1, Xo, ..., Xogo.

« L’idée naturelle pour obtenir une approximation de l’espérance E(X) est :

x de simuler un grand nombre de fois (N = 200 est ici ce grand nombre) la v.a.r. X.
Formellement, on souhaite obtenir un N-uplet (x1,...,2x) qui correspond & 'observation
d’un N-échantillon (X1,...,Xy) de la viar. X.

(les v.a.r. X; sont indépendantes et de méme loi que X )
x de réaliser la moyenne des résultats de cette observation.

Cette idée est justifiée par la loi faible des grands nombres (LfGN) qui affirme :

1 N
moyenne de 'observation = N Soa; ~ E(X)

=1

e On en déduit que la courbe représentée se rapproche de E(X).

On conjecture alors : E(X) ~ 6.
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Partie B
4. a) Démontrer, pour tout entier n supérieur ou égal & 2 :
P(UnJrl) = P(Un) + P(BnJrl) - P(Un N Bn+1)
Démonstration.
Soit n > 2.

n
« Par définition de U, on a : U, = |J By. Ainsi :
k=2

n+1 n
UnJrl = U Bk = <U Bk:) UBnJrl = UnUBnJrl
k=2 k=2

e On en déduit, par formule du crible :

P(Upt+1) = P(UnU Bnt1)
— P(U,) + P(Bpi1) — P(Un N Bpsa)

Vn =2, P(Ups1) = P(Up) + P(Bpi1) — P(Un N Bnyt)

b) Démontrer, pour tout entier n supérieur ou égal a 4 :
U,NBpy1 = (Unfg NE,_1NP,N Pn+1) U (Pn,1 NnP,N Pn+1)

Démonstration.
Soit n > 4.

o Tout d’abord :
U,NBpy1 = (Un N Bn+1) naQ

(car (Fn—1, Ph—1) forme un

= (Un N Bat1) N (Famy U P systeme complet d’événements)

= (Un N Bpi1 N Fn_l) U (Un N Bpi1 N Pn_l) (d’apres les lois de Morgan)

« BEtudions alors les 2 événements de 'union.

x D’une part :
n n—2
Un = UBk: = (U Bk>UBn—1UBn = n—ZUBn—IUBn

k=2 k=2
Ainsi, d’aprés les lois de Morgan :
U,NF,_1 = (Unfg UB,-1U Bn) NF,_1 = (Unfz N anl) U (anl N anl) U (Bn N anl)
Or :
- par définition de B,,_1 :

Bn—lan—l = (Pn—QmPn—l) an—l = Pn—Qm (Pn—l an—l) = hoNQG = O

- par définition de B,, :

B.NFy 1 = (Poo1iNP)NFyy = PoN(ProiNFy) = PNO = @
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On en déduit :
U,NF,_1 = (Un_z N Fn_1> Uogug = U, oNF,_1

Finalement, par définition de B4 :

U.NF,_1NBpy1 =UpoNF_1NPyN Ppyy.

x D’autre part :

UnNPy1NBpy1 = UyNPoiN(PyNPry1) = UnN(Poe1NPy) NPy = UpNByN Py

n
Or, comme U,, = |J By, alors : B,, C U,. D’ou : U, N B,, = By,
k=2

Ainsi : U, NP1 N Bpi1 =B, N Poiy1=FPo1NP,N Py

Finalement : U, N Bpy1 = (Up—2 N Fm1 N Py N Pag) U (Pac1 N Py N Pra). 0

¢) En déduire, pour tout entier n supérieur ou égal a 4 :

Up4l = Un + % (1 - un—2)
Démonstration.
« D’apreés la question 4.a) :
IP>(Un+1) = P(Un) + P(Bn—l-l) - P(Un N Bn+1)
I I
Un41 Un

o De plus, comme P, et P41 sont indépendants :

]P’(B,H_l) = ]P)(anpn-o-l) — P(Pn) XP(PTH-l) =

DN | =
N
=

o Ensuite, d’aprés la question précédente :
UoNBpy1 = (Up—2NEyqi NPy N Poy1) U (Pt NPy N Pryy)
C’est une union d’événements incompatibles. D’ot :
P(Un, N Bpy1) = P(Up—2 N Eyeq NPy N Poy1) + P(Po—1 N PyN Poyr)
x D’une part, comme les événements P,_1, P, et P, 1 sont mutuellement indépendants :
1 1 1 1

P(Pn_lﬂpnmpn+1) - P(Pn_l) XP(Pn) XIP(Pn+1) - 5 X 5 X 5 - é
x D’autre part :
- lévénement U,_o se référe aux n — 2 premiers lancers (lancers 1 a n — 2),
- I'événement F,,_1 N P, N P41 se référe aux lancers n — 1, n et n + 1.
Comme les lancers sont indépendants, les événements U,_o et F,_1 N P, N P41 sont donc
indépendants. On en conclut :
]P)(Unfg NFE, 1NP,N Pn+1) = P(Un,Q) X ]P)(Fn,1 NnEk,N Pn+1)

(car F—1, P, et Ppiq

= Un-2 X P(Fp1) X P(Po) X P(Pn) sont indépendants)

= Up—2 X
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o En rassemblant les résultats précédents, on obtient :

1 1 1 1 1
Un—l—l:un"i_z_ gun—2+§ :un+§_§un—2

1
Finalement : Vn > 4, t,41 = up + 3 (1 — up—2).

5. Démontrer que la suite (uy)n>4 est croissante, puis qu’elle converge vers 1.
Démonstration.

e Soit n > 4. D’aprés la question précédente :

Un+1 — Un = é (1 - un—Q)

Or: upo=PU,—2) <1.Dou:1l—1uy9>0.0n en déduit :

Upt1 — Up = 0

La suite (up)n>4 est donc croissante.

« Pour tout n >4 : u, = P(U,,) < 1. Ainsi la suite (up)n>4 est :
x croissante,
x majorée par 1.
Elle converge donc vers une limite ¢ vérifiant : £ < 1.
o Enfin, toujours d’aprés la question précédente, pour tout n > 4 :
Up4+1 = Up + é (1 - un—2)
Ainsi, par passage & la limite quand n tend vers 400 :
1
= (+-(1-20
8
1
donc 0 = = (1-19)
8
dou 0 = 1-/

ainsi ¢ = 1

Finalement, la suite (u,,) converge vers 1.

Commentaire \

On pouvait également démontrer la croissance de la suite de la suite (u,) en exploitant
le fait que la suite (U,,) est une suite croissante d’événements.
e Soit n > 2. On remarque : Uyy1 = U, U B4 (démontré en question 4.a)). Ainsi :

U, C Un+1
o Par croissance de P, on obtient :
P(Un) < P(Unt1)

Dot : up < Upg1-
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6. En déduire : .
P([X =-1]) = 1—P<U Un) =0
n=2

Démonstration.
o L’événement [X = —1] est réalisé si et seulement si on n’obtient jamais deux « Pile » consécutifs.
Autrement dit [X = —1] est réalisé si et seulement si, pour tout n > 2, on n’obtient jamais deux

« Pile » consécutifs au cours des n premiers lancers. Ainsi :
4oo
(X =-1] = N U

k=2

On en déduit :

P(X = —1]) = P(ﬁOUk) - 1-@(2@@) - 1-1@(2@;%)

+o00
« On cherche alors a calculer P ( U Uk>.
k=2

x Tout d’abord, par corollaire du théoréme de la limite monotone :

“+o00 n
P UUk>: lim IP><U Uk>
<k:2 n—+o0 k=2

x Démontrons maintenant que la suite (U,,) est une suite d’événements croissante.
(il n’est bien sir pas utile de démontrer ce point si cela a été fait en question précédente)
Soit n > 2. Démontrons : U, C Upy1.
Avec le méme raisonnement qu’en question 4.a) :

Un+1 = U, UBn+1

Ainsi : U, C Upq1.

La suite (Up) est une suite croissante d’événements.

x Comme (U,,) est une suite croissante d’événements :
n
vneN, U Up = U,
k=2

On en déduit :

P(l}l Uk> = P(U,) = un

De plus, d’aprés la question précédente : lim wu, = 1. D’ou :
n—-+0o0o

lim P(U Uk> =1
k=2

n—-+0o

+00
Finalement : P([X =1])=1—P < U Uk) =1-1=0.
k=2
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Commentaire

Afin de résoudre un exercice de calcul de probabilités, il faudra penser au schéma suivant.

au 1™ lancer ...) liés & l'expérience considérée.
Nommer ’événement A dont on cherche & déterminer la probabilité.
(ces deux étapes sont parfois directement données dans I’énoncé)

2) Décomposer I’événement A a 'aide d’événements simples.
3) Deux cas se présentent alors :

(i) si cette décomposition fait apparaitre une union, il faut retenir le triptyque :

union / incompatibilité / somme

Dans le cas d’une union finie d’événements

d’événements par exemple).
« Sinon, on vérifie si les événements sont 2 a 2 incompatibles.

x 8i c’est le cas, on utilise 'additivité de P.

x si ce n’est pas le cas, on peut penser & utiliser la formule du crible.
Dans le cas d’une union infinie d’événements

o On vérifie si les événements sont 2 & 2 incompatibles :

x si c’est le cas, on utilise la g-additivité de P.
le corollaire du théoréme de la limite monotone.

en considérant ’événements contraire.

(it) si cette décomposition fait apparaitre une intersection, il faut retenir le triptyque :

intersection / indépendance / produit

Dans le cas d’une intersection finie d’événements

décroissante d’événements par exemple).
o Sinon, on vérifie si les événements sont mutuellement indépendants.

x si c’est le cas, on utilise la formule associée.

Dans le cas d’une intersection infinie d’événements

théoréme de la limite monotone.

considérant I’événement contraire.

1) Introduire des événements simples (« tirer une boule blanche au i®™® tirage », « obtenir Pile

« Si cela est possible, on simplifie cette union (cas d’une union d’une suite croissante

x si ce n’est pas le cas, on se raméne au cas d’une union finie d’événements en utilisant

Si toutes ces tentatives échouent, on peut se ramener au cas d’une intersection d’événements

« Si cela est possible, on simplifie cette intersection (cas d’une intersection d’une suite

x Si ce n’est pas le cas, on peut penser & utiliser la formule des probabilités composées.

e« On se raméne au cas d’une intersection finie d’événements en utilisant le corollaire du

Si toutes ces tentatives échouent, on peut se ramener au cas d’une union d’événements en
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Partie C

Dans cette partie, on pose pour tout entier n > 2 :

v, = 1—u, et S, = > kP([X =k])

k=2
7. Démontrer, pour tout entier n supérieur ou égal a 4 :
1
Un — Unt1 = g Un—2
Démonstration.
Soit n > 4.
Up —Unt1 = X —up) — (X — upy1) (par définition de v, et vnpy1)
= Unt1 — Un
1 .
= 3 (1 —un—2) (d’apres 4.c))
1 e
= g Un2 (par définition de vy—2)

1
VYn >4, vy, — Upt1 = 3 Upn—9

8. Justifier, pour tout entier n supérieur ou égal & 2 :
P(X=n+1]) = vy —vpp1

Démonstration.
Soit n > 2.

o Comme v, = 1—u, = 1-P(U,), nous allons établir une relation entre les événements [X = n + 1],
U, et Up41 pour répondre a cette question.

Tout d’abord, I’événement U, 11 est réalisé si et seulement si on obtient deux « Pile » consécutifs
au cours des n + 1 premiers lancers. Autrement dit, U, est réalisé si et seulement si :

x soit on a obtenu deux « Pile » consécutifs au cours des n premiers lancers,
x soit on a obtenu deux « Pile » consécutifs pour la premiére fois au (n + 1)*™¢ lancer.
Ainsi :
Upt1 = U, U[X =n+1]
Les événements [X = n + 1] et U, sont de plus incompatibles puisqu’on ne peut obtenir pour la
premiére fois deux « Pile » consécutifs au (n + 1) lancer et a la fois les avoir obtenus au cours

des n premiers lancers.
On obtient alors :

P(Upi1) = P(U,U[X =n+1]) = P(U,) +P(X =n+1])
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Commentaire

« Notons qu’on pouvait justifier I’égalité entre événements U,+1 = U, U [X =n + 1] « en dé-
n+1
montrant au préalable 'égalité U,11 = |J [X = k]). Détaillons cette maniére de procéder.
k=2

o Pour tout p > 2, on commence par remarquer :

En effet, I’événement U, est réalisé si et seulement si on obtient deux « Pile » consécutifs au
cours des k premiers lancers. Autrement dit U, est réalisé si et seulement si :

« soit on a obtenu deux « Pile » consécutifs pour la 1¢™ fois au 2°™¢ lancer,
x soit on a obtenu deux « Pile » consécutifs pour la 1¢™ fois au 3™ lancer,
o e

x soit on a obtenu deux « Pile » consécutifs pour la 1¢™ fois au p®™® lancer,
On en déduit :

n+1 n
U1 = U [X=k] = (U [sz])U[X:nJrl] = UyU[X=n+1]
k=2 k=2

« Avec ce procédé, l'incompatibilité des événements U, = |J [X = k] et [X = n + 1] pouvait
k=2

s’obtenir en remarquant que la famille ( (X = k] ) forme un systéme complet d’évé-

nements (car X (2) C {—1} U [2, +oo]).

ke—1U[2,400]

O]

9. Démontrer alors par récurrence, pour tout entier n supérieur ou égal a 2 :

Sp = 6—8upt2 —no,

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € [2,+oo[, P(n) o P(n): S, =6—8uvpta —noup,.

» Initialisation

e D’une part :

S = S EP(X =k]) = 2P(X =2]) = 2x
k=2

ou l'avant-derniére égalité est obtenue avec la question 1.
« Calculons d’autre part vy et vy.
x Calcul de ve. Tout d’abord :

2
Vo = 1—’U,2 == 1—]P)(U2) = 1—]P><k!2Bk> == I—P(BQ)

Or, par indépendance des lancers :

1

P(B2) = B(AANE) = P(A) xP(R) = 7
s 1 3
Onendedult.vz_l—i_z_
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x Calcul de v4. Tout d’abord :
vy = 1l—uy = 1—P(Uy)
Or, d’aprés la question précédente :

P(Us) = B(Us) + (X =4) = (B(U2) +B(X =3))) +B(X = 4)

D’aprés le calcul de vy et la question 1., on en déduit :

1 1 1 1
]:[D = — — - = =
(Uy) 4+8 3 5
1 1
Ainsi tvy=1— - = —.
insi : vy 5= 5
Finalement :
1 3 3 3 1
804 —209 = 6—8X-——2x° = 6-4—2 =92 = _
6 87)4 () 6 8)(2 ><4 6 5 B 5
D’ou P(2).

» Hérédité : soit n € [2,+o0].
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. Spt1 =6 —8vpt3 — (n+ 1) vpy1).

n+1
Seit = S KP(X = &)
k=2
— S RP(X =) + (n+ D) B(X = n+ 1))
k=2

(d’apres la question

= Sp+(n+1)(vn — vpt1) précédente)

(par hypothese de

= 6—8vpqo—nvp+(n+1)v, — (n+1)vp41 récurrence)

= 6—8upr2tv,—(n+1) vy

Or, d’apres la question 7. (qui est applicable car, comme n > 2, alors n +2 > 4) :

Un+2 = Unt3 = é Un
Ainsi :
Spy1 = 6-8 <vn+3 + é vn> + v, — (n+ 1) vpp
= 6—8vpt3 —p7it+us— (n+1)vn
= 6—-8vp3— (n+1)vpp
D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence : Vn = 2, S;, = 6 — 8vp 42 — n vy
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Commentaire

Si 'on avait utilisé en question précédente la relation :

on pouvait effectuer le calcul de vy et de v4 de la fagon suivante.
o Calcul de vy. Tout d’abord :

vg = l—up = 1-P(U) = 1-P([X =2]) (d’apres la question précédente)

1 1 3

Or, d’aprés la question 1., on sait : P([X = 2]) = T Dotu:vy=1-— 1= 1

o Calcul de vy4.

vy = 1—uy = 1-P(U,)

Or, d’aprés la question précédente :

B(Uy) = P(Jl [X:k1) = S P(X =) = B(X =2)) + P(X = 3]) + B(X = 4)

X=k est un systéme complet d’événements).
(1 ke{—1}U[2,400]

D’apres la question 1., on obtient :

P(U) = J+5+35 = 3

Dou:vy=1——-=_-.
ol : vy 5= 3

oil la 2°™€ ggalité est obtenue par incompatibilité des événements de 1'union (car la famille

\

10. En déduire que la suite (Sy,)n>2 est croissante et majorée.

Démonstration.

« La suite (Sp)n>2 est la suite des sommes partielles de la série Y kP([X = k]). Or cette série est

k>2
a termes positifs.

On en déduit que la suite (Sy)n>2 est croissante.

Commentaire

o On utilise ici la propriété du cours suivante.

Soit Y w, une série et (Sy,)nen suite des sommes partielles associée.

> uy est & termes positifs = (.S),) est croissante

Rappelons que cette propriété se démontre facilement comme suit.

« Supposons que la série > wu, est & termes positifs. Alors : ¥Yn € N, u,, > 0.
Soit n € N. On a : Sp41 — Sp = uy, > 0. Ainsi, (S,,) est croissante.

« Notons que ce résultat peut en fait s’énoncer sous forme d’équivalence. En effet, si
(Sp) est croissante, alors, pour tout n € N : u,, = Sp4+1 — S, = 0. On en conclut :
Vn € N, u, > 0. La série Y, u,, est donc a termes positifs.
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o Soit n > 2. D’aprés la question précédente :
Sp = 6 —8vupto —nuy

e Or, pour tout k > 2, par propriété d’une probabilité :

0 < UL < 1
donc 1 > 1—wur > 0
doun 1 > U, > 0
On en déduit : vy4o = 0 et vy, = 0. Ainsi : 8vy42 = 0 et nv, = 0. On obtient :

8Upy2 + Ny
donc —8Upt2 — Ny,

d’ot 6 —8uvpt2 —nU,

INCININNV
o o o o

ainsi Sh

On en conclut que la suite (S;,) est majorée par 6.

11. Montrer que X admet une espérance.

Démonstration.

o La v.ar. X admet une espérance si et seulement si la série > kP([X = k]) est absolument
convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

« De plus, comme précisé en question précédente, la suite (S,)n>2 est la suite des sommes partielles

de la série Y kP([X = k]). Or, d’aprés la question précédente, la suite (Sy)n>2 est :
k>2

x croissante,
x majorée par 6.

Elle est donc convergente. Ainsi, la série > kP([X = k]) lest aussi.

On en déduit que la v.a.r. X admet une espérance.

12. a) Démontrer que la suite (nvy,)n>2 converge vers un réel A.

Démonstration.
Soit n > 2. D’apreés la question 9. :

nv, = 6—8vpyra — Sy
Or :
x la suite (Sp)n>2 est convergente d’aprés la question précédente.

x la suite (vp42) est convergente, car la suite (vy,) Uest. En effet, d’apres la question 5., la suite
(un)n>2 converge vers 1. De plus :

Yn>=2, v, = 1—uy,

On en déduit que la suite (vy,) converge vers 0.

La suite (n vn)@g est donc convergente en tant que
combinaison linéaire de suites convergentes. On note A sa limite. ]
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b) Montrer que si A est non nul, alors la série de terme général v, est divergente.
A laide de I'égalité démontrée a la question 7., obtenir une contradiction.

Démonstration.
o Supposons : A # 0. D’aprés la question précédente : lim nwv, = A. Comme A # 0, on en

n——400
déduit : nv, ~ A D'ou:

n——+oo
A
Vp o~ —
n—+oco N
« On obtient alors :

A

X Upn ~ —
n—+oco N

x VYn>=2v,>=0

1
x la série ) — est une série de Riemann d’exposant 1 (1>1). Elle est donc divergente. Et la
n=1 n

A
série . — l’est aussi.
n=1 n
(on ne change pas la nature d’une série en multipliant son terme général par un réel non

nul)

Par critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série > v, est divergente.
n=2

Finalement, si A # 0, alors la série > v, est divergente.
n=2

o On ne suppose plus dans ce point : X # 0.

D’aprés la question 7. :
1
Vk > 4, Uk T Ukl = 3 Vk-2

Soit n > 2. On somme les égalités précédentes pour k variant de 4 & n + 2. On obtient :

niQ (0 — Upg1) = niQ (1 vk2>

k=4 k=1 \8
I
V4 — Unas (par télescopage)
De plus :
n+2 1 1 nt2 1 n
lzvk2) = = > vpo = = Z (par décalage d’indice)
k=4 \8 8 k=1 8 k=2

On en déduit :

> vk = 8(v4— Uny3)

e Or, d’aprés la question précédente, la suite (v,) converge vers 0. On en déduit que la suite

n
<Z vk> est convergente (elle converge vers 8 vy).
k=2 n>2

On en conclut que la série Y v, est convergente.
n=2
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o Démontrons par 'absurde : A = 0.
Supposons : A # 0. Alors :

x d’aprés le 1¢ point, la série Y v, est divergente.

n=2
x d’aprés le 2°™° point, la série > v, est convergente.
n=>2
Absurde!
On en déduit : A =0, i.e. lim nwv, =0.
n—-+00 ]
¢) Donner alors la valeur de 'espérance de X.
Démonstration.
o D’aprés la question 9., pour tout n > 2 :
Sn = 6 —8vpi0—nu,
. OI' :
x d’aprés la question 11., la v.a.r. X admet une espérance et, par définition de (Sp)n>2 :
li S, = E(X).
o, Sn = B(X)
x toujours d’aprés la question 711.: lim wvp49 = 0.
n—-+0oo
x d’apres la question 12.b) : lim nwv, = 0.

n——+o00

On en déduit : E(X)=6—-8x0—0=6.

(ce qui est bien ce qu’on avait conjecturé en question 3.c))
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