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DS2 (vB)

On suppose, et c’est valable pour toute I’épreuve, que les librairies numpy et numpy . random de Python
sont importées avec les commandes respectives import numpy as np et import numpy.random as rd.

Probléme 1

Partie I : Un développement en série

Soit f la fonction définie sur [0, 1[ par : pour tout = € [0, 1[, f(z) =

1. Justifier que f est de classe C* sur [0, 1].
2. a) Soit x €]0, 1[. Montrer que, pour tout n € N,

n k T AT
f@) = 3 W5+ [Tt La,
k=0 kf' 0 7’L'
ot fO = f et, pour tout k € N*, f(¥) designe la dérivée k¢ de f.
b) Montrer que, pour tout n € N et pour tout x € [0, 1],

(2n)!

—n—1
= ot

()

¢) En déduire que, pour tout n € N et pour tout = € [0, 1],

= £ (1) @) ) [0 ()

3. Soit x €]0, 1] fixeé.

x —_—
a) Montrer que la fonction ¢, : t +— T

est décroissante sur l'intervalle [0, z].

b) Montrer que, pour tout n € N|

x _ n 1
og/(lt)—g i 1),
0 1—t 1—$

n
n!l ~ <E> 2mn

n——+oo e

¢) On admet que

Montrer que

n+1<2n+2) NG

22042\ n+1
. n+1/2n+2 x s (x—t\"
s B oo (2

Montrer que la série > (2:) (%)k converge et que

11—:1: - ZZ::Z <2kk> (%)k

d) En déduire que

4. Soit x un réel de |0, 1].
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Partie II : Une marche aléatoire sur Z

Soit p un réel fixé de ]0,1[. On considére une suite (Y;,),cy de variables aléatoires mutuellement
indépendantes et de méme loi (appelée loi de Rademacher de paramétre p), vérifiant

Vn € N, P(Y,=1])=p et P([Y,=-1]))=1—p.
5. Soit n € N. Déterminer, en fonction de p, 'espérance et la variance de Y,.

On introduit une suite (X, )nen de variables aléatoires définie par récurrence :

Xo=0
Vn € N, Xn+1 = Xn + Yn
6. Simulation informatique.

a) Ecrire une fonction Python nommée Rademacher (p) qui simule une variable aléatoire suivant

la loi de Rademacher de paramétre p.
b) Ecrire alors une fonction Python nommée simul_traj_X(n,p) quisimule les variables aléatoires
Xo, ..., X, et renvoie le résultat sous la forme d’une liste [Xo, X1, ..., X,].
Y, +1
7. On note, pour tout n € N, Z,, = "2 )

a) Reconnaitre la loi de Z,. On précisera son (ou ses) paramétre(s).

n—1
b) Soit n € N*. Quelle est la loi de > Z; 7
k=0
n—1
c¢) Montrer que, pour tout n € N*, X, =2>" Z; —n.
k=0
8. On note, pour tout n € N, p, = P([X,, = 0]). Montrer que :

2n
VneN,  pogmr1=0 et po, = <n>p”(1 —p)"

9. On souhaite démontrer dans cette question un résultat général nommé Lemme de Borel-Cantelli.
Soit (Ap)nen une suite d’événements. On suppose que la série Y . P(A4,,) converge.
+00 too
On note, pour tout n € N, B, = |J Ay et on pose B = [ B,.

k=n n=0

a) Montrer que, pour tout n € N, B, 11 C B,,.
b) Soit w € Q. Montrer ’équivalence suivante :

w € B <= w € Aj pour une infinité de valeurs de k

+oo
¢) Montrer que, pour tout n € N, P(B,,) < Y. P(Ag) (indication : théoréme de la limite monotone).
k=n

d) Montrer que P(B) = lim P(B,) puis conclure que P(B) = 0.

n—-+o0o

1
10. On suppose dans cette question que p # 3

1
a) Montrer que 0 < p(1 —p) < T

b) A T'aide de la Partie I, montrer que la série > pan converge et préciser sa somme.
En déduire que la série > p, converge aussi et interpréter ce résultat a I'aide du lemme de
Borel-Cantelli. )

11. On suppose dans cette question que p = 3

a) Montrer que pa, ~

1
n—+oo \/7Tn.
N

b) Montrer que la série Y, pa, diverge puis que Nlim > pon = +00.

—+00 =0
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Probléme 2

Toutes les variables aléatoires dans ce probléme sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
noté (92, .o, P).

Partie 1 — Variables vérifiant une relation de Panjer

On dit qu’une variable aléatoire N, & valeurs dans N vérifie une relation de Panjer s’il existe un réel
a < 1 et un réel b tels que :

HﬂN:@)#lethEW,EMN:kD:<a+?ﬁMN:k—H)

1. On suppose dans cette question que a = 0, et que b est un réel strictement positif.
a) Montrer :
bk
VEeN, P(N=k])= o P([N = 0])

400
b) Calculer > P([N = k|). En déduire que N suit une loi de Poisson de paramétre b.
k=0
Préciser son espérance et sa variance.

2. On suppose dans cette question que a < 0 et que b = —2a.
a) Montrer :
Vk>2, P(N=kEk])=0

b) En déduire que N suit une loi de Bernoulli dont on précisera le paramétre en fonction de a.

3. On suppose dans cette question que Z suit une loi binomiale de paramétres n € N* et p € |0, 1].

a) Montrer :
P n- k+1
1—p k
b) En déduire que Z vérifie une relation de Panjer en précisant les valeurs de a et b correspondantes,
en fonction de n et p.

Vke[l,n], P(Z=k)= x P([Z =k —1])

4. On revient dans cette question au cas général : a est un réel vérifiant a < 1, b est un réel, et on
suppose que N est une variable aléatoire, a valeurs dans N, vérifiant la relation de Panjer.

a) Calculer P([N = 1]). En déduire : a + b > 0.
b) Montrer, pour tout entier m > 1 :
m m—1 m—1

YD RPN =k]) = a > (F+1)P(N=k))+b > P(IN = k)
k=1 k=0 k=0

m
¢) En déduire que <(1 —a) >, kP([N = k])> est majorée, puis que N admet une espérance.
k=1 m>=1

Préciser alors la valeur de E(N) en fonction de a et b.
d) Montrer que N admet un moment d’ordre 2 et :

a+b)(a+b+1)
(1—a)

IE(NQ) _ (

e) En déduire que N admet une variance et préciser la valeur de V(IV) en fonction de a et b.

) Montrer que E(N) = V(N) si, et seulement si, N suit une loi de Poisson.
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Partie 2 — Fonction génératrice
On notera dans la suite :

VkeN, pp=P(N =k|)
ol N est une variable aléatoire & valeurs dans N.

5. Montrer que, pour tout réel x de U'intervalle [0, 1], la série >  p, 2™ est convergente.
n=0

On appelle alors fonction génératrice de N la fonction G définie sur [0, 1] par :

+oo +o0
Ve € [0,1], G(z) = kz::opk ok = kz::() P([N = k]) z*

b
et on suppose dans cette partie que N vérifie une relation de Panjer avec 0 < a < 1 et que — > 0.
a
—(a+0)

a

On pose : a = . On note enfin f la fonction définie par :

Ve €[0,1], f(x)=po(1—ax)”
6. Montrer, pour tout k € N :
vz e[0,1], f%(z) = kxp,(1—az)* "
7. Soit z € [0, 1].

a) Pour tout entier n € N, montrer :

F@) = 3 ek + (n+ 1) pus / T —atr @ " de
k=0 0

—t
b) Veérifier, pour tout ¢ € [0, z] : f ;
—a

< 1. Puis montrer, pour tout n € N :

0 < / (1—at) " Nz —t)" dt < / (1—at)* ! at
0 0
¢) En déduire :
G(x) = po(1—ax)®
En calculant G(1), exprimer pg en fonction de a, b et «, et vérifier : G'(1) = E(N).

Partie 3 — formule de récursivité

On considére une suite (X, ),en+ de variables aléatoires de méme loi, & valeurs dans N, mutuellement
indépendantes et indépendantes de la variable N étudiée dans la question 4. de la Partie 1.
On considére alors la variable aléatoire S définie par :

0 siN=0
S = N
> X siN>1
k=1
Autrement dit :
N(w)
VweQ, Sw)=0 si Nw)=0 et S(w)= > Xp(w) sinon
k=1
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8. Calculer P([S = 0]) lorsque a € ]0, 1] a l'aide de la Partie 2.

9. a) Calculer P([S = 0]) lorsque N suit une loi de Poisson de paramétre A.

b) On considére la fonction Python suivante, ot n est un paramétre dont dépend la loi commune
des X}, :

1 def simulX(n):

2 y=20

3 for i in range(l, n+1):
4 if rd.random() < 1/2:
5 y=y+1

6 return y

Quelle loi de probabilité est simulée par la fonction simulX ? Préciser ses paramétres.

¢) On rappelle qu’en Python l'instruction rd.poisson(theta) renvoie une réalisation d’une loi
de Poisson de paramétre theta.
On suppose que N suit une loi de Poisson de paramétre 6, et que la loi des variables X}, est celle
simulée & la question précédente par la fonction simulX.
Recopier et compléter la fonction Python suivante, afin qu’elle renvoie une simulation de la
variable aléatoire S :

def simulS(theta,n):
N = rd.poisson(theta)

S I S N N N N

10. Dans la suite du probléme, on revient au cas général ou N vérifie la relation de Panjer. On note
toujours :

VkEN, pp=P(N =k

et on notera également :
VkeN, g, =P([X1=k])

n
On considére pour tout entier n > 1, la variable aléatoire S,, = >  Xj, en convenant qu’on a
k=1
So = 0. Enfin, on admet le résultat suivant :

Vn € N, Vk € N*, f%)(a—i-b]j) G P([Sy =k —j]) = <a+nil) P([Snt1 = k])

Soit k € N*.

a) Montrer :

b) Montrer :

¢) Justifier :
“+oo
PSS =k]) = > pot1 P([Sn1 = k)

n=0
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d) En déduire finalement :




