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DS2 (vB) - Correction

On suppose, et c’est valable pour toute I’épreuve, que les librairies numpy et numpy . random de Python
sont importées avec les commandes respectives import numpy as np et import numpy.random as rd.

Probléme 1 ( Sujet 0 ECRICOME 2023 + lemme de Borel Cantelli ESSEC
IT 2021)

Partie I : Un développement en série

Soit f la fonction définie sur [0, 1[ par : pour tout x € [0,1[, f(z) =

1. Justifier que f est de classe C* sur [0,1].

1
Démonstration. La fonction f est de la forme f = — ou

o x> +/z est de classe C* sur |0, +oo] et ne s’annule pas sur |0, +00]
e g:x— 1—x est de classe C* sur [0, 1] car polynomiale et g([0, 1[) C]O, 4o0|

Ainsi, par composition et par passage a l'inverse :

f est de classe C* sur [0, 1].

2. a) Soit x €]0, 1[. Montrer que, pour tout n € N,

r0)= 3 105+ [ e,

k=0 k!
ot f(O = f et, pour tout k € N*, f(¥) désigne la dérivée ke de f.

Démonstration. Montrons par récurrence : Vn € N, P(n)

n k T _A\n
ot P(n) : « f(z) = kgo f(k)(O)% + /0 f(”“)(t)(xn!t)dt »
Initialisation :
0 k T 0
*) ()2 (0+1) &= 4
> 005+ [ o g - f0g; /f at
= f(0) + — £(0))
= f(z)
D’out P(0).

Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).
Par hypothése de récurrence :

n [L‘k T v n
@)= 1P+ /0 o) () (nlt) a.

k=0
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On procéde par intégration par parties, valide car les fonctions u et v qui suivent sont de classe
C! sur [0, 7] (cf question 1) :
(z —t)nt!
(n+1)!
o(t) = fUI(E) () = Fr ()

d =" i =-

n!

On a alors
T x—t)" " r—t)"H ’ " a:—t”“
/O f( +1)(t)(n!)dt — _f( +1) (t)~——— ( ] ] / f( +2) @ +)1) dt
n+1 n+1
_ ) T (nt2) (T ="
! (0)(n+1)!+/(] SR (n 3 1) dt (carn+1>0)

Il vient alors

fz) = Z A ) Jrf(”+1

n+1 _ t n+1
_ (k n+2 (z AL M
=5 o+ [ &I

n+1
(n+2) .%' — t)
/ ! (n+1)! NCES

D’ott P(n +1).
On a bien montré par récurrence : pour tout n € N,

_ S w7y @)
fla) = & rO0) g+ [ ren

b) Montrer que, pour tout n € N et pour tout x € [0, 1],

f0@) = S )k

Démonstration. Montrons par récurrence : ¥n € N, P(n)

2n)! it
ot P(n) : «Vx € [0,1[, f™(x) = é2n,’1!( —x) " 2y
Initialisation :
Soit x € [0, 1].
D’une part : fO(z) = f(z) = 11

-z

|

D’autre part : éo()) (1—2)" 0-3 = (1-— a;)_% = 11 =

D’out P(0).
Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).
Par hypothese de récurrence, pour tout = € [0, 1],

£ @) = 20—yt

Dérivons f(™ (possible d’aprés la question 1) : pour tout z € [0, 1],

Fre) =G (<n =g ) @i

22np) 2
2n)! 1
O ) )
n!
_(2n)!2n+1 (1 )7(n+1)7%
22npl 2
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D’autre part :
(2(n+1))! (2n+2)!

220t (n 4+ 1)1 220+2(n + 1)
(2n)! (2n +2)(2n+ 1)

- 22pl 22(n 1)

_(2n)! 2n+7)(2n+1)

© 22l 2(2nF7)
(@n)'2n+1
~ 22l 2

D’ou P(n+1).
On a bien montré par récurrence : pour tout n € N et pour tout x € [0, 1],

n (2n)! “nl
O
¢) En déduire que, pour tout n € N et pour tout z € [0, 1],
no(2k\ rz\kF n+1/2n+2 * sz —t\"
= — 1—1¢ dt.
f@)=2. <k> () +22n+2(n+1)/0 (=) <1—t)
Démonstration. Soient n € N et z € [0, 1].
Premier cas : x = 0.
1
D’une part : f(0) = =0 =1
D’autre part :
no2k\ (ON®  n+1/2n+2\ [° s (0—1\" 0
- 1—t)2(——) dt= =1
500 G) () fo-o (550) - (o)
D’ou I’égalité lorsque x = 0.
Deuxiéme cas : z €0, 1].
D’apres les questions 2.a) et 2.b) :
n k T — "
fa) =3 1005 + [ ey
k=0 k! 0 n!
_ i (2k)! xik o 2Mm+ 1) (1- t)_(”H)_% (x — t)ndt
=0 2%FK! k! 22(n+1) (p + 1)! n!
& (2k)! 2R (2n +2)! e 11 n
= X Ak T gy ), L0 @
n(2k)! 2k (2n + 2)! /Z s (x—t\"
= 1—1¢ dt
kgo (k;')Q 4k + 22"+2(n + 1)'n' 0 ( ) ’ 1—1t
Or,
2n+2)!  n+1 (2n+2)!
22n+2(n + 1)In! 22042 ((n + 1)1)2
et on remarque que
(2K)! (2K ot (2n+2)!  (2n+2
(N2 \ k (n+1)H2  \n+1
D’ot le résultat. O
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3. Soit x €]0, 1] fixeé.

—1
est décroissante sur l'intervalle [0, z].

x
a) Montrer que la fonction ¢, : t +—

Démonstration. Soit t € [0, x].

T —t r—1+1-—t¢
(Pm(t)_ =

1
A i G e

1-t¢

La fonction ¢, est dérivable sur [0, z] et

@;(t)=($—1)(1_t)2<0 car x < 1

Donc

g est décroissante sur U'intervalle [0, z].

b) Montrer que, pour tout n € N,

x s (x—1t\" 1
0< 1—t)"2 dt < 22" —1).
/0( ) <1—t) ! (ﬂ—x >

Démonstration. Soit n € N. Soit ¢ € [0, z]. Alors 0 < t < x et par décroissance de ¢, sur [0, 1],
on a

r—t
Oél_tézx

La fonction u — u™ est croissante sur Rt donc
x—t\"
0< (1 - t) s

" 3
t> <a(1—t)73

3
2

et (1—¢)"2 >0 donc

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant rangées dans ordre croissant (0 < ) :

xT : —t n x . x .
0</ 1-t)2 (2 dt</ (1—t)—3:c”dt:x”/ (1—t)"2dt
0 1—-t 0 0

Or,
/Oz(l — )" sdt = [ @ —_t%)_% ]:
- [2(1 )73 L
=2 ( 11— T a 1>
Dot
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¢) On admet que

n—+oo

n+1/2n+2 Vn
2202\ p 4+ 1 ) notoo VLS
Démonstration. D’aprés ’équivalent admis :

9 9 2n+2
2n+2)! ~ <"+> V27 (2n + 2)

n——+oo

Montrer que

et

Vo )

(n+1)! ~ (

n——+oo

d’ou

2n 42 (
TL+1 n—>+oo (

<27’L+2 2n+2

)
VTR

2n+2

n~>+oo 1

(n + > 2r(n+1)
(S

(2n 4 2)*"2 /27 (2n + 2)
it (n+ 122 27(n 4 1)

2202 (4 1)2" 2 | /97 (2n + 2)
ot (n4 D)2 2n(n 4 1)

2202, 27 (2n + 2)
nrtoo 2r(n+ 1)

On en déduit que

n+1 <2n+2> 27(2n + 2)

222\ n+1 ) notoo 2m
dr(n+1)
koo 2w
2v/mV/n +1
nete  2W
Vn+1
e /T

Or,

Vi 1 1
ntl_ it
\/ﬁ n n—-+oo

donc v/n+1 ~ y/n et finalement on a bien

n——+oo
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n+1/2n+2 Vn
2202\ p 4+ 1 ) notoo NZS
O
d) En déduire que
i n+1/2n+2 r s [z —t\"
nEI-II-loo 22n+2(n+1>/0 (1=t <1—t> dt =0.
Démonstration. Soit n € N. D’aprés la question 3.b) :
x s (o —t\" 1
0< 1—t)" 2 dt < 22" -1].
fo-ot (=) e (=)
et donc
n+1/2n+2 £ 3 (x—t\" n+1/2n+2 1
0< 1—¢t) 2 dt < 25" —-1].
() 00 () v () (=)
Et d’aprés la question 3.c¢) :
n+1/2n+2\ , Vna"
— xr ~
22n+2 n -+ 1 n—+o00 ﬁ
Or, |z| < 1 donc, par croissances comparées, /nx" T 0. On en déduit par théoréme d’enca-
n—-+0oo
drement que
. n+1/2n+2\ [* 3 (x—t\"
R 22n+2(n+1)/0 (1=t (1—75) dt=0
O
4. Soit = un réel de |0, 1].
Montrer que la série ) (215) (%)k converge et que
I Jgio <2k:) (x)k’
vV1i—=x N k=0 k 4 ’
Démonstration. Soit n € N. D’aprés la question 2.c¢) :
no 2k\ sx\k n+1/2n+2\ [7 s (x—t\"
) = - 1—t)"2 dt
kzo<k><4> f(@) 22n+2<n+1>/0( ) 2<1—t>
et d’aprés la question 3.d) :
. n+1/2n+2 x s (x—t\"
ngg-loo 22n+2<n+1>/0 (1=t <1—t> dt=0
On en déduit que
i no(2k\ rx\k
ce qui prouve que la série > (2,5) (%)k converge et que
too 2k\ sa\F 1
—_ = €Tr) =
O
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Partie II : Une marche aléatoire sur Z

Soit p un réel fixé de ]0,1[. On considére une suite (Y;,),cy de variables aléatoires mutuellement
indépendantes et de méme loi (appelée loi de Rademacher de paramétre p), vérifiant

Vn € N, P(Y,=1])=p et P(Y,=-1])=1—-0p.
5. Soit n € N. Déterminer, en fonction de p, 'espérance et la variance de Y.

Démonstration. Tout d’abord, la variable aléatoire Y,, est finie donc admet une espérance et une
variance.

E(YVp) =1xp+(-1)x(1-p)=2p—1
D’aprés la formule de Koenig-Huygens :
V(Ya) = E(Y,)) — (E(Y,))

Or, Y,? est une variable aléatoire constante égale a 1 donc E(Y,2) = 1 et finalement :

V(Y)=1-(2p—1)*=1—(4p* —4p+ 1) = 4p(1 — p)

On introduit une suite (X,,),en de variables aléatoires définie par récurrence :

Xo=0
Vn € N, Xn+1 =X, +Y,
6. Simulation informatique.

a) Ecrire une fonction Python nommée Rademacher (p) qui simule une variable aléatoire suivant
la loi de Rademacher de paramétre p.

Démonstration. On propose la fonction suivante :

def Rademacher(p):
if rd.random() < p:
return 1
else:
return -1

o s W I e

On rappelle que la commande rd.random() < p permet de simuler la réalisation d’un événement
A vérifiant P(A) = p (ici 'événement [Y,, = 1]). O

b) Ecrire alors une fonction Python nommée simul_traj_X(n,p) quisimule les variables aléatoires
Xo, ..., Xy et renvoie le résultat sous la forme d’une liste [Xo, X1, ..., X,].

Démonstration. On propose la fonction suivante :

def simul_traj_X(n,p):
L = [0]
for k in range(n):
L.append(L[-1] + Rademacher(p))
return L

lor s lw N =
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Y, +1
7. On note, pour tout n € N, Z,, = n;— .

a)

b)

Reconnaitre la loi de Z,,. On précisera son (ou ses) paramétre(s).

Démonstration. On remarque que Y, (Q2) = {—1,1} et donc Z,(2) = {0,1}. On en déduit que
Z,, suit une loi de Bernoulli.

Or,
P([Zn=1) =P(Ya=1]) =p
donc
Zn <= B(p)
O
n—1
Soit n € N*. Quelle est la loi de > Z;7
k=0
Démonstration. On a :
« Pour tout k € [0,n — 1], Z;, — B(p)
o Les variables aléatoires Zy, ..., Z,_1 sont mutuellement indépendantes par lemme des coali-
tions (les variables Yy, ..., Y, _1 étant mutuellement indépendantes par hypotheése)
On en déduit par théoréme de stabilité des lois binomiales que
n—1
k=0
O
n—1
Montrer que, pour tout n € N*, X, =25 Z, —n.
k=0

Démonstration. Montrons par récurrence : Vn € N* P(n)
n—1

ouP(n):«X,=2> Zr—n»
k=0

Initialisation :

D’une part :

1-1
22 Zy—1=2Zy—1=Yy+1-1=Y)
k=0

D’autre part :

X1i=Xo+Y9=04+Yy=Y)
D’ou P(1).
Heérédité : Soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).

XnJrl =Xn+ Yy

n—1
=2> Zr—n+Y, (par hypothése de récurrence)
k=0

n—1
=2> Zr—n+(22,-1)
k=0
n
=23 Zp—(n+1)
k=0
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D’ou P(n+1).
n—1

On a bien montré par récurrence : pour tout n € N*, X, =25 Z; —n. O
k=0

8. On note, pour tout n € N, p,, = P([X,, = 0]). Montrer que :

2n
Vn €N, Ponr1 =0 et po, = (n >Pn(1 —p)"

n—1
Démonstration. Soit n € N. Notons W,, = > Zj. Alors
k=0

Pnt1 = P([Xony1 = 0])
=P([2Wap41 — (2n+1) = 0]) (cf question 7.c))
2n +1
()
(car Wap4+1(R2) = [0,2n + 1]
=0 ant 1 n’est pas un entier)
et
Pon = P([XQTL = ])
= P([2Wy, — 2n = 0]) (cf question 7.c))
=P ([Wan = n])
= <2:>p"(1 — p)nn (car Wap, — B (2n,p))
= (2:>p”(1 —p)"

O

9. On souhaite démontrer dans cette question un résultat général nommé Lemme de Borel-Cantells.

Soit (A )nen une suite d’événements. On suppose que la série > P(A,,) converge.

+00 +oo
On note, pour tout n € N, B, = |J Ay et on pose B = [ B,.
k=n n=0

a) Montrer que, pour tout n € N, B, 11 C B,,.

Démonstration. Soit n € N.

+o00 +o0
By=U A=A J| U Ar]=4,UBnp
k=n k=n+1
On en déduit que By41 C By,. O
b) Soit w € ). Montrer ’équivalence suivante :

w € B < w € Aj pour une infinité de valeurs de k

Démonstration. Procédons par double implication.
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d)

« Supposons que w € B.

On en déduit que
vn e Nyw e B,

et donc
Vn € N,k > n,w € Ayg

Ainsi, I'ensemble des indices k tels que w € Ay est une partie non majorée de N. A ce titre,
cet ensemble est infini, ce qui veut dire que w € Ay pour une infinité de valeurs de k.

« Supposons que w € Ay pour une infinité de valeurs de k.

Soit n € N. L’ensemble des indices k tels que w € A étant infini, il est donc non majoré. En
particulier, on peut ainsi trouver un entier k > n tel que w € Ag. Il vient w € B,,. Ceci étant
vrai pour tout n € N, il vient w € B.

O

+oo
Montrer que, pour tout n € N, P(B,) < > P(Ag) (indication : théoréme de la limite monotone).

k=n

Démonstration. Soit n € N.
On sait que si A et B sont deux événements, alors

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) < P(A) + P(B)

car P(ANB) > 0.
On en déduit, par récurrence immeédiate, que pour tout N € N, si N > n, alors

N N
P(U a) < & poa
k=n k=n
De plus, la série > P(A,,) converge et il s’agit d’une série a termes positifs donc
N +o00
> P(Ar) < X0 P(Ag)
k=n k=n
D’autre part, d’aprés la théoréme de la limite monotone :
+o0 N
}P’(Bn):IP’<U Ak> = lim IP(U Ak>
k=n N—+oo k=n

D’oui, par passage a la limite dans I'inégalité précédente :

Montrer que P(B) = lim PP(B,) puis conclure que P(B) = 0.

n—-+o0o

Démonstration. La suite (B,,) étant décroissante au sens de I'inclusion, une nouvelle application
du théoréme de la limite monotone donne :

P(B) = P erz Bn> — lim P(B,)

n—-+00

10
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De plus, la série > P(A,) étant convergente :

+oo +oo n—1 +00 +oo
> P(AR) = 3 P(Ay) = X P(Ay) — 3 P(Ay) — 30 P(A) =0
k=n k=0 k=0 =100 k=0 k=0

D’ou, par théoréme d’encadrement (puisque pour tout n € N, P(B,) > 0) :

ce qui se traduit bien par

1
10. On suppose dans cette question que p # 3

1
a) Montrer que 0 < p(1 —p) < T

Démonstration. On note ¢ : ¢t — t(1 — ¢) définie sur [0, 1]. La fonction ¢ est dérivable sur [0, 1]
et pour tout ¢ € [0,1] :

Pt)=1-2t
D’ou son tableau de variations :
t 0 1 1
2
Signe de ¢'(t) + 0 -
1
Variations de ¢
0 0

D’aprés le tableau de variations,

1 1
e ¢ admet un maximum global qui vaut 1 et qui est atteint uniquement en 3

e ¢ admet un minimum global qui vaut 0 et qui est atteint uniquement en 0 et en 1

1
Puisque p €]0, 1]\ {2}, il vient que

1
0<p(1—p)<1.

b) A T'aide de la Partie I, montrer que la série > po,, converge et préciser sa somme.

En déduire que la série > p, converge aussi et interpréter ce résultat a l'aide du lemme de
Borel-Cantelli.

11
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Démonstration. Soit n € N.

kio (2:) Py

I
=
T
LN
N——
—~
=
—_
|
"3
=
Eal

i
o

I
ol
[NgE
7N\
= X
~_
7 N\

i

=
=T

=
~

B

(en posant x = 4p(1 — p))

I
E
=
o
VS
= X
N~
/~
8
~—
B

Or, d’aprés la question 10.a), 0 < z < 1. Ceci permet d’utiliser la question 4 et donc la série
> (2:) (%)k converge et

;g (2:> G)k - \/11—1‘ - \/1—4110(1 - D)

Ensuite,
n L5] +oo +00 /9N sa\ K
doPk= Y, Dkt >, D= D>, Pk= D, D — p2kzz<k><4>
k=0 0<k<n 0<k<n 0<k<n k=0 n—+00 1o k=0

k pair k impair k pair

donc la série Y p, converge aussi.
On pose, pour tout n € N, A, = [X,, = 0], de sorte que le résultat précédent se traduise en : la
série > P(A,,) converge. D’aprés le lemme de Borel-Cantelli, I’événement

« une infinité des événements A; se réalisent simultanément »
est quasi-impossible. Autrement dit, il est quasi-impossible que lors de la marche aléatoire, on

revienne une infinité de fois en 0. O

1
11. On suppose dans cette question que p = >

1
a) Montrer que pa,, ~ ——.

n—+oo /TN

Démonstration. On reprend le calcul de la question 3.¢), en remplagant n 4+ 1 par n :

<2n> 221, /21 (2n) oon |
n—-+oo

n

2mn /T

et donc

o 1 (N 1\ ., 1 1 |
pop ~ 27— = 1—=) =2 —— =
n—+oo van \ 2 2 JTn22n /mn

N
b) Montrer que la série ) pa, diverge puis que lim > pa, = +o0.
N—+oo =0
Démonstration. « pour tout n € N*, pg,, > 0 et 7\/;71 20

« Do~ =
" n—-+oo ™

12
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- 1 . N . s 1 . T .
o lasérie ) Tn diverge par critére de Riemann et donc la série ) T diverge par mutiplication
par un scalaire non nul
On en déduit, par critére d’équivalence pour les séries & termes positifs, que la série > pay,
diverge également.
Puisque il s’agit d’une série & termes positifs, sa suite des sommes partielles est croissante et non

majorée et donc elle diverge vers +oo :

N
lim on, = +00
N—+o0 nz::() ban

13
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Probléme 2 (Ecricome 2018 voie S)

Toutes les variables aléatoires dans ce probléme sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
noté (92, .o, P).

Partie 1 — Variables vérifiant une relation de Panjer

On dit qu’une variable aléatoire N, & valeurs dans N vérifie une relation de Panjer s’il existe un réel
a < 1 et un réel b tels que :

PN =0])#1 et VkeN* P([N—k])—<a+Z>P([N_k—1])

1. On suppose dans cette question que a = 0, et que b est un réel strictement positif.

a) Montrer :

VkeN, P(N=k)= Z P([N = 0])
Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vk € N, P(k) ou P(k) : P(IN =k]) = I}j P([N = 0]).
» Initialisation : 0 .
BN =0) = 1B(N=0) = B(N =0)

D’ou P(0).
» Hérédité : soit k € N. ot

Supposons P (k) et démontrons P(k + 1) (i.e. P(IN =k +1]) = (] P([N =0])).

B B b _ (car N wvérifie une relation
PN =k+1]) = <O + k+ 1> PN =) de Panger avec a =0)

b bk (par hypothése de

T ok+1 R (N =0]) récurrence)
pk+1

- N =

Doua P(k +1).
bk
Par principe de récurrence : Yk € N, P([NV = k]) = i P([N = 0]). .

+o0o
b) Calculer > P([N = k]). En déduire que N suit une loi de Poisson de paramétre b.
k=0
Préciser son espérance et sa variance.

Démonstration.
e Soit n € N.
. n o pk (d’apres la question
kZ::O PN =H) = kZ::O k! PN =0]) précédente)
n bk
= P(N=0]) > —
=0 k!

14
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Y2

Or la série ) — est la série exponentielle de paramétre b. Elle est donc convergente. De plus :
n>0 n.
b
- — —=e
kgo k! n—+oo k=0 k!

On obtient : +Zo° P([N =k]) = P([N = 0]) e’
k=0

o D’aprés I’énoncé, la v.a.r. N est a valeurs dans N. On en déduit que la famille ([N = k] ) beN
forme un systéme complet d’événements. On en déduit :

+o00
> PN =k]) =1
k=0

donc  P(IN=0])e’=1
d’ou P(IN =0]) =e™®

o Ainsi :
x N(Q) C N (d’apres 'énoncé),
x Vk e N, P([N =k]) = I]j e (d’aprés la question précédente).
On en déduit : N — P (b).
Ainsi : E(N)=0b et V(N)=b. .
2. On suppose dans cette question que a < 0 et que b = —2a.

a) Montrer :

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vk > 2, P(k) ou P(k) : P(IN =k]) =0.
» Initialisation

BN =2) = (s N = s et —20)
— 0xP(N = 1))
=0
D’ou P(2).

» Hérédité : soit k£ > 2.
Supposons P (k) et démontrons P(k + 1) (i.e. P([N =k +1]) =0).

—2a
P(IN=k+1]) = <a+k+1>IP’([N:k})
_ (a _ 2a ) <0 @ar hypothese de
k+1 récurrence)
= 0

D’ott P(k +1).

Par principe de récurrence : Vk > 2, P([N = k]) = 0.
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b) En déduire que N suit une loi de Bernoulli dont on précisera le paramétre en fonction de a.

Démonstration.
e On sait déja :
x N(Q) CN,
x Vk =2, P([N =k]) =
On en déduit : N < B(p), ou : p =P([N = 1)).

Commentaire

« Dans le cours, il est précisé qu'une v.a.r. X qui suit une loi de Bernoulli (de parameétre p)
admet pour ensemble image {0,1}. Ici, N a pour ensemble image N(2) C N mais prend
les valeurs k € [[2, +oo[ avec probabilité nulle. On a alors :

vz € R, P(X = a]) = PV = 2))
(et ces probabilités sont nulles si x € N*)

On considére alors que les v.a.r. discrétes X et N sont toutes deux de méme loi B (p).

o Cette propriété se généralise comme suit.
Soient X et Y deux v.a.r. discrétes. Alors :

X et Y ont méme loi & Vz eR, P([X =2z]) =P([Y =z])

o On insiste sur le fait que la propriété précédente n’est vérifiée que pour les v.a.r. discrétes.
Rappelons que si X est une v.a.r. & densité alors, pour tout x € R : IP’( (X = :n]) =0.

\.

« Il reste & déterminer P([V = 1]). Or :

. d’une part : P([N = 1]) = <a—21“> PN = 0]) = —aP([N = 0)),
x d’autre part : P([N =1]) =1 —P([lV = 0]).
or PN =0) + P(N=1]) = 1
{aIP’ N=0) + P(N=1]) = 0
Lz(—Lz oLy { + P(N=1]) = 1
1—aB(N=1) = —a

Ainsi, comme a # 1 : P([N =1]) = — .
1—a

On en dédui‘c:]\7<—>6<—1 “ )
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3. On suppose dans cette question que Z suit une loi binomiale de paramétres n € N* et p € |0, 1].

a) Montrer :
Vke[1,n], P(Z=k]) = 1fp X ”_Z“ X P([Z =k — 1))

Démonstration.
Soit k € [1,n].

—k+1
pxn +

x P([Z =k —1])

1—p k

) T S
n—k+1 n! L (1 —p)nhtt

B R R T T B

= (2:::11)! k: (Z'—1) FA-p

= 1 ”;)!k'p (1—p)"*

= (:)p’“(l—p)”‘k

= P([Z =k (car Z — B(n,p))
Onobtient:Vk:e[[1,n]],IP>([Z:k;]):1fp><”_]]§+1xP([Z:k—u). -

b) En déduire que Z vérifie une relation de Panjer en précisant les valeurs de a et b correspondantes,
en fonction de n et p.

Démonstration.
« Tout d’abord, comme Z(2) = [0,n], on a bien : Z(2) C N.
« Ensuite : P([ ( ) U= (1-p)n.
Or, d’aprés I’énoncé, p > 0, donc : P([Z = 0]) # 1.
o Déterminons a < 1 et b € R tels que : Vk € N*, P([Z = k]) = <a + Z) P(Z =k —1)).
Trois cas se présentent :
x si k € [1,n], d’aprés la question précédente :
PZ=H) = 2~ ”_:“ < P([Z = k1))
- 1?})(”;1 —1>P([Z:k—1])
= P, P([Z =k — 1])
1-— k
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On pose alors :

a:—ﬂ et b:(nltlp)p:—(n—i-l)a
Ainsi :

- comme p € [0,1[: a < 0. Dou:a < 1.

- on a évidemment : b € R.

- d’aprés le calcul précédent :

vk € [1,n], P([Z = k])

Il
Y
s
+
> o
~__
=
N
Il
5
|
[—
=

x sik=n+1.

- D’une part : P([Z =n +1]) = 0.

- D’autre part :

Ainsi :

n—+1

- D’une part : P([Z = k]) = 0.

- D’autre part :
b b
<a+k>P([Z:k—1]): (a—k>x020

Vk e N*, P([Z = k]) = <a+Z> P([Z = k — 1))

Finalement, on a bien :

La v.a.r. Z vérifie donc bien une relation de Panjer de parameétres

p p
=———etb=—"—(n+1).
a 1 e 1 (n+1)

—p _ 0

4. On revient dans cette question au cas général : a est un réel vérifiant ¢ < 1, b est un réel, et on
suppose que N est une variable aléatoire, a valeurs dans N, vérifiant la relation de Panjer.

a) Calculer P([N = 1]). En déduire : a + b > 0.

Démonstration.

o Comme la v.a.r. N vérifie la relation de Panjer de parameétres a et b :

PV =1) = (a+7) BN =0)
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o Comme P est une probabilité :
P(IN=1])>0 et P(N=0])>0

Supposons que P([N = 0]) = 0. Alors, par récurrence immeédiate (analogue a celle de la ques-
tion 2.a)), on a, pour tout entier naturel k, P([N = k]) = 0. Or, la famille ([N = k]); oy est
un systéme complet d’événements, donc

+oo
> P(N=H)=1
k=0

On en déduit que 0 = 1. C’est absurde.
Donc P([N = 0]) > 0, ce qui permet d’écrire que

PN =1])
P([N

a+b=

1
0])

On en déduit : a +b > 0.
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b) Montrer, pour tout entier m > 1 :

SRRV =) = oS (k4 )RV =K) +55 BN = 4)
k=1 k=0 k=0
Démonstration.
Soit m > 1.
UL B & b o (car N vérifie une
kzzzl RE(N =) = kzz:l h (a * k> PN =k—1]) relation de Panger)
— A KP(N=k—1))+b > K- B(N =k 1))
k=1 k=1
= a S EP(N=k—1)+b S P(N =k — 1))
k=1 k=1
= a T:z_ol (k+1)P([N=k])+b 7:2_01 P([N = k]) (par décalage d’indice)
Ym 1 3 kBN = k) = a5 (k+ VBN = k) +b 5> P(IN = k)
k=1 k=0 E=0 O

m

EP(IN = k‘])) est majorée, puis que N admet une espérance.
k=1 m>1
Préciser alors la valeur de E(V) en fonction de a et b.

c¢) En déduire que <(1 —a)

Démonstration.

o Soit m € N*. D’aprés la question précédente :

SRB(N=K) = 'S (k+ DE(N = k) +b 'S BN = K]
k=1 k=0 k=0

= WS RPN =) e S BN =K)+b S PN =)
k=0 k=0 k=0
On en déduit :
S ERIN=H)—a ¥ kP(N =) = (a+b) > P(N =)
k=1 k=0 k=0
Or :
m m—1
x d’une part : kZ::l EP([N =k]) = kZ::l EP([N = k]) + mP([N = m)]).
. dautre part : S kPN = K) = 5 kP(N = &)
k=0 k=1
D’ou :
SRRV = K) +mB(N =m]) —a S KRN =K) = (e+b) 5 P(N = 4]
k=1 k=1 k=0
Finalement :
(1-0) & kBN =) = (@+9) S PN =K) - mP(¥ =m]) (9
« Comme mP([N =m]) > 0, on obtient :
(1-a)'S kBN =) < (a+b) 5 PN =K)
k=1 k=0
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+oo
De plus, comme ([N = k]) forme un systéme complet d’événements : Y P([N = k]) = 1.

keN =0
Ainsi :
m—1 +o00
> PN =k]) < > P(N=k])
k=0 k=0
I
1
Comme a + b > 0, on en déduit :
m—1
(a+b) X PN =k)) < a+b
k=0
D’ou : ) .
(L—a) > kP(N=F]) < (a+b) > P(IN=k]) < a+bd
k=1 k=0

La suite ((1 —a) Y, kP([N = k:])> est donc majorée par a + b.
k=1

m>1

Commentaire

On a démontré : )
Vvm>1, (a+b) Y P(IN=k]) < a+b
k=0

Dans cette propriété, la variable m est muette (car portée par le quantificateur V). En posant
r =m — 1, on obtient donc :

r

Vr >0, (a+b) Y PN =k]) < a+b
k=0

NE

Ceci permet bien de conclure que la suite ((1 —a) EP([N = k:])> est majorée par a+b.
m>1

k=1

\.

J

m
La suite <Z EP([N = k‘])) est donc :
k=1 m>1
x croissante, car c’est la suite des sommes partielles d’une série a termes positifs,

o a+b
x majorée par T2 car 1 —a > 0.

m

On en déduit que la suite (Z EP([N = k])) converge, c’est-a-dire la série Y nP([N = n])
k=1 m>1 nx1

est convergente. Cette série est donc absolument convergente car c¢’est une série a termes po-

sitifs.

Ainsi, la v.a.r. N admet une espérance.

« En reprenant (x), on a :

SRRV =k) = VS B = k) - L B = m)
k=1 k=0
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Or :
+o00

x on a déja montré : Y P([N =k]) =1,
k=0

x comme la série Y, mP([N =m]|) est convergente, son terme général tend vers 0, i.e. :
m>1

lim mP([N =m])=0.

m——+00
Ainsi, en passant a la limite quand m tend vers +oo dans ’égalité précédente :

a+b 1

+oo
EP(IN =k|) = 1-— 0
k; (I D=1 X171, %
Finalement : E(N) = ath
l1—-a O

d) Montrer que N admet un moment d’ordre 2 et :

(a+b)(a+b+1)
(1 —a)?

E(N?) =

Démonstration.

« La viar. N admet un moment d’ordre 2 si et seulement si la série Y. n?P([N = n]) est
n=0

absolument convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient a démontrer qu’elle
est convergente.

e Soit m € N* :
S EB(N=K) = > RP(N=#)
k=0 k=1
- g (a+ >]P’([ — k1))
— A RP(N=k-1)4b 3 kP(N =k —1))
k=1 k=1
WS R 1PP(N =) b S (k4 1) PN = K])
k=0 k=0
= WS RPN =) +2 S KB(N=K)+a S B(N = K]
k=0 k=0 k=0
S RB(N =K +b S BN = k)
k=0 k=0
— WS BN —H)+ Qa+b) S kPN = K]
k=0 k=0
L oat+h)S PN = k)
k=0
D’ou
S RPN = K)—a S RPN = k) = 2a+b) S kPN = k) +(a+b) S PN = K])
k=0 k=0 k=0 k=0
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S RB(N=H)—a S KB(N = k)
k=0 k=0
= T RRN =)+ BN =m]) —a S RP(N = )
k=0 k=0
= (1-a) le::: E2P([N = k]) + m?P([N = m)])
On en déduit :
m—1 m—1 m—1
(1—-a) kg(] kQIP’([N =k]) = (2a +b) kzz:o EP(IN =k])+ (a+b) kg() P([N = k]) (%)
~ m?B(N = m])
« Or m?>P([N =m]) > 0, donc :
1-a) S RE(N=4) < @a+b) S kB(N=K)+(a+b) S BN = k)
k=0 k=0 k=0
D’ol1, comme 1 —a >0 :
SRR =H) < 22T hpv = R+ T B = )
k=0 l—a ;= —a p=o

De plus :

x comme N admet une espérance, la série >, nP([N = n]) est convergente. Elle est de plus
n=0
a termes positifs. Ainsi :

RPN =H) < S RB(N=K) = E(V)
k=0 k=0

x on a déja vu :
m—1

SRIN=K) < S P(N=H) = 1
k=0 k=0
On en déduit :

2a + b a-+b
E(N
T EV)+

SRRV =) < 1
k=0 —a

m—1
La suite < S K*P(IN = k])) est donc :
k=0 meN*
x croissante, car c’est la suite des sommes partielles d’une série & termes positifs,

2a+0b a+b
E(N .
—-a ( )+1—a

x majorée par

Elle est donc convergente. On en déduit que la série > n?P([N = n]) est convergente.
n=0

La v.a.r. N admet donc un moment d’ordre 2.
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« Soit m € N*. En reprenant (%) :

m—1 2a+bm71 CL+b m—1
E2P([N =k]) = EP([N = k])+
kX::O [ } l1-a kX::O [ ] l—a ;= —a

m? B(IN = m])

Or, comme Y. m2P([N = m]) est une série convergente, son terme général tend vers 0, i.e. :
m2=0
lim m?P([N =m]) =0.
m—r—+00

On en déduit :

v o) = 2ty atb 1
k=0

0
1—a %

1—a = a

2a+b a+b a+bd
X +
1—a l—-a 1-a

a+b 2a +b
= X +1
1—a 1—a

2 1-— 1
Ainsi s E(V?) = &Fb 2etbr(-a)  (atblatb+])

l-a l-a B (1—a)? 0
e) En déduire que N admet une variance et préciser la valeur de V(IV) en fonction de a et b.
Démonstration.
o D’aprés la question précédente, la v.a.r. N admet un moment d’ordre 2.
On en déduit que N admet une variance.
o Par formule de Koenig-Huygens :
V(N) = E(N?) - (B(V))’
~ (a+b)(a+b+1)  [(a+b)?
B (1—a)? l1—a
a+b
= — E+1)— B
T ap (a+B+1)— (a+5))
~a+b
- (1-a)?
a+b
V(N) =

f) Montrer que E(N) = V(N) si, et seulement si, N suit une loi de Poisson.

Démonstration.
On procéde par double implication.

(<) Supposons que N suit une loi de Poisson.
Alors, par propriété de la loi de Poisson : E(N) = V(N).
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(=) Supposons : E(N) = V(N).
On aimerait montrer : a = 0 et b > 0, pour pouvoir appliquer le résultat de la question 1..

« Tout d’abord, d’apreés les questions 4.c) et 4.e) :

E(N)=V(N) < ?fzz(fjj)?
o (@+b)(l—a)=a+b (car:1—a#0)
o (a+b)(1—a)—(a+b) =0
& (a+b)f—a—X)=0
& ala+b)=0
< a=00U0 a+b=0

« Raisonnons par I’aburde pour montrer : a = 0.
Supposons : a + b = 0. Alors, d’aprés 4.a) :

P(IN =1]) = (a+b)P(IN=0]) =0
Ainsi, par récurrence immeédiate : Vk € N*, P([N = k]) = 0.
On en déduit :
+oo
x d'une part : > P([N = k]) =1 (car la famille ([N = k] )

k=0
d’événements)

kN forme un systéme complet

S B(N = K) = PN = 0]) (car : ¥k € N¥, BN = k]) = 0).

x d’autre part :
k=0

Ainsi : P([N =0]) = 1. Absurde! (d’aprés ’énonceé)
On en déduit : a = 0.

o Montrons alors : b > 0.
x D’aprés ce qui précéde : a = 0.
% D’aprés la question 4.a) : a +b > 0.
De plus, d’aprés le raisonnement par I’absurde précédent : a +b # 0. Ainsi : a+b > 0.
On en déduit : b > 0.

e On sait alors : a =0¢et b > 0.
On en déduit, d’aprés la question 1., que N suit une loi de Poisson (de paramétre b).

Finalement, E(N) = V(N) si et seulement si la v.a.r. N suit une loi de Poisson.
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Partie 2 — Fonction génératrice

On notera dans la suite :

ol N est une variable aléatoire & valeurs dans N.

5. Montrer que, pour tout réel x de U'intervalle [0, 1], la série >  p, 2™ est convergente.
n=0

Démonstration.
Soit z € [0, 1]. Deux cas se présentent.

o Si z =1, alors on étudie la nature de la série Y p,.
777777 n=>0

forme un systéme complet d’événements. On en déduit que la série
—+00
P

La famille ([N =k]),_y

> P([N = n]) converge et :
n=0 k=0

([N =Fk]) =1

Ainsi, la série Y p, converge.
n=>0
CSizefo]

Par propriété de P : VE € N, 0 < pp, < 1.
On obtient :

x Yk €N, 0 < pa* < 2F (car : 2% > 0),

x la série Y a" est la série géométrique de raison x € | — 1, 1. Elle est donc convergente.
n=0

Par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série > p, 2™ est convergente.
n=0

Finalement, pour tout = € [0, 1], la série ) p,z™ est convergente.
n=0 O

On appelle alors fonction génératrice de N la fonction G définie sur [0, 1] par :

+o0o +o0o
vz €[0,1], G(z) = kgopkxk = kgo]P’([N:k])xk

b
et on suppose dans cette partie que N vérifie une relation de Panjer avec 0 < a < 1 et que — > 0. On
a

~ —(a+b)
pose : o = —

On note enfin f la fonction définie par :

Vr e [0,1], f(z)=po(1—ax)®
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6. Montrer, pour tout k € N :
vee[0,1], fP(z) = K xpp(1—ax)*F

Démonstration.
« La fonction g : z — (1 —az)® est de classe C* sur [0, 1], car elle est la composée g = ha o h; de :
x hi:z—1—ax qui:
- est de classe C* sur [0, 1],

- vérifie : h1([0,1]) C ]0,+o0[. En effet, pour tout x € [0,1] :

1
l—az>0 & 1>ax & —>x (cara>0)
a

. . . 1
Or, comme a < 1, par stricte décroissance de la fonction inverse sur |0, +oo[ : — > 1.
a

1
Ainsi: 0<z<1l<~.Dou:1—ax>0.
a

x hg:x — x® qui est de classe C* sur |0, +00| en tant que fonction puissance.

On en déduit que la fonction fp est de classe C* sur [0, 1].
Commentaire \

On peut aussi écrire fy sous la forme :

forwes :
Tz _—
0 po (1—ax)~@
a+b o , i ..
o Comme o = — < 0, cette écriture a 'avantage de présenter fy comme l'inverse
a

d’une puissance positive.

« Pour démontrer que la fonction fy est de classe C* sur [0, 1], on aurait alors insisté
sur le fait qu’elle est I'inverse de la fonction z — (1 —axz)™® qui est de classe C™
sur [0, 1] et qui ne s’annule pas sur cette intervalle.

Cependant, il aurait bien fallu démontrer que la fonction  — (1 —ax)™ est de
classe C* sur [0, 1] par composition.

« Démontrons par récurrence : Vk € N, P(k) o P(k):Vz € [0,1], fF)(2) = k! xpp (1—az)**.
» Initialisation
Soit x € [0, 1].
« Dune part : fO(z) = f(z) = po (1 —ax)™
0 = pox (1 —ax)®

x D’autre part : 0! X po (1 —ax)
D’ou P(0).

» Hérédité : soit £k € N.
Supposons P(k) et démontrons P(k + 1)
(i.e. Yo € [0,1], fEHD(2) = (k4 1)! X ppyq (1 — ax)>EHD),
Soit x € [0, 1]. Par hypothése de récurrence :

fP@) = K xpp (1—ax)**
Comme fy est de classe C* sur [0,1], la fonction f*) est dérivable sur [0, 1], et :

FED(@) = K xppx (—a) (a—k) (1 —az)* k1

— kl(—a) (—a Z b_ k> P(IN = &]) (1 — az)>—(k+D)

= Kl (a+b+ak)P(N = k])
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Or :
(k+1)!'xpry1 = (K+DIxP(IN=Ek+1])

— (k+1)! (a+ kL) P(IN = H])

= (k+1)x k! <a+ki1>P([N:k])

= kla(k+1)+b) P(IN = k])

= Kl(a+b+ak)P(N = &])

On en déduit :
FED (@) = (k4 1)! X prgy (1 — @) ®FD

Doua P(k +1).

Par principe de récurrence : Vx € [0, 1], ) () = k! x pp (1 —ax)*F, .

7. Soit x € [0, 1].
a) Pour tout entier n € N, montrer :
n x
fl@) = 3 pea® + (n+1)posa / (1—at)* "z —t)" dt
= 0

k=0
Démonstration.
Soit n € N.
D’aprés la question précédente, la fonction f est de classe C*° sur [0, 1]. En particulier, elle est

de classe C"*1 sur [0, z].
Ainsi, par formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre n entre 0 et x, on obtient :

n (k‘) xT _ t n
fa) = 32 Lk [P EZ0E o a
k=0 k! 0 n:
Or, d’aprés la question précédente :
VEeN, f®@) = kp (1—ax)

On en déduit :

n a—k T _\n
fla) = & P e [T O e s (1= a0t g
k=0 K 0 n:

Ainsi:Vn €N, f(z) = > pea® + (n+ 1) pas1 / (1—at)®™ "L (z —t)" dt.
k=0 0
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Commentaire |

« Dans ce sujet tiré de la voie S, on attendait dans cette question 'utilisation de la
formule de Taylor avec reste intégral. Ce résultat est bien au programme d’ECS,
mais pas dans celui I’ECE. Pour 'adapter & la voie E, il aurait donc fallu admettre
le résultat de cette question.

o La formule de Taylor avec reste intégral peut s’énoncer comme suit.
Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle I. Soit a € I.
Alors, pour tout n € N :

0 k) (g z p(n+1)
vrel, fl) = 31 ()(:U—a)k+/ f;!(t)(x—t)”dt

« Cerésultat peut se démontrer par récurrence en posant : Vn € N, P(n)  ou  P(n):

n ) (q z  r(n+1)
Veel, f(z) = kzof k'( ) (x—a)k—i-/ fn!(t)(x—t)”dt

Pour démontrer 'hérédité, on procéde par intégration par parties (IPP) :

u(t) = fOHO@) W) = FI(

V) = @m0t ) = s

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C! sur I.

—t
b) Vérifier, pour tout ¢ € [0, ] : *

P ; < 1. Puis montrer, pour tout n € N :
—a

0 < / (1—at)*™ Nz —t)"dt < / (1—at)> ! dt
0 0

Démonstration.
Soit n € N.

e Soit ¢ c [O,ZL']

x—t (car, comme t € [0,z] C [0,1] :

<1 —t<1— .
1—at < vt at 1—at >0, daprés 6.)

& z—1<(1—-a)t

z—1
=3 <t (car1—a>0)
1-a
LN . , . ”, 2 . 2 B 1
La derniére inégalité est vérifiée car, comme z € [0, 1] : 1 <0<t
—a
Ainsi, par équivalence, la premiére aussi.
P x—t
On en déduit : Vt € [0, z], T az <L
—a
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e Soit ¢ S [07.’17]

(1 — at)afnfl (1‘ _ t)" — (1 _ at)afl (1 _ at)fn (a: o t)"
= (1—at)*! M
(I—at)n
x—t\"
— 1—at a—1
( at) <1 - at)
Or, d’aprés la question précédente :
0< 27t <1
1—at
t\" :
donc o< [ £ < 1n (par croissance de
S \l-at) 7 x e 2™ sur [0, +oo])

x—t
1—at

don  0<(1—at)>? < ) <(A—at)* ! (ear:(1—at)*1>0)
ainsi 0K (1—at) >t (z-t)"<(1—at)*!

« Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans 'ordre croissant (0 < x) :

0 < / (1—at)*™ 1 (z—t)" dt < / (1—at)* ! dt
0 0

vneNo0 < [a-ap i @oord < [ 0-anttar
0 0

¢) En déduire :
G(x) = po(1—ax)”

En calculant G(1), exprimer pg en fonction de a, b et «, et vérifier : G'(1) = E(N).

Démonstration.

« Soit n € N. D’aprés la question précédente :

0 g/ (1—at)®" (z— 0" dt </ (1—at)* dt
0 0

Ainsi, comme (n+ 1) ppy1 >0 :

0 < (n+1)pusa / (1—at)® ™ (50" dt < (n+1)poss / (1—at)* dt
0 0

De plus :
x lim 0=0,

n—-+o0o

x lim (n+ )ppt1 = 0, car (n + 1)ppy1 est terme général de la série Y np, qui est
n—-+oo n=0

convergente (car N admet une espérance d’aprés 4.c)).

x
Dou: lim (n+1)pp+1 / (1—at)*tdt=0.
o 0

n—+

Par théoréme d’encadrement :

lim (n+1)pn+1/ (1—at)®" ' (x =" dt = 0.
0

n—-+0o
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e De plus, d’aprés la question 7.a) :
flx) = e+ (n+1) ppa / (1—at)>™" L (@—t)"dt (%)
= 0

k=0

Or, d’aprés la question 5., la série Y p,x™ est convergente et :
n=0

—+00
S pua” — 3 prat = G(x)
k=0 n—+00 ko

Ainsi, en passant a la limite quand n tend vers +oo dans (x), on obtient :

f(z) = G(z) +0

On obtient bien : G(z) = f(z) = po (1 — ax)*.

o Par définition de G : N n
G(1) = Y pe 1¥ = Y P(IN =k))
k=0 k=0

Or, la famille ([N = k])

keN forme un systéme complet d’événements.

On en déduit : G(1) = 1.
e Deplus: G(1) =po (1 —a x 1)*. Ainsi :

po(1—a)® =1

1

On en déduit : pg = W
—a

« Soit z € [0, 1].
G'(x) = po(—a)a(l—ax)*™

Ainsi :
G'(1) = —aapy(l—a)* !

- = () a0

= (a+b) (1-a)x1#

_a+b
- 1l-a
b
D’apres 4.c) : G'(1) = ;li—a = E(N). .
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Partie 3 — formule de récursivité

On considére une suite (X, )nen+ de variables aléatoires de méme loi, a valeurs dans N, mutuellement
indépendantes et indépendantes de la variable N étudiée dans la question 4. de la Partie 1.
On considére alors la variable aléatoire S définie par :

0 siN=0
S = N
X, siN2>1
k=1
Autrement dit :
N(w)
VweQ, Sw)=0si Nw)=0 et S(w)= > Xg(w) sinon
k=1

Commentaire \

On rappelle qu'une v.a.r. est un application. Pour cette raison, une définition plus rigoureuse
de la v.a.r. S serait :

0 si N(w) =0

S:iwr ¢ Nw)
> Xp(w) siN(w)>1
k=1

8. Calculer P([S = 0]) lorsque a € ]0,1[ a 'aide de la Partie 2.

Démonstration.

+ La famille ([N = i]);en forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

« Tout d’abord, par définition de la v.a.r. S : [N =0] C [S =0]. D’ou :
[S=0]N[N=0] = [N =0]

On en déduit :

1

P(S=0/N[N=0]) = P(N=0]) = py = A—an

d’apres 7.c), car a € ]0,1]
o De plus, soit ¢ € N*, toujours par définition de S :

[S=0]N[N=1i = Lﬁlxkzo}m[zv:i] - [z Xk:O}H[N:z‘]

Les v.a.r. X}, sont a valeurs dans N, donc : [Z Xk = O] = [Xr=0].

Ainsi :
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On en déduit :

k=1
_ ! _ 4y (carlesv.a.r. Xy, ..., X; sont
= F ((,ﬁl Xk = 0]>> X PNV =1i]) indépendantes de N )
- : - B (car les v.a.r. Xy, ..., X; sont
N (kHI P([Xk = OD) < PN =1]) mutuellement indépendantes)
_ PN _ (car les v.a.r. X1, ..., X; ont
= (B(X1 = 0))' BN =) feorlee

« On en déduit :
—+o0

P(S=0)) = po+ ;Pi T

0, & ;
= poxg+ ), Pi Tp
i=1

+oo .
= > pixg
i=0

= G(xo)

Or, comme a € |0, 1], d’aprés la question 7.c) :

G(zo) = po (1 —axo)® = 1= a)e (1 —amp)”

Finalement : P([S = 0]) = (11 a%) , ot xp = P([ X7 = 0]).
—a

9. a) Calculer P([S = 0]) lorsque N suit une loi de Poisson de paramétre A.

Démonstration.
On peut ré-itérer le raisonnement de la question précédente.

o La famille ([N = i]);jen forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P(S=0)) = gm[s — 0] N[N =)

= P([SzO}ﬂ[NzO])—FiP([S:O]ﬂ[N:z])
o Tout d’abord :
Ay -\
P([SzO]ﬂ[NzO])z]P’([NzO])—a = e
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e De plus : .
[S=0]N[N=i] = <k01 [Xk:0]>ﬂ[N:z']

On en déduit, avec les mémes arguments qu’en question précédente :

On note toujours zg = P([X; = 0]). On obtient :

P([S=0]N[N =1]) = z} X e = (Afﬁo)i e

7! 7!

P(S=0]) = e ++§Oj° (o) e

=
—+o00 T [
— e—A<1+Z ( "0)>
i=1 (3
_ too ()\1’0)1
= A 3 T
i=0 U
(Azo)" »
P (car go - est une série
exponentielle de parameétre A xg)
— e—)\+)\l‘0

Finalement : P([S = 0]) = e=(17%0)A o0 25 = P([X; = 0]).

O

b) On considére la fonction Python suivante, ot n est un paramétre dont dépend la loi commune
des X}, :

def simulX(n):

1
2 y=20

3 for i in range(1l, n+1):

4 if rd.random() < 1/2:
5 y=y+1

6 return y

Quelle loi de probabilité est simulée par la fonction simulX ? Préciser ses paramétres.

Commentaire

L’énoncé s’autorise ici une confusion entre « loi » et « v.a.r. ». On parle en effet de
simulation d’une v.a.r. et non d’une loi de probabilité.
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Démonstration.

1
La fonction simuX simule une v.a.r. de loi B (n, 2>.

1
On reconnait en effet une fonction du cours qui permet de simuler une v.a.r. X de loi B <n, 3 )

Pour se remémorer & quoi correspondent les étapes de cette fonction, on rappelle qu’on peut
écrire la v.a.r. X sous la forme :

n
X=3 2z
=1

1
ou Zi, ..., Z, sont des v.a.r. indépendantes et de méme loi B (2>

La fonction proposée ne consiste donc en rien d’autre que coder une somme.
Détaillons maintenant cette fonction.

« Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme simuX,
x elle prend en paramétre la variable n,

x elle admet pour variable de sortie la variable y.

1 def simuX(n):

On initialise ensuite la variable y & 0 (choix naturel d’initialisation lorsqu’on souhaite coder
une somme puisque 0 est I’élément neutre de 'opérateur de sommation)

2 y =20

e Structure itérative

Les lignes 3 a 6 consistent a mettre a jour la variable y pour qu’elle contienne une simulation
n

de la v.a.r. X = )" Z;. Pour cela, on utilise une structure itérative (boucle for).
i=1

3 for i in range(l, n+1):

Au i®™€ tour de boucle, on souhaite ajouter & la variable y une simulation de la v.a.r. Z;.

1
Or Z; suit une loi B <2> Elle prend donc :

1
x la valeur 0 avec probabilité 3

1
x la valeur 1 avec probabilité 3

Pour mettre & jour la variable y, on souhaite donc :

1
x ajouter 0 (c’est-a-dire ne pas mettre a jour y) avec probabilité 3

1
x ajouter 1 avec probabilité 5

C’est ce que permettent les instructions suivantes :

if rd.random() < 1/2:
y=y+1

ot W
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Détaillons la simulation de Z;.
L’instruction rd.random() renvoie un réel u choisit aléatoirement dans [0, 1].
Plus formellement, il s’agit de simuler une v.a.r. U telle que : U < U(]0, 1]).

[ | \ ]
L 1; \ ]
redred0 1 redred1
2

Deux cas se présentent :

1
x siu < 5 alors la v.a.r. Z prend la valeur 1 (on incrémente alors la variable y de 1).

Ce cas se produit avec la probabilité :

P<[0<U<;D - ]P’({U<;D - % — P([Z = 1))

x sl u > X alors la v.a.r. Z prend la valeur 0 (on ne met pas a jour la variable y).

Ce cas se produit avec la probabilité :
1 1 1
1—]P’([0<U<D -l ol o pz=o)

« Fin de la fonction

A l'issue de cette boucle, la variable y contient bien une simulation de " Z; = X.
i=1

1
La fonction simuX simule donc bien une v.a.r. de loi B (n, >

Commentaire

Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé
la réponse a cette question. Cependant, founir la bonne réponse démontre la bonne
compréhension de la simulation demandée et permet certainement d’obtenir la majorité

des points alloués & cette question.
O

¢) On rappelle qu'en Python l'instruction rd.poisson(theta) renvoie une réalisation d’une loi
de Poisson de paramétre theta.
On suppose que N suit une loi de Poisson de paramétre 6, et que la loi des variables X}, est celle
simulée & la question précédente par la fonction simulX.
Recopier et compléter la fonction Python suivante, afin qu’elle renvoie une simulation de la
variable aléatoire S :

def simulS(theta,n):
N = rd.poisson(theta)

[ S [ N N

Commentaire

L’énoncé s’autorise ici une confusion entre « loi » et « événement ». On parle en effet
de réalisation d’un événement et non d’une loi de probabilité.
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Démonstration.

def simulS(theta, n):
N = rd.poisson(theta)
S=0
for k in range(N):
S =8 + simulX(n)
return S

S I N N N N

Détaillons les éléments de cette fonction.

« Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme simul$,
x elle prend en paramétre les variables theta et n,

x elle admet pour variable de sortie la variable S.

1 simulS(theta, n)

On simule ensuite la v.a.r. N qui suit, d’aprés 'énoncé, la loi P (6), et on stocke le résultat
dans une variable N.

2 N = rd.poisson(theta)

On souhaite qu’a l'issue de ce programme, la variable S contienne une simulation de la v.a.r.

S qui:

x soit prend la valeur 0,
N

x soit prend la valeur d’une simulation de la somme de v.a.r. > Xj.
k=1

On initialise donc ensuite la variable S & 0 (choix naturel d’initialisation lorsqu’on souhaite
coder une somme puisque 0 est ’élément neutre de 'opérateur de sommation)

3 S =0

o Structure itérative
La variable S contiendra une simulation de la v.a.r. S. Pour la mettre & jour, deux cas se
présentent donc :

x soit N = 0, alors la variable S doit prendre la valeur 0.

Comme c’est déja le cas avec l'initialisation choisie précédement, aucune mise & jour de S
n’est nécessaire dans ce cas.

N
x soit N > 1, alors la variable S doit contenir une simulation de la v.a.r. )  Xj.
k=1
Insistons sur le fait que le dernier terme de la somme est bien Xy et non Xn. En effet, a ce

stade du programme, la v.a.r. N a déja été simulée et la valeur qu’elle a prise a été stockée
dans la variable N. On se place donc dans le cas ou l’événement [N = N| est réalisé.
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Les lignes 4 & 5 consistent a mettre & jour la variable S pour qu’elle contienne une simulation
N
de la v.a.r. Y Xj. Pour cela, on utilise une structure itérative (boucle for).
k=1

for k in range(N):
S =8 + simulX(n)

ot 8

On rappelle en effet que les v.a.r. X suivent toutes la méme loi, simulée par la fonction simuX
de la question précédente.

On rappelle également que si N = 0, alors aucune mise a jour de S ne sera faite et on aura bien
S =0 en fin de boucle.

« Fin de la fonction
A Tissue de cette boucle, la variable S contient donc bien une simulation de la v.a.r. S. ]

10. Dans la suite du probléme, on revient au cas général o N vérifie la relation de Panjer. On note
toujours :
VkEN, pj=P(N =k])
et on notera également :

Vk €N, g, =P([X1=k])

n

On considére pour tout entier n > 1, la variable aléatoire S,, = >  Xj, en convenant qu’on a
k=1

So = 0. Enfin, on admet le résultat suivant :

b

Wn €N, Vk € N, jfo <a + b;) i P(1Sn = k—]) = <a + n+1) P([Sny1 = K])

Soit k € N*.

a) Montrer :
+oo
vje[0,k], P(S=k—j]) = 20 P P([Sn =k — j])
Démonstration.
Soit j € [0, k].

« La famille ( [N = n] )n cy forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P(S=k—j]) = §P([N=n]ﬂ[5=k—j])

« Pour tout n € N, déterminons [N = n| N [S = k — j]. Deux cas se présentent :

x sin =0, alors :

[N=0|Nn[S=k—j] = [N=0Nn[0=k—j] (par définition de S)
= [N=0]N[So=k—j] (par définition de Sy)
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[N=n|N[S=k—-j] = [Nzn]ﬂ[%Xi:k—j] (par définition de S)

— [N=n]n [f; Xi:k—j]
=1
= [N=n|N[S, =k —j] (par définition de Sy,)
On en déduit :
P(S=k—i) = % BN =nln S, =k )

T . (car, par lemme des coalitions, les
N EO PNV = nl) P([Sn =k = 3]) v.a.r. S, et N sont indépendantes)

Finalement : Vj € [0,k], P([S =k —j]) = ipn P([S, =k — j]).

b) Montrer :

3 (a2 ) PUS =k -0 =  pur Bl = )
j=0 n=0

Démonstration.

« Soit j € [0, k]. D’aprés la question précédente :

(a4 ) as=k-s) = (a+ ) & pup(S, =)

_ Zi‘;pn <a—|—bkj> 4 B((Sn =k — j))
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b
« Pour tout j € [0, k], les séries > pn (a + l:) q; P([Sn = k — j]) sont convergentes. Ainsi
n=>0
leur somme finie (pour j variant de 0 & k) l’est aussi. On obtient de plus :

> (o5 ) pis = k-0

J

7=0 n=0
+o00 k bj
= > | X a+k>QjP([Sn—k‘—j])
n=0 \j=0
+o0o k b]
= Sn(x (o+22)arp0s. = k)
n=0 7=0
_ it b - (d’apres le résultat
a nZ::O b (a * n—+ 1> P([Shr1 = k) admis par l’énoncé)

(car N vérifie une relation de

“+o0
- nZ::O Pot1 P([Sni1 = K]) Panger de paramétres a et b)

5 (H’,j) GPIS =k—j]) = % pust P([Sus1 = k)
7=0 n=0

O
c¢) Justifier :
+o00
P([S = k‘]) = ZO Pn+1 P([Sn+1 = k])
Démonstration.
o La famille ([N = n] )n cy forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :
+oo
P([S =k]) = ZIO P([N =n]N[S = k)
Avec le méme raisonnement qu’en question 10.a), on obtient :
“+o00
PUS = K) = 3 pu P(Sy =)
e Or:
[So=k] = 0=k = @ (carkeN¥)
Donc : P([Sp = k]) = P(@) = 0.
e On en déduit :
+oo
PUS=H) = 3 pu P(Sy =)
+oo
= > Pn+1 P([Sny1 =k]) (par décalage d’indice)
n=0
+o00
P([S =k]) = 20 Prt1 P([Sny1 = K]) =
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d) En déduire finalement :
RS =) = ;= 3 (e ) B0s =)
= = a —_— . — —
1—aqo j= k)Y J
Démonstration.

D’aprés la question 10.b) :

k bi ] 400

> (ot ) aB0S=k-4) = & praP(Suer =)
Jj= n=

D’aprés la question 10.c¢) :

P(S = K]) = %anﬂ P([Sus1 = K]
On en déduit :
k bj )
BUS=H) = 3 (a+ )25 =k-1)

B a+b><0
- k

_ (DY s —

Jooris =k=o)+ 3 (a+ ) RS = k=)
k bj ]
can P = k) + X (a+ 50 ) F(s = ki)

(-am) B(S=4) = % (a+22) gyP(Is = ki)

Or, comme ¢ € [0,1] : 1 —agp > 0 (démontré en question 6.).

J
D’ou :

On obtient : P([S = k]) = . —1aq0 zk:l <a+ b;) g P([S =k —j]).
j=
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