Lycée Carnot TD : Applications linéaires E2A

Exos de cours
Exercice 1 : Montrer que les applications suivantes sont linéaires :

R> - R R> - R?

. . | R R®
L fl'{u,y) - 22 - 5y 2 fz'{<m7y> b (z-ydty) f?"{@c,y

= (y,z+y,3z)

~

Exercice 2 : Soit n € N*. Soit (4, B) € //ln(R)z. Montrer que les applications suivantes sont linéaires :

| A(R) - M,(R) | AR) - A,(R) | AR) - A,(R)
1. fl.{ M o AM 2. fz-{ M > AM-MA 3. f3’{ M ~ AM+ BM

Exercice 3 : Montrer que les applications suivantes sont linéaires :

J RIX] - R[X] ] RIX] - R[X] ] RIX] - R[X]
L '{P(X) w P(X) 2’f'{P(X) m P(O)X + P(X) > fB'{p(X) b XP(X +1)

Exercice 4 : Calculer le noyau des applications linéaires suivantes.

M3 (R) — Mo, (R) M3z (R) - R
s X
b (Z) ~ (xy_-l-sz) > (Z) = 3r+2y-—=z

Exercice 5 : Calculer 'image des applications linéaires suivantes.

L fl‘{R;Eg - ?;if)]()—p(xnnp(om? 2. fy {(/?(Ifi ) (?2(?5(@ b)
e da) 7 1 1)\e 4

R3[X] - Ry[X]

P(X) ~» P'(X) -

1. Montrer que ® est un endomorphisme de R3[ X ]. 3. En déduire la dimension de Im(®).
2. Déterminer le noyau de ®. 4. Vérifier que Im(®) = Ry[ X ].

Exercice 6 : Soit ¢ :{

Exercice 7 : Les applications linéaires suivantes sont-elles des isomorphismes ?

L f { R - R’ MyR) — R
I (@) e @2y e+ 3y ) 4 fa ( b) o (ca+db-cc)
; { R > M>(R) ’ zd 2
2 : T 2z . R* - R
2 (z,y) = (336—1/ _y) 5. f5{ (z,y) ~» (z+y,2y)
[ Ry[X] - Rs[X] | A(R) - A(R) _(1 -3
5 f‘”"{ P(X) b XP(X) 6 f6‘{ TM e oaM O“A"(O —1>
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Exercice 8 : On note B; = (P, P, P») la base canonique de Ry[ X ]. Plus précisément :
Py(X)=1 et P(X)=X et P(X)=X’
On note By = (Ry, Ry, Ry) la famille de vecteurs définie par :
Ro(X)=1 et R(X)=X-1 et Ry(X)=(X-1)

On consideére : T(X) =2(X - 1) - 3(X —1) — 4.
1. (a) Quel est le vecteur colonne associé & Py dans la base B; 7 Méme question pour P; et Ps.
(b) Quel est le vecteur colonne associé a T' dans la base By de Ry[ X ]?
2. (a) Démontrer que By est une base de Ro[ X].
(b)
)

(¢) Quel est le vecteur colonne associé & T' dans la base By de Ro[ X ]7?

Quel est le vecteur colonne associé a Ry dans la base By 7 Méme question pour R; et Rs.

Exercice 9 : On considere de nouveau By = (Py, P;, P;) et By = (Ry, Ry, Ro). On note T(X) = 2(X-1)*-3(X -1)—4.
1. Déterminer la matrice de passage P de B; a Bs.
2. Déterminer la matrice de passage @ de By a B .
3. (a) Déterminer la matrice colonne associée a T' dans la base Bs.
(b) Déterminer la matrice colonne associée a T' dans la base By a l'aide de la formule de changement de base.

(¢) Ecrire alors la formule de chagement de base permettant de déterminer la matrice colonne associée a T
dans la base By connaissant la matrice colonne associée a T dans la base B;.

Exercice 10 : On considere les endomorphismes

.{Rg[x] - R3[X] ot w.{RB[X] - Ry[X]
P(X) » P'(X) ‘1 P(X) » P(X+1)-P(X-1)

On note B = (Py, Py, Py, P3) la base canonique de R3[ X ] et on note B' = (P, Py, P1, P3).
1. Déterminer Matg() puis en déduire Matg ().
2. Déterminer Matyz (1)) puis en déduire Matg (1)).

3

Exercice 11 : Soit A = (_2

i’) On considére I’endomorphisme

| A(R) - A(R)
‘P'{ M ~ AM

Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique (E1,1, Ey9,Ey1,E55) = (((1) 8) , (8 (1)> , ((1) 8) , (8 ?)) de #5(R).

Exercice 12 :(EDHEC 2016)
On note B = (e, e9,63) la base canonique de R®. Dans la suite, on note Id ’endomorphisme identité de R*. On
considere f ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base B est :

3 -1 1
A=|2 0 2
1 -1 3

Déterminer une base de Ker(f — 21d).
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Exercice 13 : Soit f un endomorphisme dont la matrice représentative est notée A. Calculer le rang de f et dire si
f est bijective dans chacun des cas suivants.

1 0 2 5 A_(s 4) 4 0 -1
1.A=|0 -1 2 -1 5 5. A=| 3 0 -9
0 0 2 -1 0 4
1 2 3 4 -3 -1
2. A=|-1 -2 5 4. A=|3 -5 -9 6 A=(3 —9)
2 4 -7 -1 2 4 ' -1 3

Des exemples d’applications linéaires, de noyaux et d’images

Exercice 14 : Soit u : R - R
xercice 12 w0t u- (r,y,2,t) » QRu+y—t,x+8y—92—-2t,x—2y+3z)
1. Montrer que u est une application linéaire.

2. Déterminer Ker(u) et Im(u). On donnera une base de ces espaces vectoriels.

Exercice 15 : On considere application f définie sur Ry[ X] par :
VPeRy[X], f(P)=Q ot Q(X)=XP(X+1)-(X+1)P(X)

1. Montrer que f € Z(Ry[X]).
2. Déterminer Ker(f) et Im(f).

. e p (V1 . [ #(R) - M(R)
Exercice 16.801tP—(2 2). Smtu.{ M = PM .

1. Montrer que u est un endomorphisme de .#5(R).
2. Donner une base de Ker(u) et de Im(u).

3. Calculer u(M) lorsque M € Im(u). Que peut-on en déduire pour u” ?

R[X] - R[X] [ R[X] - R[X]
P(X) = XP(X) etv'{P(X) - P(X)

1. Montrer que u et v sont deux endomorphismes de R[ X ].

Exercice 17 : Soient u : {

2. Déterminer v ou —u o w.

* n n n—1
3. Montrer que pour tout n € N, vou —u owv=nu .

Exercice 18 : (trace d’une matrice) Soit tr:{ [a b .
c 4] oot d

1. Montrer que Iapplication tr est linéaire.

2. Déterminer une base de Ker(tr) et donner sa dimension.

Applications linéaires et matrices associées

Exercice 19 : Soit p € Z(R?) défini par p(z,y) = %(4:3 +2y,2x +vy).
1. Calculer Kerp et Im p.

2 . . s . 2
2. Montrer que p~ = p via la matrice associée a p dans la base canonique de R".
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Exercice 20 : Soit f :{ R® - R .
(z,y) » (z-y,20+y)
1. Montrer que f est un endomorphisme de R
2. Déterminer le noyau et 'image de f.
3. Déterminer la matrice représentative de f dans la base canonique de R
4

. Justifier que f est un automorphisme de RQ, puis déterminer f_l.

Mz (R) — M5, (R)

Exercice 21 : Soit f: 2 . _a:z++y2;- -Qi-zz
z 20—y +z
1. Montrer que f est un endomorphisme de Ms ;(R).
2. Quelle est la matrice A canoniquement associée a ’endomorphisme f ?
3. Déterminer le noyau de f. On en donnera une base.
4. Déterminer 'image de f. On en donnera une base.
2 -2 =2
Exercice 22 : Soit A=| -1 3 1 |. On note f 'endomorphisme de R* canoniquement associé a A.
-1 -1 1

1. Déterminer une base de Ker(f) et de Im(f).
2. Déterminer la matrice de 'endomorphisme f — 4id. En déduire le noyau de f — 4id.

3. Déterminer un vecteur v de R? de premicre composante égale a 1 tel que f(v) = 4v.

4. Montrer qu’il existe une base B de R® dans laquelle la matrice de f s’écrit D =

o O O
S NN O
~ O O

Exercice 23 : Soit £ = R4[X]. On considere f :{ P(XE) : (EX ~1)P(X) - P(X)
Montrer que f est un endomorphisme de E.

Ecrire la matrice associée a f dans la base (1, X, X*, X°, X*) de E.

Déterminer le noyau de f, ainsi que la dimension de Ker(f).

Préciser le rang de f, et déterminer 'image de f.

CUR N e

. . . 2
Déterminer ’endomorphisme f~.

Mr(R) = Mr(R)
M - AM-MA -

On note B = (Ey 1, Ey 2, Ea 1, Es ) la base canonique de . (R).

Exercice 24 : Soient A = (_12 ?) et :{

Montrer que ¢ est un endomorphisme de My (R).
Déterminer la matrice de ¢ dans la base B.

Déterminer le noyau de ¢.

= W o=

On note % I'’ensemble des matrices de .#5(R) qui commutent avec A.
(a) Montrer que % est un espace vectoriel réel.

(b) Déterminer une base de €.

Ro[X] = Ro[X]

P(X) = P(X)+P(X) "~

Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ro[ X ].

Ecrire la matrice M de ¢ dans la base canonique B = (1, X, X>) de Ro[ X 1.

Montrer que ¢ est un automorphisme de Ro[ X ]. Déterminer la matrice canoniquement associée a <p_1.
En déduire 'unique polynéme P € Ro[X] tel que P(X) + P'(X) =1 - X°.

Exercice 25 : On considere I'application ¢ : {

Ll A e
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Exercice 26 : Soit f I’endomorphisme de R” canoniquement associé a la matrice :

1 -1 1
M=|0 1 0
0 -1 2

Id désigne 'endomorphisme identité de R? et on note (ey, €2, e3) la base canonique de R®.

On consideére les vecteurs u = (0,1,1), v = (1,1,1) et w = (1,0,1) de R,
1. Montrer que B = (u,v,w) est une base de R3.
2. Calculer f(u), f(v) et f(w) en fonction de u, v et w. Ecrire la matrice de f dans la base B.
3. Montrer que f est un automorphisme de Rg, et donner la matrice de f_1 dans la base B.
4. Démontrer que pour tout n € N, f" = (2" -1) f+ (2 -2") Id.

Exercice 27 : Soit f :{ R’ - R’ .
(z,y,2) +~ (z+4y+2z,-3y— 22,4y + 3z)

1. Montrer que f est un endomorphisme de R,

2. Ecrire la matrice de f dans la base canonique de R

3. Déterminer le noyau de f.

4

. Montrer que f est un automorphisme de R3, puis déterminer la matrice de f ! dans la base canonique de R
Qu’en déduit-on ?

Matrice de passage, formule de changement de base

Exercice 28 :(d’aprés EDHEC 2005)

1 0 1 0 0 1 0 0 0 0
(3 83 83 8l B )
i ) de #5(R), associe f (M) =M + (a+d)I.

b
Soit f l’application qui, a toute matrice M = ( d

—_

. Montrer que f est un endomorphisme de .#5(R).

2. (a) Exprimer f (Jy), f (J2), f(J3) et f(J4) comme combinaisons linéaires de Jy, Ja, J3, Jy.
(b) Ecrire la matrice A de f dans la base (Jy, Jo, J3, Js).

Montrer que (J; — Jy, Jo, J3, I) est une base de .#5(R).

Ecrire la matrice D de f dans cette base.

Déterminer la matrice P".
Montrer que, pour tout n de N, A" = PD"P™".

)
)
)
¢) En déduire l'existence d’une matrice P inversible telle que A = PDP!
)
)
) En déduire explicitement, pour tout n € N, la matrice A".

Exercice 29 :(d’aprés EDHEC 2006)

On note B la base canonique de R®. Soit f Pendomorphisme de R® dont la matrice dans la base B est

2 10 7
A=|1 4 3
-2 -8 -6

On note I la matrice identité de M3(R) et on pose u = (2,1, —2).
1. (a) Montrer que Ker(f) = Vect (u).

(b) La matrice A est-elle inversible ?
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2. (a) Déterminer le vecteur v de R®, dont la 2° coordonnée dans B vaut 1, et tel que f(v) = u.

(b) Démontrer que le vecteur w de Rg, dont la 2°¢ coordonnée dans B vaut 1, et qui vérifie f(w) = v est
w = (0,1,-1).

(¢) Montrer que (u,v,w) est une base de R® que 'on notera B'. On note P la matrice de passage de la base B
a la base B'. Expliciter la matrice P.

3. (a) Ecrire la matrice N de f relativement & la base B'.
(b) Donner la relation liant les matrices A, N, P et P, En déduire que, pour tout entier £ = 3, on a : A¥ =o0.

4. On note €y (respectivement €4 ) I’ensemble des matrices de M3(R) qui commutent avec N (respectivement
avec A).

(a) Montrer que @y est un sous-espace vectoriel de M3(R). On admet que €4 est aussi un sous-espace vectoriel

de M3(R).
(b) Montrer que €y = Vect (I, N, NQ).
(¢c) Soit M € .#;(R). Etablir que M € €4 — P 'MP € %y.
(d) En déduire que €4 = Vect (I VA, AQ). Quelle est la dimension de €4 ?

Exercice 30 :(d’aprés ESSEC 2007 - Maths III)
Soient (u,), (v,) et (w,) trois suites définies sur N par leur premier terme :

u0=1a U():O? U)o=0,
et les relations de récurrence :
Vn €N, Upt1 = 3Up — Uy + Wy
Vn eN, Upsl = Uy + 20,
Vn €N, Wpe1 = Uy + Wy,
Uy, 3 -1 1
Pour tout entier naturel n, on pose : X,, =| v,, |. Enfin, onnote A=|1 2 0].
W, 0o 1 1

1. (a) Reconnaitre, pour tout entier naturel n, le produit 4 X,,.
(b) En déduire lexpression de X,,, en fonction des matrices A, X et de Uentier naturel n.
2. On note f I’endomorphisme de R® canoniquement associé a la matrice A.

(a) Déterminer une base (e'l7 6’2, eg) de R? telle que la matrice T' de f dans cette base vérifie :
2 1 0
T=(0 2 1
0 0 2

! 1 I . . FEIPEN
et que les vecteurs eq, €9, e3 aient respectivement pour troisieme composante 1, —1 et 2.
3 ! I I 1
On notera dorénavant # la base (e, ey, €3).

(b) A laide de la formule du bindéme de Newton et de la décomposition suivante de T :

OO

2 0 0 10
T=]0 0O({+(0 0 1

0 2 0 0 0
déterminer I’expression de la matrice 7" en fonction de I’entier n € N.

3. Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base A

(a) Exprimer A en fonction des matrices T, P et P_l, puis A" en fonction des mémes matrices et de l’entier
naturel n.

(b) Calculer P,

(c) Déterminer les expressions de u,, v,,w, en fonction de n.
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Bindéme de Newton pour les endomorphismes (analogue aux matrices)

Exercice 31 : Soit E un espace vectoriel réel. Soient u et v des endomorphismes de F tels que u et v commutent, i.e.
uov=vou
1. Montrer que, pour tout entier naturel k, u® et v commutent, .e.
k k
U ov=vou
2. Démontrer que, pour tout entier naturel n :

(u+v)" = i (Z)uk ok

k=0

Algebre théorique type HEC

Exercice 32 : Soit E/ un espace vectoriel et u € £ (F).

. 2 2 3
1. Montrer que si Keru = Keru~, alors Keru” = Keru”.

2. Montrer que si Im u? = Im u, alors Im u® = Imu®.

Exercice 33 : Soit F un espace vectoriel et p € Z(F). On dit que p est un projecteur si p2 = p. On suppose que p
est un projecteur. Montrer que Ker(p) N Im(p) = {05}.

Exercice 34 : Soit (e, €9, €3,€4) la base canonique de R*. On définit I’endomorphisme ¢ de R* par :
pour tout i € [[1, 3], ole;) = €1
p(es) = €1
1. Montrer sans calcul que ¢ est un automorphisme.

2. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base canonique.
3. Déterminer 'isomorphisme réciproque de ¢. En déduire la matrice de AN

Exercice 35 :(Suites des noyaux et images itérés)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N*. On considére f un endomorphisme de E.
1. Suite des noyaux itérés

(a) Démontrer : Vi € N, Ker(fi) C Ker(f“l).
(b) Dans cette question, on suppose qu'il existe r € N tel que :
Ker (fr) = Ker (f”l)
Démontrer : Vi € [r, +oo[, Ker(fi) = Ker (f”l).
(c) Pour tout ¢ € N, on note : d; = dim (Ker (fl))
i. Démontrer que la suite (d;);en est monotone.
ii. En procédant par ’absurde, démontrer qu'il existe r € [0,n] tel que : d,. = d,.11.

iii. En déduire que la suite (d;);ey est stationnaire.
2. Suite des images itérées

(a) Démontrer : Vj € N, Im (fjH) C Im(fj).
(b) Dans cette question, on suppose qu'il existe s € N tel que :
Im (fs+1) = Im (fs)
Démontrer : Vj € [s,+0o[, Im (fj+1) =Im (f])
(c) Pour tout j € N, on note : m; = dim (Im(fj))'
i. Démontrer que la suite (1m;) ey est monotone.

ii. Démontrer : m,,; = m, (ou r est I'entier défini en question 1(c)ii.
iii. En déduire que la suite (m;), ey est stationnaire.
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Ici, on déborde du programme

Exercice 36 : Soit (e, €5, e3) la base canonique de R®. On considere I’endomorphisme f de R® défini par :

N ot YN

fle1) =e +es
f(e2) = —e1 + ey — 3eg
fles) = ex — 2e3

o . . X . 3
Ecrire la matrice de f relativement & la base canonique de R”.

Déterminer le noyau de f.
Caleuler f(e1), f*(er), f2(ea), [7(e2), f*(e5) et f*(ea).
(HP) Montrer que (Id, 7 f2), ot Id désigne ’endomorphisme identité de Rg, est une famille libre de & (RS).
Montrer que (61, f(el),f2(el)) est une base de R”.
Ecrire la matrice de f relativement & la base (el, fle), f2(€1)) de R®.
Soit g un endomorphisme de R tel que fog=gof.
(a) Justifier qu’il existe un unique triplet (a,b,c) de réels tel que g(e;) = ae; + bf(ey) + cf?(er).
(b) Démontrer qu'alors g = ald +bf + cf>.

Exercice 37 : Soit F l'espace vectoriel des suites réelles (HP). On considére le sous ensemble F' de F formé des suites
réelles (uy, )nen telles que Vn € N, w40 = Upiq1 + 2u,. On pose

ok W=

{ F - R’

P:

(un)neN = (u07u1)

Montrer que F' est un espace vectoriel.

Montrer que ® est un isomorphisme.

En déduire que F' est de dimension finie, et donner la dimension de F'.

Déterminer deux suites géométriques non nulles et distinctes (r1 n)neN et (r2 n)neN dans F.

Montrer que ((r1"), cy+(72"),,cnr) st une base de F. Pour tout suite (u,),en de F, donner ses coordonnées
dans la base obtenue.



