Lycée Carnot DM 3 : Probabilités générales et suites (correction) E2A

Soit n € N* et soit m € [0,n—1]. Une expérience est conduite pour étudier la mémoire des rats, dont voici le protocole :
e On place un rat devant n couloirs.
e Au bout de 'un d’eux se trouve sa nourriture préférée, tandis qu’au bout des autres, il n’y a rien.

e Le rat teste aléatoirement les couloirs jusqu’a-ce qu'’il trouve la nourriture. A chaque fois que le rat teste un
couloir, on dit que le rat fait un trajet, méme si il avait déja testé ce couloir précédemment.

o L’expérience s’arréte lorsque le rat trouve la nourriture pour la premiere fois.
On note R,, : « le rat trouve la nourriture en moins de n trajets ».
* . .
Pour tout £ € N7, on note Ay, : « le rat trouve la nourriture lors du k¢ trajet ».

On note (H,,) I'hypothese : le rat se souvient exactement des m derniers trajets mais pas de ceux d’avant.

1. Justifier que, pour tout k € N*, A, = Ajn---nAy_; N Ay
Autrement dit, les événements « le rat trouve la nourriture lors du k° trajet » et « le rat trouve la nourriture
pour la premiére fois lors du k¢ trajet » coincident.

Démonstration. Soit k € N*. Procédons par double inclusion.

e Tout d’abord, il est clair que : A; N -+ N Ap_; N Ay C Ay.

e Réciproquement, supposons que Ay est réalisé. Ainsi, le rat trouve la nourriture lors du k® trajet. Ceci
implique qu’il_ne Pavait pas. trouvée avant (sinon l’expérience Se_serait arrétéiivant le k° trajet). Et donc
I’événement Ay N--+N Ajp_; est réalisé. On a donc bien : Ay, C Ayn---NA,_1NA.

O

On se place dans le cas n = 3.
2. Calculer, pour tout k € N*, P(A4;) puis en déduire P(R,,) dans chacun des cas suivants :

(a) sous I'’hypothese (Hj) (le rat n’a aucun souvenir des trajets précédents).

Démonstration. On note X la variable aléatoire égale au rang du premier trajet ou le rat trouve la nourriture.
On peut changer 'expérience en supposant que le rat continue a visiter indéfiniment les couloirs apres avoir
trouvé la nourriture pour la premiere fois sans que cela ne change la loi de X. Ainsi, ’expérience consiste en
une répétition infinie d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes (par hypothese (Hy)), de méme

parametre p = 3 La v.a.r. X est égale au rang du premier succes. Donc X < G (p). On en déduit que,

pour tout k € N*,

k-1 k-1
MAN=PQX=kD=pU—pﬁ*=%X(2) _ 2

Ensuite, on a :
Rg = Al U A2 U A3

et par incompatibilité :

P(R3) = P(A;) + P(A;) + P(As3)
1 2 4
3*tgt oy

19

27

(b) sous 'hypotheése (H;) (le rat se souvient uniquement du dernier trajet).

Démonstration. Soit k € N*. On suppose que k = 2. D’aprés la question 1 et la formule des probabilités

composées : . .
P(A) = P(A)P(A2) - .. Parn.na o (Ak-1)Par e g (Ar)
On a
— 2
o P(A;) = 3 (par équiprobabilité)
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— 1
e par hypothése (H;), pour tout j € [2,k—1], P,Tlnu.nK(Aj) =3 (par équiprobabilité : le rat va tester
un des deux couloirs qu’il ne vient pas de tester, et I'un d’entre eux ne contient pas de nourriture)

1
e par hypothese (H1), Px;n...na (Ax) = 5 (par équiprobabilité : le rat va tester un des deux couloirs
qu’il ne vient pas de tester, et 'un d’entre eux contient la nourriture)
D’ou :
1 .
< sik=1
P(A) = {3

3)(2% sik=2

Enfin, comme & la question précédente :

P(R3) = P(A;) + P(Ay) + P(A3)
1 1 1
=3t3tg
5
6
5 19 . R L .
On peut remarquer que § > o7 cequi n’est pas surprenant. Plus le rat & une bonne mémoire, plus il va

avoir tendance a trouver rapidement la nourriture. O

sous ’hypothese (Hy) (le rat se souvient exactement des deux derniers trajets).

1

Démonstration. e Comme précédemment : P(A;) = 3
—_ 2 1 1
e Ensuite : P(Ay) = P(A;)P7(A2) = IX5=73.

e Et enfin : P(43) = P(A_l)Pfl(A_g)Pflnfz(Ag) = ; X % X1= % puisque si le rat a raté la nourriture lors
des deux premiers trajets, il s’en souvient lors du 3¢ trajet et va nécessairement aller visiter le couloir
contenant de la nourriture (il n’y en a pas d’autres).

On en déduit que :

1 .
- silsk<3
P(A,) =43
(4e) {0 si k=4
et finalement : L1 1
P(R3)=§+§+§=].
O
On peut rassembler ces résultats dans un tableau :
Hypothese P(A;) P(Ap) P(A3) -+ P(A4y) - P(R,)
1 2 4 2kt 19
(Ho) 5 s 7 7 2
(H1) 3 5 i T .
(Hs) 3 3 3 0 1

3. Les chercheurs possédent trois rats. Le premier & une mémoire (Hy), le deuxiéme une mémoire (H;) et le dernier
une mémoire (Hs). Calculer P(R,,) en supposant que le rat est choisit au hasard parmi les trois.

Démonstration. On identifie les hypotheses (Hy), (Hy) et (Hy) a des évenements. Ces trois événements forment
un systéme complet d’événements. D’apres la formule des probabilités totales :

P(Rg) = ]P(Rg N Ho) + P(Rg N Hl) + P(Rg N HQ)

valable car, pour tout i € {0,1,2},

= P(Ho)Pp,(R3) + P(H, )Py, (R3) + P(H2)Pp, (R3) Ig’(Hz) =1lz0)
i/~ 3

1 19 1 5 1
3%97 3% 3
137
162

X1
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On revient au cas général (n 21 et m € [0,n —1]) et on suppose que U’hypothése (H,,) est vérifiée.

4. Donner, en justifiant bri¢vement, la valeur de P(R,,) dans le cas ot m =n — 1.
Démonstration. Si le rat se souvient des n — 1 derniers trajets, dans le pire des cas il rate la nourriture lors des
n — 1 premiers trajets et visite alors le dernier couloir qui contient la nourriture lors du n® trajet. Ainsi :

P(R,) =1

5. On suppose dans cette question que m € [0,n — 2].
(a) Soit k € N*. Calculer P(A;,) en séparant les cas 1 Sk <m+1et k= m + 2.

Démonstration. Soit k € N*.
Premier cas: 1 <k <m+ 1.
D’apres la formule des probabilités composées :

P(Ax) = P(A_l)PTl(A_Q) .. -PAilnnﬂm(Ak—l)PAilnmnK(Ak)

— -1
e Tout d’abord, P(A;) = nT par équiprobabilité.
o Ensuite, pour tout j € [2,k — 1],

. — _n-0-1)-1_ n-j
P ) = =25 Ty T a=g+ 1
En effet, si P'événement A; N+ N A;_q est réalisé, c’est que le rat a choisi un mauvais couloir lors des
j — 1 premiers trajets. Puisque j — 1 < k — 2 < m, le rat se souvient de tous ces trajets et donc il va
choisir au hasard I'un des n — (j — 1) couloirs restants. L’un d’entre eux contient de la nourriture et
tous les autres ne contiennent rien. On obtient bien la formule précédente par équiprobabilité.

o Enfin, par un raisonnement analogue (en vérifiant que k — 1 < m, ce qui est vrai) :

1
Panentig (Ak) = =727
11 vient alors :
n—=1T n—=2 n—kF1 1
P(Ak) = n X n—T X X ﬁ/——k’-rz X ﬂ;’k{l’
1 ,
== (par télescopage)

Tout se passe ici comme si ’expérience consistait a faire des tirages sans remise dans une urne
contenant 1 boule blanche et n —1 boules noires et que ’on calculait la probabilité d’obtenir la boule
blanche pour la premiere fois au k¢ tirage.

Deuxieme cas : k= m + 2.
D’apres la formule des probabilités composées :

P(Ay,) = P(A;)Pi(Ay) .. Prnm s (A1) Panea s (Ar)
— n-1

e Tout d’abord, P(A;) = nT par équiprobabilité.

o Ensuite, pour tout j € [2,m + 1],

—G-1)-1_ _n-j
n-(j—-1) n-j+1

—0 n
PAilnmnK(Aj) =

En effet, si I'événement A; N+ N ﬁ est réalisé, c’est que le rat a choisi un mauvais couloir lors des
j — 1 premiers trajets. Puisque j — 1 < m, le rat se souvient de tous ces trajets et donc il va choisir
au hasard I'un des n — (j — 1) couloirs restants. L'un d’entre eux contient de la nourriture et tous les
autres ne contiennent rien. On obtient bien la formule précédente par équiprobabilité.
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o Ensuite, pour tout j € [m + 2,k — 1],

En effet, si P'événement A; N+ N m est réalisé, c’est que le rat a choisi un mauvais couloir lors des
j — 1 premiers trajets. Puisque j — 1 = m + 1, le rat se souvient uniquement des m derniers trajets (et
donc a oublié les j — 1 —m premiers trajets). Ainsi, il va choisir au hasard I'un des n —m couloirs qu’il
n’a plus en mémoire ou qu’il n’a pas encore visité. L’un d’entre eux contient de la nourriture et tous

PAimnﬁ(A_J) =

n—m

n—m-—

1

=1-

1

n—m

les autres ne contiennent rien. On obtient bien la formule précédente par équiprobabilité.

e Enfin, par un raisonnement analogue (puisque k —1 =m + 1) :

Il vient alors :

PAilnnﬂAk,l (Ag) =

k-1

=

j=m+2

1

n—m

(par télescopage)

n
Démonstration. On remarque & nouveau que R, = U A}, et donc, par incompatibilité :

P(A _n—=T n—=2 n—m-—1
() = == X X X = %
1n—m-—1 1 k—1-(m+2)+1
TnTn-m l_n—m)
_1 . 1 . 1 k—-m-2
“nl" T n-m “n-m
1 1 k-m-—1
et
n n—m
(b) En déduire P(R,,).
P(R,) = ) P(Ag)
k=1
m+1
= Z P(Ay)
k=1
m+11
= 7—1+

On pose g =1— = On a bien ¢ # 1. Ainsi :
m+1 1 n 1 b1
P(R,)= Y =+ > na
" k=1 n k=m+2 n
m+1 1 n-m-—1 1 &
= — + _q
k-gl n p=1
m 1 n—-m-—1 1 k
= Z — + —q
k=1 n k=0 n
1 1 _ n—m
n n 1l-gq
_m  n-m 1 1 1
7wt " T n=-m

k=1

+ ) P(A)
k=m+2

noo1 1

; n (1 T n-m

1o 1
(en remarquant que 74 = ﬁ)
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Si on n’utilise pas ’astuce pour faire démarrer la somme a k& = 0, on obtient une autre formule, un peu
moins compacte :

m+1l | n 1 b1
P(R.)= ¥ 7+ ¥ 54 "
" k=1 n k=m+2 n
m+1 1 n—m—ll k
= — + Z —q
k=1t g M

|
3
S|+
—_
3
N
3
—
[
3
I =
3
N~—
—
—
|
—
[
|
3
[ -
3
S————
i
3
AN
N~—}  —

O
(¢) Montrer que la formule obtenue reste valable pour m =n — 1.
Démonstration. e D’une part : P(R,) =1 lorsque m =n — 1.
e D’autre part :
n-1 n-(n-1)( [ 1 e -1 1 () 1 !
n n n—(n-1) Soon n n—(n-1)
-1 1
= -1+ 1)
n n
=1
O
6. On fixe I'entier m. Montrer que liIP P(R,)=1- et (On donne 1 — el =0, 63)
n—+00
Démonstration. On utilise la formule
PRy o™ (4 1\
(Bn) =7 +—5 "\ T n=m
valable pour tout entier n > m.
e Tout d’abord : lim — = 0.
n—+oo T
e Ensuite : lim k[l 1.
n—+00 n
: Loy 1) .
e Enfin: lim [1- = lim |1- -] (par changement de variable).
n—+00 n-—m k—+o00 k’
On est donc ramené a un calcul classique :
k
1 LV L km(1-1)
k
Or, In (1 - %) ~ - % donc lim kln (1 - %) = —1. Et finalement, par continuité de ’exponentielle :
k—+00 k—+00
1y
k1—1>£-Iloo (1 B %) - ¢
Finalement, on a trouvé :
lim P(R,)=0+1x(l-¢)=1-¢"
n—+00
O
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Des rats d’un autre genre.

7. Les chercheurs ont trouvé comment créer des X—rats©, capables d’accroitre leurs capacités de mémoire a I’infini
en s’entrainant dans des labyrinthes toujours plus grand. Leur rat le plus performant, baptisé Gauss, a une
mémoire de type (H,,) ot m = |an] avec o €]0,1[ (« est fixé).

On suppose que c’est le X-rat® Gauss qui participe a I’expérience dans cette question.

(a) Montrer que liIP P(R,)=1-(1- a)e .

Démonstration. D’apres la question 5b, pour tout n € N*,

Or,

an—1<|an]|<an
et donc

1 |an] -

[ n < n = «

ce qui prouve, par théoreme d’encadrement, que
y lan]
n—1>I-Poo n -
On en déduit que
lim P(R,)=a+(1-a)(1- e ) (méme calcul qu’en question 6)

n—+00
at+l-—a+(l—a) "
1-(1-a)e "

O

(b) En déduire la valeur minimale pour « si ’on souhaite que le X-rat® Gauss réussisse a trouver la nourriture
en moins de n trajets plus de 9 fois sur 10 lorsque n est tres grand.

Démonstration.
1 9 -1 1
1-(1-a)e me(l—a)e ST
e
— l-«a< 10
1 e
= a= 0
La valeur minimale recherchée est 1 — = O

10°

Partie informatique.
8. Compléter le programme Python suivant pour qu’il trace les 2000 premiers termes de la suite (P(R,,)),,591 SOUS
I’hypothese Hyg.

plt.plot(A, U, ’.7%)
plt.plot(A, C)

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt
3 A= [n for n in range(21,2022)]
2 C = [1l-np.exp(-1) for n in A]

5 m = 20

¢ U=

7

8

On obtient le tracé :



Lycée Carnot DM 3 : Probabilités générales et suites (correction) E2A

1.00 1

0.95 1

ecsceeo o o

0.90 1

0.85 1

0.80 -

0.75 1

0.70 1

0.65 1
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Quel résultat retrouve-t-on ainsi ?

Démonstration. On complete le programme de la maniere suivante :

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
3 A= [n for n in range(21,2022)]
2 C = [1l-np.exp(-1) for n in A]
5 m = 20
s U= [m/n + ((n-m)/n)*(1-(1-1/(n-m))**(n-m)) for n in Al
7 plt.plot(A, U, °.”)
s plt.plot(A, C)
On retrouve graphiquement le résultat de la question 6 : lim P(R,)=1- e h O

n—+00

9. Ecrire une fonction en Python, nommée PlusPetitReussite, qui prend en argument un entier n = 1 et qui
renvoie le plus petit entier m vérifiant : P(R,,) = % sous ’hypothese (H,,).
Pour tout entier n = 1, on note u,, cet entier m minimal.

Démonstration. La fonction s’écrit :

def PlusPetitReussite(n)

; m=20

3 while m/n + ((n-m)/n)*(1-(1-1/(n-m))**x(n-m)) < 9/10 :
1 m = m+l

5 return m

10. On affiche ci-dessous le tracé obtenu en utilisant le programme Python suivant :

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

A = [n for n in range(2,153)]

C = [1-np.exp(1)/10 for n in A]

U = [PlusPetitReussite(n)/n for n in A]
plt.plot(A, U, ’+?)

plt.plot(A, C)

[ T (= O 1 N S N N
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0.75 1

0.70 1

0.65 1

0601 +

0.55 1

0501 +
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Que conjecturez-vous comme équivalent de wu,, 7

u
Démonstration. On conjecture que lim —— =1- < # 0 et donc u,, ~ (1 - —) n. O
n—+00 n 10 n—+00



