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DS3 (vA) - Correction

On suppose, et c’est valable pour toute I’épreuve, que la librairie numpy . random de Python est importée
avec la commande import numpy.random as rd.

Exercice 1 (EML 1997)

On dispose d’un dé équilibré & 6 faces et d’'une piece truquée telle que la probabilité d’apparition de
« pile » soit égale a p, p € ]0,1].

On pourra noter ¢ =1 —p .

Soit N un entier naturel non nul fixé.

On effectue N lancers du dé; si n est le nombre de « 6 » obtenus, on lance alors n fois la piéce.

On définit trois variables aléatoires X, Y, Z de la maniére suivante :

x 7 indique le nombre de « 6 » obtenus aux lancers du dé,

x X indique le nombre de « piles » obtenus aux lancers de la piéce,

x Y indique le nombre de « faces » obtenues aux lancers de la piéce.

Ainsi, X +Y = Z et, si Z prend la valeur 0, alors X et Y prennent la valeur 0.

1. Simulation informatique. Recopier et compléter la fonction Python suivante pour qu’elle simule
I’expérience décrite ci-dessus et qu’elle renvoie une réalisation des variables aléatoires Z, X et Y.

def simul_var(N, p):
# Simulation de Z
Z=0
for k in
if

# Simulation de X
X=0
for i in

if
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# Simulation de Y
Y =
return [Z,X,Y]
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oY) N
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Démonstration. On utilise le procédé classique pour simuler & l'aide de rd.random() une v.a.r.
suivant une loi binomiale.

Une des difficultés ici est que 'on ne sait pas & ’avance combien de fois on va lancer la piéce.
D’aprés I'énoncé, on lance n fois la piéce si n est le nombre de 6 obtenus dans la premiére partie de
I'expérience. Mais, précisément, le nombre de 6 obtenus est égal & Z (c’est un nombre aléatoire).
On doit donc faire une boucle for de taille Z au moment de simuler X :

l©

for i in range(Z):

On compléte de la maniére suivante :
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def simul_var(N, p):
# Simulation de Z
Z=0
for k in range(N):
if rd.random() < 1/6:
Z +=1
# Simulation de X
X=0
for i in range(Z):
if rd.random() < p:
X+=1
# Simulation de Y
Y=Z72Z-X
return [Z,X,Y]
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2. Préciser la loi de Z, son espérance et sa variance.

Démonstration.
o La premiére partie de ’expérience consiste en la succession de N épreuves de Bernoulli indépen-

1
dantes et de méme paramétre 5 (probabilité d’obtenir 6 avec un dé équilibré).

o La v.a.r. Z est le nombre de succés obtenus lors de cette expérience.

On en déduit : Z2 — B (N, é)

N 1 1 5N
Dou:E(Z)=N - = — et V(Z)zN(l—)z

1
6 6 6 36 0

3. Pour k € N, n € N, déterminer la probabilité conditionnelle P[z_,, ( (X = k] )
On distinguera les cas : k < n et k > n.

Démonstration.
Soit n € N. Deux cas se présentent.

e Sin > N, alors, comme Z(2) = [0, N], on obtient : [Z =n] = @.
En particulier : P([Z =n]) = 0.

Sin > N, I'application probabilité P|;_, n’est pas bien définie.

Commentaire

o On insiste lors de cette permiére étape de la démonstration sur le fait que le nombre de 6
obtenus lors des N lancers successifs du dé ne peut étre plus grand que V.

o Il convient donc de distinguer le cas ot n > N et n < N. On peut regretter que cette
disjonction de cas n’apparaisse pas de maniére explicite dans cette question. On remarque
toutefois qu’elle apparait dans la suivante, ce qui peut permettre d’y penser.

\.

« Sin € [0,N], alors : P([Z = n]) # 0 et ainsi, 'application probabilité P|;_,, est bien définie.

Si I'événement [Z = n] est réalisé, c’est qu'on a obtenu n fois 6 lors de la premiére partie de
I'expérience. Deux cas se présentent alors.
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— Sin =0 alors la v.a.r. X prend la valeur 0 (comme on n’effectue pas de lancer de la piéce, on

n’obtient pas de « pile »). Ainsi :
Pz ([X =0]) =1 et Pp_g([X=Fk)=0 sik#0 ()

— Sin € [1, N] alors la deuxiéme partie de I’expérience consiste a effectuer n lancers de la piéce
‘Eriuiqhiéé.if’ms précisément :

x la deuxiéme partie de ’expérience consiste en la succession de n épreuves de Bernoulli

indépendantes et de méme paramétre p (probabilité d’obtenir « pile » avec la piéce truquée),

x la v.a.r. X est le nombre de succés obtenus lors de cette deuxiéme partie d’expérience.

Ainsi, la loi conditionnelle de X sachant I’événement [Z = n| est la loi B (n, p).

Précisons ce dernier point. Soit k£ € N.
x Sik € [0,n], alors :

P (0 =4) = (7)o (1=

x Si k> n, alors :

P[Z:n]([X:k]) =0

On remarque enfin que lorsque n = 0, les deux égalités précédentes coincident avec celles écrites
a la ligne (x).

On en conclut alors :

)k 1 —pn s n
Vn € [0,N], Vk €N, Py_ (X = k]) = (QP (1-p) k€ [0,n]

0 sik>n

Commentaire

o Cette question est a considérer comme difficile. En effet, il faut faire preuve d’initiative pour
ne pas oublier les cas non explicités par 1’énoncé.

« Le résultat de cette question n’est pas fourni dans I’énoncé. Cela pourrait étre bloquant pour
toute la suite de I’énoncé. Cependant, la question suivante fournit la loi du couple (X, Z)
ce qui permet de traiter le reste de I’énoncé. Mieux : connaissant la loi du couple (X, Z) et
connaissant la loi de Z, on peut obtenir la loi conditionnelle de X sachant [Z = n]. On peut
donc, au brouillon, se servir du résultat de la question &. pour vérifier celui qu’on doit obtenir
en question 2. .

\.

J

4. Montrer, pour tout couple d’entiers naturels (k,n) :

L s0<k<n<N alors B((X = N [Z = n]) = ”><N>ﬂw1—mw*<5>Nm<1>d
. sin>Nouk>mnalors P(X = k] N [Z = n) = 0.

Démonstration.
Soit (n, k) € N2. Deux cas se présentent.

e Sin > N, alors comme vu dans la question précédente : [Z =n|] = &. On en déduit :

X =kN[Z=n]

I

B
[

o
D]
8
[
8

En particulier, on obtient :
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e Sin < N, remarquons tout d’abord :
L’événément [X = k| N [Z = n| est réalisé
< L’événément [X = k] est réalis¢ et l'événement [Z = n] est réalisé

On obtient k « piles » lors des on obtient n fois la face 6 lors des
lancers de la piéce N lancers de dés

< On effectue n lancers de la piéce et on obtient k « piles » lors de ces lancers

Deux nouveaux cas se présentent alors.
x Sik ¢ [0,n], alors :

(X =klNn[Z=n]l=9

En effet, on ne peut pas obtenir un nombre & ¢ [0,n] de « piles » lorsque I'on effectue n lancers
de piéces. En particulier :

x Si k € [0,n], alors :

N n\" NN\ i (d’apres la
B (”) <6> (1 B 6> % <l<:> Pt (1=p) question précédente)

Finalement, pour tout (n, k) € N, on obtient :

() ()7 oo () ) mostenen

sin > N ou
k>n H

P(IX = k| N [Z = n]) =
0

5. Calculer la probabilité P([X = 0]).

Démonstration.
La famille ([Z = n]),e[o,n] forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P(X =0)) = ngo P(X =0]n[Z=n])
- S C)ramee (B) () e

_ 1(1_)+§N_ 1_} N (par formule du
~\6 PIT% B 67 binéme de Newton)
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6. Montrer pour tout couple d’entiers naturels (k,n) tel que 0 < k< n < N :

n\ (N  (N\(N—-k
k)\n) \k n—k
En déduire la probabilité P([X = k).

Démonstration.
Soit (k,n) € N? tel que : 0 <k <n < N.

o D’une part :

n N\ wl " N! B N!
k n)  kl(n—k)! o (N-n)  kl'(n—Fk)! (N —n)
o D’autre part :

N\ (N-k\ N (N1 - N1
<k‘> (n—kz) B k!MX(n—k)! (N=k)—(n—k)! k' (n—k)!(N—-mn)

Ainsi, pour tout (n,k) € N2 tel que 0 < k < n < N, on obtient :

() (- () G)

Cette relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se démontrer par dénombrement.

Pour ce faire, on considére un ensemble £ 8 N éléments.

(on peut penser & une piéce qui contient N individus)

On souhaite alors construire une partie P & n éléments de cet ensemble contenant k éléments
distingués (on peut penser a choisir dans la piéce un groupe de n individus dans lequel figurent k
représentants de ces individus).

Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres :

N
1) On choisit d’abord la partie & n éléments de E : < > possibilités.
n

n
On distingue ensuite k éléments de cet ensemble P : ( k> possibilités.

(on choisit d’abord les n individus et on €lit ensuite k représentants de ces individus)

N
Ainsi, il y a ( > (Z) maniéres de construire P.
n

N
2) On choisit d’abord, dans F, les k éléments a distinguer : ( ) possibilités.

k
On choisit ensuite n — k éléments dans F, pour former P, en y ajoutant les k éléments précé-
N —k e
dents : possibilités.
n—k
(on choisit d’abord les k représentants puis on leur adjoint un groupe de n — k individus)

N\ (N -k
Ainsi, il y a ( k> < k:) maniéres de construire P.
n —

On retrouve ainsi le résultat souhaité.

« Remarquons maintenant : X () C [0, N].
En effet, il y a au plus N lancers de piéces. Ainsi, le nombre de « piles » obtenus au cours de cette
expérience est un entier positif majoré par N.
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En particulier, pour tout k > N : P([X = k] ) = 0.

o Soit k € N tel que & < N.
La famille ([Z = n]),e[o,n7 forme un systéme complet d’événements.

Ainsi, par formule des probabilités totales :

P([X =#])

= é)@([zzn]m[xz

(car, d’apres la question
précédente, pour k ¢ [0,n] :
P([X=klN[Z=n])=0)

N
= ¥ P(X=Hn[z
n=20
ke [0,n]

N
= L P(IX=Hn[Z=n)

o La derniére ligne est obtenue en constatant que pour k € N :

n € [0, N] 0<n<N 0<n<N
& & s {k<n<N
k€ [0,n] 0<k<n kE<n

o Ainsi, en reprenant les égalités précédentes :

Y (N k e (BN (1Y S .
k‘) (n) p(1—p) (6) <6> (d’apres la question 3.)

N—n 1 n
() (d’aprés ce qui précéde)

N-k /N — k N—(n+k) 1 n+k
AR ) (I—-p)" <5> (6) (par décalage d’indice)

(

(

)

)

DG B e ()G

)OS E)E
) )k<1—p 5)“ (par formule du
)@

binome de Newton)




E2A 18 Novembre 2023
Mathématiques

7. Montrer que la variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramétre (N, £).
Quelle est la loi de la variable aléatoire Y 7
Démonstration.
o D’aprés la question précédente :

« X(Q) C [0,N],
XVke[QAq,PQXe:m)::<i>(g)k(1—g)N5

On en déduit : X — B (N,%).

o Pour déterminer la loi de Y, il suffit de constater que les v.a.r. X et Y jouent un réle symétrique.
On raisonne alors de la méme maniére que pour 'obtention de la loi de X en remplacant p par q.

On obtient alors : Y — B (N, %)

O

8. Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ? Déterminer la loi du couple (X,Y).

Démonstration.
o Montrons que les v.a.r. X et Y ne sont pas indépendantes.
x Remarquons tout d’abord : [ X = N]N[Y = N| = 2.
En effet, I'événement [X = N| N [Y = N]J est réalisé si et seulement si on obtient a la fois N

« piles » et N « faces » lors des lancers de la piéce. Or, comme il y a au maximum N lancers,
on ne peut obtenir & la fois N « piles » et N « faces ».

[X=N|N[Y =N|=2

x On obtient alors :
P([X=N]Nn[Y =N]) # P([X=N]) x P([Y =N])

d’apres la
0 pN qN ( P'
question 6.)

Ainsi, les v.a.r. X et Y ne sont pas indépendantes.
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Commentaire

o Dans les énoncés, on trouvera souvent la question : « les v.a.r. X et Y sont-elles indépen-
dantes ? ». Ainsi énoncée, cette question attend généralement la réponse : NON.

« Il s’agit alors de démontrer la négation de la propriété d’indépendance. Or :
NON( Vo € X(Q), vy € Y(Q), P(X =z] N [Y =y]) =P([X =z]) xP([Y =y]) )
& JweX(Q), eV (Q), P(X=z]n[Y =y])#P(X =z]) xP([Y =y])

Pour démontrer que deux v.a.r. ne sont pas indépendantes, il s’agit d’exhiber un couple
(z,y) € X() x Y(Q) tel que : P([X = 2] N [\ =y]) # P([X = z]) x P([Y = y]).
« En particulier, on pourra chercher (z,y) € X(2) x Y () tel que :

P(X=2]n[Y =y]) # P([X=21]) x P([Y=y])

\.

o Déterminons la loi du couple (X,Y).
x D’aprés la question précédente, on peut considérer : X (Q2) = [0, N] et Y (Q2) = [0, N].
X(Q) = [0,N] et ¥(2) = [0,N]

x Soit (k,g) S [[O,N]]Q.
On obtient alors :

P(X=kN[Y ={) = P(X=KN[Z-X={) (arZ=X+Y)

Deux cas se présentent alors :
-sil+k>N,alors: [Z=(+k]=2.Dou:

X =knN[Z=(+Fk = [X=knNno =0

P(X =klN[Y =¢) = P(X =KN[Z=C+E])

N—(¢+k l+k
_(ERY (N g e (B (k)
k 0+ k 6 6

Finalement, pour tout (k,f) € N? :

P(X =kN[Y =4) = (Ml;k> <€i\—7k:> Ph(1=p) (Z)N_H <é>é+k sil+k<N

0 sif+k>N

O

9. En comparant les variances de Z et de X + Y, déterminer la covariance du couple (X,Y).
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Démonstration.

e Les v.aar. X, Y et Z sont finies. Elles admettent donc une variance.

« Tout d’abord :

V(X +Y) = V(X)+2Cov(X,Y)+V(Y)

Commentaire

riance. Plus précisément :
VIX+Y) = Cov(X+Y,X+Y)

= Cov(X,X+Y)+Cov(Y, X +Y)

= V(X)+2Cov(X,Y) + V()

\.

= COV(X,X) + COV(X,Y) + COV(Y,X) + COV(Y,Y)

Rappelons que cette propriété peut se démontrer & I'aide des propriétés de 'opérateur de cova-

(par linéarité a gauche
de la covariance)

(par linéarité o droite
de la covariance)

(car on a :
Cov(Y,X) = Cov(X,Y))

J

On en déduit :
2Cov(X,Y) = V(X4Y)-V(X)-V(Y)

::EY_NQOfB)_NQQ_Q

36 6 6 6
_ 5N ypb-p L ab6—g
36 6 6 6 6
N
= 35 6-p6-p)—3q(6-0q)
N
= %(5—6p+p2—6q+q2)
N
= 35 6-6+a)+p’+¢*)
N
= %(5—6+p2+q2)
N
= 3 (m1+p+(1-p))
N 2 2
= %(7’1'+p + (X —2p+p?))
N
= 35 (2" -2p)
2N
= gp(l—p)

6

(d’apres 1. et car X — B (N, %)
etY < B(N, %))

(carp+q=1)
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Ainsi : Cov(X,Y) =

Npq

36

10
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Exercice 2 (adapté de EDHEC 2008)

Partie I : Etude d’'un endomorphisme de R3

On considére un endomorphisme f de R3 dont la matrice dans la base canonique % de R? est la

matrice :
6 10 11
A=|2 6 5
-4 -8 -8

1. a) Déterminer le noyau de f. En déduire le rang de f.

Démonstration.
« Soit u € R3. 1l existe donc (3, 2) € R? tel que u = (x,y, 2).
X
Notons U = Matg(u y | € As51(
z
u € Ker(f = f(u) = Ogs
— AxU= 0//[3 1(R)

|
)J;l\:)@
b5
=
SN——
PR

6z + 10y + 11z = 0
= 22 + 6y + 5z = 0
PO 6z + 10y + 1lz = 0
- 4y — 2z =0
Ly 2Ls— Ly 6 + 10y + 11z = 0
A 8y + 4z = 0
0 =0

8y = -4z

L“‘g“z 24 x = —24

8y = —4z

On obtient alors :
Ker(f) = {(l’,y,z)ER?’ ‘ xrx = —2 ety:_%z}

= {(—z,—%z,z) | z € R}
= {z~(—1,—%,1)]z€R}
= Vect ((— ,—%,1))

1
= Vect((2,1,-2))

On en conclut : Ker(f) = Vect ((2,1,—2)).

11
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Commentaire .

Il faut faire attention aux objets manipulés. On doit déterminer Ey(f) = Ker(f), noyau
d'un endomorphisme de R3. On doit donc obtenir un sous-espace vectoriel de R3. Si u et
U = Matg(u) sont deux représentations différentes du méme triplet u, cela n’autorise pas
pour autant a écrire ’égalité entre ces deux éléments :

T 2
T-e1+y-es+z-e3 >< (y) Vect ((2,1,-2)) >< Vect (1)

Z et —2
N — N——— N——e——
e R3 € #31(R) Eo(f) Ey(A)

\. J

o La famille F = ((2,1,—2)) est :

x génératrice de Ker(f),
x libre car constituée uniquement d’un vecteur non nul.

On en conclut que la famille F est une base de Ker(f).

Ainsi : dim (Ker(f)) = Card (F) = 1.

Commentaire \

o Le terme cardinal est réservé aux ensembles finis. La famille ((2,1,—2)) contient
seulement 1 vecteur. Cette famille est donc finie, de cardinal 1 (

Card ((2,1,-2)) =1).

« L’ensemble Vect ((2,1,—2)) est I'espace vectoriel constitué de toutes les combinaisons
linéaires du vecteur (2,1, —2). C’est un ensemble infini de vecteurs, on ne peut parler
de son cardinal. Par contre, si 'on dispose d’une base d’un espace vectoriel, tout vecteur
de cet espace vectoriel se décompose de maniére unique sur cette base. Ceci permet de
donner une représentation finie de cet ensemble infini.

« Les notations : W et W n’ont aucun sens !

ce qu’on note

\. J

e D’aprés le théoréme du rang :

dim(R3) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))
3 1

On en déduit : dim (Im(f)) =3 —-1=2.

b) L’endomorphisme f est-il un automorphisme de R3 ?

Démonstration.
D’aprés la question précédente : Ker(f) = Vect ((2,1,—2)) # {Ogs}.
On en déduit que I'application f n’est pas injective. Elle n’est donc pas bijective.

L’endomorphisme f n’est donc pas un automorphisme de E.

¢) On consideére les vecteurs u = (2,1, —-2) et v = (3,1, —2).

Calculer f(u) et exprimer f(v) en fonction de v.

12
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Démonstration.

« D’aprés la question précédente, u € Ker(f).
On en déduit : f(u) = Ogs.

Commentaire \

On peut aussi faire ce calcul a 'aide de la matrice représentative de f dans la base
2. Plus précisément, en notant U = Matg(u) :

Matg(f(u)) = Matg(f) Matg(u)

6 10 11 2 0
= AU=|2 6 5 1 = (0] = Matyg(Ogs)
-4 -8 -8/ \-2 0

L’application Matg(.) étant bijective, on en déduit : f(u) = Ogs.

\. J

« Par ailleurs, en notant V' = Matg(v) :

Matz(f(v)) = Matg(f) Matg(v)

L’application Matg(.) étant bijective, on en déduit : f(v) = 2.

Commentaire

L’énoncé ne donne pas directement accés & f mais & A, sa matrice représentative dans la base
A. La base A étant fixée, application Mat »(.), appelée parfois isomorphisme de représenta-
tion, permet de traduire les propriétés énoncées dans le monde des espaces vectoriels en des
propriétés énoncées dans le monde matriciel.

Voici quelques correspondances dans le cas général :

E espace vectoriel de dimension n <— ., 1(R)
f: E — E endomorphisme <+— Matg(f) € #,(R)
f bijectif <— Matg(f) inversible
Ou encore, dans le cas précis de 'exercice :
f «— A
flu) «— AxU
flv) «— AxV

Il est trés fréquent que les énoncés de concours requiérent de savoir traduire une propriété d’un
monde & 'autre. Il est donc indispensable d’étre & 'aise sur ce mécanisme. O

\.

2. On considére le vecteur w = (—2,0,1).

a) Montrer que %' = (u,v,w) est une base de R3.

13



E2A 18 Novembre 2023
Mathématiques

Démonstration.

« Montrons que la famille ((2,1,-2),(3,1,—2),(—2,0,1)) est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3. Supposons :

A (2,1,-2) + Ao+ (3,1,-2) + Az - (—2,0,1) = (0,0,0) (%)

Or :
2XM + 33X — 2X3 =0
(*) — A+ A2 =0
—2M — 2X + A3 = 0
éi:ifj_;fl 2X + 3 — 2)\3 = 0
= — A 4+ 2X3 = 0
A — A3 =0
Ly Lyt Ly 2M + 3 — 2X3 = 0
<= — Ao+ A3 = 0
A3 = 0
< { A=Ay = )\3 =0
(par remontées successives)
La famille (u,v,w) est donc libre.
« De plus : Card ((u,v,w)) = 3 = dim(R3).
La famille (u,v,w) est donc une base de R3. ]

b) Exprimer f(w) comme combinaison linéaire de v et w puis vérifier que la matrice de f dans la

000
base (u,v,w) est T' = .

0 2 1
0 0 2
Démonstration.

« Tout d’abord, en notant W = Matg(w) :

Matg(f(w)) = Matg(f) Mat,
(6 10 11) (2)
= 2 0
-4 -8 - 1
() (1) (2)
= 1 =1 +2-(0
0 -2 1

= 1-V+2-W
= l-Matgg(v)+2-Matgg(w)

(par linéarité

= Matgg(l v+2- w) de Matg(.))

L’application Matz(.) étant bijective, on en déduit : f(w) =1 v+ 2 - w.

14
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Commentaire

rtrt

!

Ly 3Ly— 1L
L3 + §L;+2L1

L3<—2L3+L2

LleL1+L2

\.

flw)y=8-v+y-w
Mat g (f(w))

Matg(f) Matg(w)

AW =8-W+~-W
B-W+~-W=AW

(3 (1)

386 — 24 = -1
g =1
-26 + v = 0
3 — 24 = -1
2v = 4
—y = =2
3 — 24 = -1
2y = 4
0 =0
30 = 3
= 4

On en déduit : f(w)=1-v+2-w.

o Plus précisément, on cherche (3,7) € R? tel que :
nouvelle fois de traduire cette relation dans le monde matriciel. On procéde comme suit :

:Mat@(ﬁ-v—l—fy-w)

= [ -Matgz(v) + v - Matg(w)

e On aremarquéici: AW = 1-U+2-V ce qui nous a permis de conclure sur cette question.
Il était aussi possible d’obtenir ce résultat par résolution de systéme linéaire.

f(w) = B-v+~-w. Il sagit une

(par linéarité

de Matg(.))

o D’aprés les questions précédentes :

0
x flu)=0-u+0-v4+0-w donc Mat(um,w)(f(u)):(O).
0

0
x flo)=0-u+2-v+0-w donc M&t(uw’w)(f(v)):(Q),
0

0
x flw)=0-u+1-v+2-w donc Mat(uw’w)(f(w)):(l)
2

Finalement : T' = Maty, ,, ) (f)

000
0 2 1].
0 0 2

15
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Commentaire

o Pour résoudre la question, on se sert ici une nouvelle fois de la correspondance entre le
monde des espaces vectoriels et le monde matriciel.
Ou peut ajouter la correspondance suivante & celle déja évoquée :

expression de f(u) dans (u,v,w) <— expression de AU dans (U, V, W)

o L’énoncé fournit le résultat de la question (la valeur de la matrice T' = Mat,,, )(f) &
trouver). Rappelons tout d’abord que cette matrice est obtenue par concaténation des
matrices représentatives de f(u), f(v) et f(w) dans la base %’. Autrement dit :

T= Mat(u,v,w) (f) = (Mat(u,v,w) (f(u)) Mat(u,v,w) (f(’U)) Mat(u,v,w) (f(w)))
Ainsi, la lecture de T nous fournit directement les égalités :
flu)=0-u+0-v+0-w, f)=0-u+2-v+0-w, fw)=0-u+1-v+2 -w

Cela ne signifie pas que 'on peut rédiger la question 1.¢) avec comme argument : « d’apreés
la question 2.b) ... ». Par contre, cette matrice permet de vérifier le résultat des questions

précédentes et de corriger une éventuelle erreur que l'on aurait pu commettre.
-

J

3. On note P = Py g la matrice de passage de la base # a la base %'

a) Déterminer P et son inverse P,

Démonstration.

o Par définition :

Py g = <Matgg (u) Mat» (v) Mat » (w))

(la matrice Pg g est obtenue par concaténation des matrices colonnes représentatives des
vecteurs de B’ dans la base B)

2 3 =2
Ainsi:P=[1 1 0
-2 =2 1
« On applique 'algorithme du pivot de Gauss.

2 3 -2 1 00
1 1 0 010
-2 -2 1 0 01

5 L . L2 < 2L2 — Ll . .

On effectue 'opération { Lot Lyt L, ° On obtient :

> ~
S O N S O N
= —
| | \
>—‘[\')[\D HI\DM
\/ \/
| I
OHD—K H’_‘b—‘
NN O o NN O
_= o O _ o O
\—/ \—/

16
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o La réduite obtenue est triangulaire supérieure. De plus, ses coefficients diagonaux sont tous
non nuls. Ainsi, cette réduite est inversible et il en est de méme de la matrice initiale P.
(c’est toujours le cas d’une matrice de passage d’une base B & une base B'!)

L1+ L1+2L3
L2<—L2—2L3

2 3 0 1 4 2

0 -1 0 -1 -2 =2

0 0 1 0 2 1
On effectue 'opération { Ly + L1 +3Ly . On obtient :

2 0 O -2 -2 -4
0 -1 0 -1 -2 =2
0 0 1 0o 2 1

L+ LiL
On effectue les opérations P27 On obtient :
L2 — —L2

1 00 -1 -1 -2
010 1 2 2
001 0 2 1

-1 -1 -2
Ainsi P est inversible et P~1 = ( 1 2 2 ) )

o On effectue les opérations { . On obtient :

0o 2 1

Commentaire \

« Profitons-en pour rappeler quelques propriétés des matrices de passage.
Si % et %' sont deux bases d’'un espace vectoriel E de dimension finie :

x Pg g est alors une matrice inversible.

x Py g = (Paa)

o En particulier, si on note & = (61, €2, e3) la base canonique de R3, on a :

x e1 =(1,0,0) = —1-(2,1,— 1-(3,1,-2)+0-(-2,0,1)
Ainsi : Mat g (eq :< )

x eg=(0,1,0) = —=1-(2,1,— 2-(3,1,-2)+2-(-2,0,1)
Ainsi : Matg (es) = ( )

x e3=(0,0,1) = —=2-(2,1,— 2-(3,1,-2)+1-(-2,0,1)

On retrouve ainsi : Py g =

Ainsi : Mat g (e2) < )

) = (Pga)”"

L O

b) Justifier (sans calcul de produit matriciel) : A = PTP~1.

17
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Démonstration.
D’aprés la formule de changement de base :
Maty(f) = Pga Maty(f) Pw s
I I I
P T p1

On a bien : A = PTP~1L.

¢) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a : A" = PT"P~1,

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n)

ot P(n): A" =PT" P~ L
» Initialisation :
o D’une part : A% = I,
e Dautre part : PTOP 1 =P P 1 =P P 1 =1;.
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. : A»*1 = prn+l p=1),
Alors :
AL = A x An

(par hypothése
de récurrence)
(d’apres la

question 4.b))

= Ax PT" P!

= PTP'xPIT"P!
= PT(P'P)T" P!
= PTLT"P!
= PTT"P!
= prntipl

D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N, A" = PT"P~1.

Partie II : Etude d’un endomorphisme de R,[X]
On note g 'endomorphisme de Ry[X] défini par : pour tout polynéme P(X) € Ry[X],

g(P(X))=P(X +1)+ XP'(X)

On note (Py, P1, Py) = (1, X, X?) la base canonique de Ro[X].

4. Déterminer la matrice représentative de g dans la base (Py, P1, P»).

Démonstration. On a :

e g(P)) =1=1Py+ 0P, 4+ 0P;,

e g(P)=X+14+X=2X+1=1P 4+ 2P, +0Ps,

¢ g(P) = (X +1)2+2X2=3X2+4+2X +1=1P + 2P, + 3P».
On en déduit que
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Matp, p,,p,)(9) = (

O O =
O N =
W N =
\—/

5. L’endomorphisme g est-il un automorphisme de Rgo[X]?

Démonstration. On sait que g est un automorphisme si et seulement si Matp, p, p,)(g) est inversible.
Or, cette matrice est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls donc elle est bien
inversible. On en déduit que

g est un automorphisme de Ry[X].

O
Probléme (inspiré d’un oral HEC 2013 et du sujet 0 EML 2023)
Partie I : Etude d’une famille de matrices
1 00 011 a b b
OnnoteI=[0 1 0|,J=[1 0 1| et, pour tout (a,b) € R?, M(a,b)=|b a b].
0 0 1 1 10 b b a
On pose E = {M(a,b) € #3(R) | (a,b) € R?}.
1. Montrer que E est un espace vectoriel. En donner une base et sa dimension.
Démonstration. On a
a b b
E=S|(b a b| c.#R)| (ab) cR?
b b a
={al +bJ € #5(R) | (a,b) € R*}
= Vect (I, J)
On en déduit que E est un sous-espace vectoriel de .#3(R) et donc est un espace vectoriel.
De plus, la famille F = (1, J) :
o engendre F
« est libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires
donc F est une base de E et on peut conclure que
dim(E) = 2
O
2. a) Vérifier que J? = 21 + J.
Démonstration.
2 11
JP=(12 1| =2I+J
1 1 2
O
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b)

L’espace vectoriel E est-il stable par produit matriciel ?
Démonstration. Soient M (a,b) et M(a’,b") deux matrices de E.

M(a,b)M(a',b) = (aI +bJ)(a'T +V'J)
= ad'l + (ab' + ba')J + bb' J?
=ad'l + (ab' 4+ ba’)J + bV (21 + J)
= (aa’ + 20V)I + (ab’ + ba’ + 2bb')J € Vect (I,J) = E

donc

E est stable par produit matriciel.

Déduire de la question 2.a) qu’il existe deux suites (ay,) et (b,) telles que :
VneN,J" =a,l+b,J

et vérifiant :

a():l 50:0
a; =0 et by =1
Vn € N, ant1 = 2b, Vn € N,byt1 = an + by

Démonstration. Montrons par récurrence : ¥n € N, P(n)

o P(n) : «il existe deux réels a, et b, tels que J" = a,I + by J »

Initialisation :

D’une part, J° = I.
D’autre part, 17 + 0J = I donc on pose ag = 1 et by = 0. D’ott P(0).

Heérédité : soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).

J = gng
= (anl +b,J)J (par hypothése de récurrence)
= apJ + by J?
=anJ +bp (21 + J) (d’apres la question 2.a))

= 2b,] + (an + by)J

On pose alors a,41 = 2by, et byy1 = ayp + by Dot P(n + 1).
On a montré par récurrence qu'il existe deux suites (a,) et (by) telles que :

Vn € N, J" = anl + byJ

De plus, on a vu dans la preuve par récurrence que,

aozl t b():O
[§]
Vn € N,an+1 = 2b, Vn € N,byt1 = an + by,

Ces relations donnent a1 = 2bg =0et by =ag+bgp=1+0=1.

20
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3. a)

b)

Ecrire une relation, vérifiée pour tout entier naturel n, entre b, 12, bpy1 €t by.
En déduire 'expression de b,, pour tout n € N.

Démonstration. Pour tout n € N :

bn+2 = Qp+1 + bn+1
= an + bn+1

Vn € N, bn+2 = bn+1 + 2b,,

On en déduit que la suite (by,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
Le polynéme caractéristique associé a cette suite est :

PX)=X?-X-2

qui admet comme racines évidentes —1 et 2.
On en déduit qu’il existe (A, ) € R? tel que, pour tout n € N,

by = M(—1)" + p2"

On a en particulier (pour n =0etn=1) :

A+ pu=0
A +2u=1

donc
A 4+ pu=0
{ 3u=1 Lo+ Lo+ 14
donc .
A =3
-
Finalement :

Vn € N, b, = —3(—1)" 4 327

O
2 2"
Montrer que, pour tout n € N, a,, = g(—l)” + 3
Démonstration. Tout d’abord, la formule proposée est valable pour n = 0. En effet :
e D'une part : g9 =1
2 20 2 1
« D’aut t: (-1 + > =-+-=1
autre par 3( )+3 3+3
Soit n € N*.
an, = 2b,_1 (on a bienn —1€N)
1 1
— 2 _ _1 n—1 7271—1
(5t g)
1 1
—9( (=1 n 721171
(s 52)
2 2"
S G L
3( )+ 3
O
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4. Soient p et ¢ deux réels tels que p €]0, 1] et p + 2¢ = 1.
En appliquant la formule du binéme de Newton, montrer que, pour tout n € N,

n 1+20—q"  1-(p—q)"
M(p,q)" = (z; 0" (173 )

Démonstration. Soit n € N. Les matrices I et J commutent donc, d’aprés le binéme de Newton

J

matriciel :

n>pn—qujk (car[n_kjk:IJk:Jk)
n>pn—qu(akj + biJ) (cf question 2.c))

n n
= (Z)p”_quak> I+ <z <Z>p"_qubk> J (par linéarité)
k=0

Il reste a calculer les deux sommes séparément :

o La premiére somme donne :

5 (o= 5 (s (vt %)
2y <Z>p”_’“(—q)’“ - ;kXZIO <Z>p”"“(2q)’“

B glc:O
2 a1 n A
= g(p —q)" + g(p—l- 2q) (binéme de Newton dans R)
2 1
:g(p—q)n—l-g (carp+2g=1)
_1+2(p—-9)"
3

o De maniére analogue :

On a donc bien
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Partie II : Etude d’une chaine de Markov

Dans le livre Dune, de Frank Herbert, plusieurs maisons se livrent une guerre politique pour prendre
le controle de I’épice, une drogue capable de rallonger la vie des humains et qui est nécessaire aux
voyages interstellaires sur de longues distances. On considére dans la suite un modéle trés simple de
relations entre trois planétes importantes de ce systéme géopolitique.

Soient p et ¢ deux réels tels que p €]0,1[ et p + 2¢ = 1.

Une navette spatiale fait des trajets aléatoires, chacun d’une durée d’une journée, entre trois planétes :
Arrakis (planéte 1), Caladan (planéte 2) et Giedi Prime (planéte 3). Chaque jour, la navette spatiale
reste sur la planéte ou elle se trouve avec probabilité p (pour I'entretien ou la réparation par exemple)
ou se dirige vers une autre planéte avec probabilité 2¢ (pour le commerce et I’acheminement d’épice
par exemple), chacune des deux autres planétes étant choisie avec la méme probabilité. On suppose
que le premier jour, la navette se trouve sur Arrakis.

On représente ce modéle aléatoire par le graphe suivant :

Pour tout n € N, on note X,, la variable aléatoire égale au numéro de la planéte ol se trouve la navette
le jour n et on pose :

Vi = (P([Xn=1]) P([Xn=2]) P(X,=3]) € #3(R)
Par exemple, si la navette fait le voyage :
Arrakis — Giedi Prime — Caladan — Caladan — Arrakis — . ..
alors : X1(w) =1, Xao(w) =3, X3(w) =2, Xy(w) =2, Xs5(w) =1, ...
5. a) Expliciter V;.

émonstration. aprés 1’énoncé vaisseau est initialement sur Arrakis, c’est-a-dire sur
D trat D’ I’énoncé, le vaisseau est initialement Arrakis, c¢’est-a-d la
planéte 1. D’ou

Vi=(1 0 0)
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O
b) Montrer que, pour tout n € N*|
P([Xnt1 = 1)) = pP([Xn = 1]) + ¢P([Xy = 2]) + ¢P([Xy = 3])
On admettra que I'on obtient, de maniére analogue :
P([Xnt1 = 2]) = ¢P([Xn = 1]) + pP([Xn = 2]) + ¢P([Xn = 3])
P([Xnt1 = 3]) = ¢P([Xn = 1]) + ¢P([Xn = 2]) + pP([Xy = 3])
Démonstration. Soit n € N*.
Casn=1:
o D’une part : pP([X1 =1])) + ¢P([X1 =2]) + ¢P((X1 =3]) =px1+gx0+gx0=p
« D’autre part : P([Xg = 1]) = P|x,—1)([X2 = 1]) = p d’aprés 'énoncé (on sait que le vaisseau
est initialement sur la planéte 1)
Casn>2:
La famille ([Xy, = k])ycp1 5p est un systéme complet d’événements donc, d’aprés la formule des
probabilités totales :
3
P([Xnp1 =1]) = kzl P([Xn1 =1 N [Xy = K])
3 (car, pour tout k € [1,3]
= P([X, = k])Px, -1 ([Xnt1 =1 ) 19l
kgl ([ ]) [Xn k]([ +1 ]) P([Xn _ k]) 7&0)
= pP([Xn = 1]) + ¢P([Xn = 2]) + ¢P([Xn = 3])
O
c¢) Vérifier que, pour tout n € N*, V,, 11 = V,, M (p, q).

Démonstration. Soit n € N*.

ol

et donc, d’apreés la question 5.b),

ce qui prouve bien que
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d)

O
En déduire que, pour tout n € N*, V,, = Vi M (p, )" 1.
Démonstration. Montrons par récurrence : ¥n € N, P(n)
ott P(n) : « Vy =ViM(p,q)" 1 »
Initialisation :
Ona ViM(p,q)' " = ViM(p,q)° = Vil = Vi. D’ou P(1).
Hérédité : soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).
Vos = VM (p.q) (cf question 5.c))
=ViM(p,q)" ' M(p,q) (par hypotheése de récurrence)
=ViM(p,q)"" 7!
D’ou P(n+1).
On a montré par récurrence que, pour tout n € N* :
Vo =ViM(p,q)" "
O

1
Montrer que, pour tout k € {1,2,3}, lim P([X, =k]) = 3 Interpréter.

n——+0oo
Démonstration. Soit n € N*. D’aprés la question précédente :
Vo =ViM(p,q)" "

Or, Vi = (1 0 0) donc V, est la premiére ligne de la matrice M(p,q)"~!. On sait par ailleurs
(question 4) que

1 2p — n—1 1— _ \n—1

M(p, gt = 25 (p3 0" (p3 9",

1+20—¢)" " 1-(p—q"' 1-(p—q""

3 —1 3 —1 3 —1
_1-(-9" 1+2(p—q)" 1L—(p—q)

3 3 3
Ainsi,
(X, = 1) = L2 0"
P(lx, = 2)) = L2 9"
P((x, = 3) = L9

Il reste donc & montrer que (p — q)" ! —+> 0. Or, il s’agit d’une suite géométrique de raison
n—-+0oo

p — q, et par inégalité triangulaire on a :

p—ql <|p|+|-ql=p+ag<p+2¢=1

)"_1 — 0. Ainsi, on peut conclure que
n——+o00

donc [p—q|<let(p—gq
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pour tout k € {1,2,3}, lim P([X, =k]) = -.

n—-+4o0o

On peut interpréter ces limites de la maniére suivante : si 'on attend trés longtemps, la position
de la navette sera imprédictible puisqu’elle aura autant de chances de se trouver sur la planéte
1 que sur la planéte 2 ainsi que sur la planéte 3. O

6. Soit T la variable aléatoire égale au numéro du premier jour ot la navette revient sur la planéte 1,
ou égale & 0 si la navette n’y revient jamais. On a en particulier 7'(Q) = {0} U [2, +o0].
Pour tout k£ € N*, on note

Ap : « La navette se trouve sur la planéte 1 le jour k »

et on pourra remarquer que A = [Xj = 1].

a)

b)

Montrer que P([T = 2]) =

(On pourra exprimer l’événement [T = 2] a laide de certains événements Ay)

Démonstration. On remarque que [T, = 2] = A; N Az. D’aprés la formule des probabilités com-
posées :
P([T = 2]) = P(A1)P4, (A2) =1 xp=p

Montrer de maniére analogue que, pour tout entier k > 3, P([T = k]) = 2¢%(p + ¢)* 3.

Démonstration. Soit k > 3. Cette fois, on a :
T=k=A1NAN---NA_1NA
D’aprés la formule des probabilités composées :

P([T = k]) = P(A1)P4, (AP AiNAy (A3) .. Y e NAL_ Q(Akfl)PA1ﬂAizﬂ"'ﬂm(Ak)
= P(A1)Pa, (A2)P(A3) ... Pr—(Ap—1)Pr—(As)

puisque la probabilité de se rendre sur une planéte donnée ne dépend que de la position actuelle
et pas des positions passées.
Calculons chacun de ces termes :

L] ]P)(Al) =1
o Py, (A2) =pdonc Py, (Ay) =1—p=2q

o pour tout j € [[3,]4:—1]],Pm(14)—qdonc]P’i(/T)—l—q:p—kq
« Po—(A) =4¢
d’otlt :

P(IT = k]) = 1 % (2) x (p+¢)* 7! x ¢ = 2¢%(p + )" ~°
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\.

Détaillons 'égalité PK(AJ') =g pour j € [3,k —1].
On sait que A;_1 = [X;_1 = 2] U [X;_1 = 3] et il s’agit d’une réunion de deux événe-
ments incompatibles vérifiant :

P, =9 (4)) = ¢ =Px;_,=3(4;)

Nous allons donc démontrer un résultat plus général : si A, B et C' sont trois événements
tels que B et C sont incompatibles, de probabilité non nulle et vérifient Pg(A) =
Pc(A) = q, alors Ppuc(A) = q.

En effet :

Pruc(d) =55 gy
_P(ANB)U(ANC))
B P(BUC)
_P(ANB) PANC)
- P(BUC) * P(BUC)
_ P(AnB) P(B)
~ P(B) P(BUC)

P(B)

P(BUC) C(A)IP’(B uC)

P(B) Ty P(C)

uC)  "P(BUC)

)+ P(C)

(par incompatibilité)
P(ANC) P(C)
P(C) P(BUC)
P(C)

=Pp(A)

S &

(par incompatibilité)

Un tel niveau de détails n’était pas attendu (c’est trop difficile) et on pouvait se conten-
ter de donner le résultat intuitif dans cette question.

¢) En déduire que P([T = 0]) = 0.

Démonstration. La famille ([T' = k]),c o302 400[ €St un systéme complet d’événements donc

B((T = 0)) +:§°‘;P<[T: K) =1
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Or,
400 —+o00
Y. P(IT=k])=p+ > P(IT =k])
k=2 k=3
= k-3
=p+ > 2¢°(p+q)
k=3
oy k
=p+2¢°) (p+q)
k=0
1 (somme géométrique
=42 —
P g avec [p+¢| < 1)
1
=p+2q2f
q
=p+ 2q
donc

O
d) Montrer que T admet une espérance puis que E(7") = 4. En quoi ce résultat est-il remarquable ?

Démonstration. La variable aléatoire T' admet une espérance si et seulement si la série Y . kP([T" = kJ)
converge absolument. Il s’agit d’une série & termes positifs donc il suffit de montrer qu’elle
converge.

Soit n > 2.

2P([T =2]) + 3 k2¢°(p+ )" ?

k=2 k=3

=2p+2¢°Y k(p+q)*?
k=3

n—3
=2p+ 2q2k2 (k+3)(p+q)*
=0

g
3
=
N
!
=
I

n—3 n—3
=20+2¢*Y k(p+ ) +64°Y (p+q)*
k=1 k=0
n—3

n—3
=20 +2¢(p+q) > k(p+ )+ 647> (p+ )
k=1 k=0

Or, la série Y. k(p + q)* ! est une série géométrique dérivée premiére de raison p + ¢ vérifiant
|p + ¢| < 1 donc est convergente. On en déduit que 7" admet une espérance et

! + 64¢° =
. e
(1—-(p+q))? 1—(p+q)

1 1
=2p+2q2(p+Q)?+6q25

E(T) =2p+2¢*(p+q)

=2p+2(p+q) + 6q

=4p + 8q
=4(1—2q) + 8¢
=4

28



E2A

18 Novembre 2023

Mathématiques

Ce résultat est remarquable parce que E(T') ne dépend pas de p. O
4

Montrer que E((T — 1)(T — 2)) = — puis en déduire une formule simple pour E(7?).
q

Démonstration. D’aprés le théoréme de transfert, la variable aléatoire (T'—1)(T — 2) admet une
espérance si et seulement si la série Y (k — 1)(k — 2)P([T" = k|) converge absolument. Il s’agit
d’une série & termes positifs donc il suffit de montrer la convergence. En cas de convergence, on

aura :
“+o0o

E((T ~ )T ~2)) = 3 (k—1)(k ~ 2)B(T = 4]
e Soit n > 3.
S (k= 1)(k—2P(T =) = > (k—1)(k — 2)P(IT = K])
k=2 k=3
= é (k — 1)(k — 2)2¢3(p + )*
=273 (k= 1)k~ 2p+ )
= 2@1271_1 k(k—1)(p+q)F2

Eoud
||
N

Or, la série > k(k — 1)(p 4 q)* 2 est une série géométrique dérivée seconde convergente car
Ip+ ¢| < 1. On en déduit que

(T — 1)(T — 2) admet une espérance

E((T ~ 1)(T - 2) =2¢° 5 k(k — 1)(p + )2
k=2

2
2><73
q

[\

q

ESEEE

Ensuite, on remarque que
(T —1)(T —2)=T?—-3T+2

donc
T?=(T-1)(T-2)+3T -2

On en déduit que

T? admet une espérance comme somme de v.a.r. admettant une espérance

Enfin,

E(T?) = E(T — 1)(T — 2) + 3T — 2)
=E(T - 1)(T —2)) 4+ 3E(T) — 2 (par linéarité de l’espérance)

4
=—-+3x4-2
q

4
=110+ -
q
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2(2-3
f) En déduire que T admet une variance puis que V(T') = M
q

Démonstration. On a vu a la question précédente que T admet un moment d’ordre 2 donc,
d’aprés la formule de Koenig-Huygens :

T admet une variance

et
V(T) = E(T?) — (E(T))?
042 _p
q
4
=——6
q
3 (2 _ 3)
q
_ 22 —3q
q
d’ou
2(2 - 3q)

7. Informatique.
a) Recopier et compléter la fonction Python suivante pour qu’elle

e prenne en parameétres le numéro k de la planéte o la navette se trouve actuellement et le
nombre p €]0, 1],

« renvoie le numéro de la prochaine planéte ou se trouvera la navette (le jour suivant).

def nouveauTrajet(k, p):
r = rd.random()
if r <p:
return
else:
liste_numeros = [1,2,3]
# On supprime k de la liste

# Puis on choisit un des deux numéros qui restent au hasard

0 Joo N (o o s jw N e

indice =

return liste_numeros[indice]

‘ =
S

Démonstration. On propose de compléter la fonction Python de la maniére suivante :
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1 def nouveauTrajet(k, p):

2 r = rd.random()

3 if r <p:

4 return k

5 else:

6 liste_numeros = [1,2,3]

7 del liste_numeros[k-1] # 0On supprime Lk de la liste

8 # Puis on choisit un des deux numéros qui restent au hasard
9 indice = rd.randint(0,2)

10 return liste_numeros[indicel

b) Recopier et compléter la fonction Python suivante pour qu’elle
« prenne en paramétres un entier n € N* et le nombre p €]0, 1],

« simule le voyage de la navette du jour 1 au jour n et renvoie une liste contenant les numéros

des planétes visitées chaque jour, c’est-a-dire les nombres X;(w), Xs(w), ..., X, (w).
1 def voyage(n, p):
2 X = # Numéro actuel de la planéte visitée
3 L = [x]
4 for k in
5 X =
6 L. append (x)
7 return L

Démonstration. On propose de compléter la fonction Python de la maniére suivante :

def voyage(n, p):
x = 1 # Numéro actuel de la planéte visitée
L = [x]
for k in range(n-1):
x = nouveauTrajet(x, p)
L.append (x)
return L

N o jov s W N e
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Annexe - Fonctions Python utiles

Manipulation de listes
On suppose que L désigne une liste & n éléments.
— La commande L.append(x) permet d’inclure I’élément x & la fin de la liste L.

— Pour tout entier i entre 0 et n — 1, L[1] désigne I'élément d’indice i de la liste L (les indices
commencent a 0).

— Pour tout entier i entre 0 et n — 1, la commande del L[i] retire de la liste L I’élément situé a
la position i.
Par exemple, a I’issue des instructions
L= [5, 4, 8: 1]
del L[1]

la liste L vaut [5, 8, 1]

La bibliothéque numpy.random

— Exemple d’importation : import numpy.random as rd.

— La fonction rd.random, appelée sans argument d’entrée, renvoie une réalisation aléatoire de la loi
uniforme sur l'intervalle [0, 1]. Il est également possible de spécifier les dimensions d’un tableau
Numpy en argument d’entrée pour obtenir un tableau dont les coefficients sont des réalisations
indépendantes de la loi uniforme sur [0, 1].

— La fonction rd.randint prend en entrée deux entiers n et p (avec p > n) et renvoie une réalisation
aléatoire de la loi uniforme discréte sur [n,p — 1]
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