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Lycée Carnot Chapitre XIII : v.a.r. a densité - lois usuelles E2A

1 Loi uniforme sur un intervalle réel

1.1 Densité

Definition 1. Soit X une v.a.r. a densité. Soit (a,b) € R” tel que a < b. On dit que X suit la loi uniforme sur [a, b]
si:

1. X(Q) =[a,b].
2. X admet pour densité la fonction f : R — R définie par :
0 siz<a
flx) = ﬁ sia<xz<bh
0 siz>b

On utilisera la notation X < U([a,b]) pour signifier que X suit la loi uniforme sur [a,b].

Représentation graphique de la densité f.

LSL-r m
iy

0

S

Remarque 1. Puisque on peut changer la valeur d’une densité en un point sans changer la loi, on en déduit que les
lois uniformes sur [a, b], sur Ja, b[, sur [a,b[ ou sur Ja,b] sont les mémes. Il peut étre intéressant d’exclure une borne
pour faire une transformation de X sans avoir de probleme de définition. Par exemple, pour définir Y = In(X), on
supposera que X — U(]0,1]).

Démonstration. La fonction f est bien une densité.
1. f est continue sur ] — 00, a[, sur ]a,b[ et sur ]b, +oo[.
2. Vz eR, f(x)=0.
3. On a

+00 b
I f(t) dt = J f(t) dt car f est nulle en dehors de [a, b]

a

b
1
- g

b—a
b—a
1

1.2 Fonction de répartition

Théoreme 1. Soit X une v.a.r. telle que X < U([a,b]) (a < b). Alors sa fonction de répartition Fx : R — R est
définie par :
0 siz € ]—o00,af

Fyx(z) = ”;:Z six € [a,b]

1 six € b, +00[
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Démonstration. On sait que la densité de X est nulle en dehors de [a,b] donc

0 siz<a
1 siz>b

Fy(a) = {
Soit « € [a,b].
)= [ a
- J; £t dt + [ £t dt

a xT 1
J Odt+,[ dt
oo . b—a

_T-a
T b-a
O
Représentation graphique de la fonction de répartition Fly.
1 L
|
|
|
|
|
; ?
a 0 b
1.3 Espérance et variance
Théoreme 2. Soit X une v.a.r. telle que X = U([a,b]) (a <b). Alors, on a :
+0b
1. X admet une espérance et| E(X) = a4 5
. (b= a)”
2. X admet une variance et| V(X) = —5
+00
Démonstration. La v.a.r. X admet une espérance ssi 'intégrale [ t f(t) dt converge absolument, ce qui équivaut
-0
a de la convergence pour ce calcul de moment. Or :
+00 b
J tf(t) dt = I tf(t) dt car f est nulle en dehors de [a,b]
—00 a
b
t
[t
o b—a
t +00
La fonction ¢ — = est continue sur le segment [a, b] donc J t f(t) dt converge. Ainsi, X admet une espérance
—00
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et

La v.a.r. X admet une variance ssi l'intégrale J

pour ce calcul de moment. Or :

+00
J—OO

2
b—

La fonction ¢ +

et

£ £(t) dt = J'

E(X) =

+00

—00

b
£ £(¢) dt

est continue sur le segment [a, b] donc I

(b—a)(b+a)
b—a

Q NI~ N

+b
2

car f est nulle en dehors de [a, b]

+00

— 00

2, 1 b
]E(X)—m t* dt
a3 )

1 |t

“b-a 3

_1b3—a3

"3 b-a

_ 1 (b—a)(a® +ab+b°)

~ 3 b—a

_a2+ab+b2

3

Enfin, d’aprés la formule de Kcenig-Huyghens, on obtient :

1.4 Transformée affine d’une v.a.r. qui suit une loi uniforme

V(X) =E(X?) - E(X)*

a® +ab+ b _ (a+0b)>

3

1
1

12
1 2
= 15(b—a)

4

1
= —2(4(&2+ab+62)—3(a2+2ab+b2))

= (a2 —2ab+b2)

Théoreme 3. Soit X une v.a.r. a densité. Soit (a,b) € R tel que a < b.

X ->U(0,1]) & Y =(b—a)X +a > U([a,b])

£ f(t) dt converge absolument, ce qui équivaut a de la convergence

£ f(t) dt converge. Ainsi, X admet une variance
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Exercice 27 : A partir de 7 heures du matin, les bus passent toutes les quinze minutes & un arrét précis. Un usager se
présente a cet arrét entre 7Th et 7h30. On fait I’hypotheése que 'heure exacte de son arrivée, représentée par le nombre
de minutes aprés 7h, est une variable aléatoire uniformément répartie sur I'intervalle [0, 30]. Quelle est la probabilité
que l'usager attende moins de cinq minutes le prochain bus?

2 Loi exponentielle

2.1 Densité

Definition 2. Soit X une v.a.r. a densité. Soit A > 0. On dit que X suit la loi exponentielle de paramétre X si :
1. X(Q) =[0,+00[
2. X admet pour densité la fonction f : R — R définie par :

0 siz € ]—00,0[
Ne ™ size [0, +oo[

-]

On utilisera la notation X < & (\) pour signifier que X suit la loi exponentielle de paramétre .

Représentation graphique de la densité f pour A = 2.

27

Démonstration. On vérifie aisément que f est bien une densité de probabilité :
1. f est continue sur ] — 00,0[ et sur ]0, +oo][.
2. Vz eR, f(z) 2 0.
3. On a

+00 +00
I f() de = J F() dt car [ est nulle en dehors de [0, +00[
<) 0

- +00 A
= J Ae 7 dt
0

+00
La fonction f est continue sur [0, +oco[ donc I Xe M dt est impropre en +00. Soit B € [0, +00[.
0

JB Ae M dt = [ —e M ]B
0 0

=il — 1 car A >0
B—-+00
+00 +00
Ainsi, I'intégrale J' f(t) dt converge et J' f(t) dt = 1.
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2.2 Fonction de répartition

Théoreme 4. Soit X une v.a.r. telle que X — E () (avec A > 0). Alors sa fonction de répartition Fx : R — R est
définie par :

0 siz € ]—00,0[

1—e™ sizel0,+00]

Fx(x) ={

Représentation graphique de la fonction de répartition Fy.

1 ,,,,,,
0
Démonstration. Soit © € R.
Siz<0,alors [X < 2] =@ et donc Fx(z) =0.
Six 2 0, alors
@)= [ g
= J f(t) dt car f est nulle en dehors de [0, +o00[
0
= f Ae M dt
0
=1-e d’apres les calculs faits pour la densité
O
2.3 Espérance et variance
Théoreme 5. Soit X une v.a.r. telle que X — £ (N\) (avec XA > 0). Alors, on a :
1
1. X admet une espérance et| E(X) = X
. 1
2. X admet une variance et| V(X)= =
A
+00
Démonstration. La v.a.r. X admet une espérance ssi I'intégrale [ t f(t) dt converge absolument, ce qui équivaut
a de la convergence pour ce calcul de moment. Or : -
+00 +00
J tf(t) dt = J tf(t) dt car f est nulle en dehors de [0, +00[
—00 0

+00 A
= J Ate " dt

0
+00

La fonction ¢ - Ate ™' est continue sur [0, +0o[ donc [ Me ™ dt est impropre en +00. Soit B € [0, +00o[. On
0
effectue une intégration par parties :

u(t) t u'(t) = 1

v'(t)

Ae M v(t) —eM
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Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C' sur [0, B]. On obtient :

B At At 17 B
I tde T dt = [ —te ] + [ e T dt
0 0 0

par croissances comparées, car A > 0

Donc X admet une espérance et E(X) = i

+00
La v.a.r. X admet une espérance ssi I'intégrale [ ¢ f(t) dt converge absolument, ce qui équivaut & de la convergence
—00
pour ce calcul de moment. Or :
+oo +oo
J’ t° f(t) dt = I t° f () de car f est nulle en dehors de [0, + 00
-0 0

o
= J' Atoe 7 dt
0

+00

est continue sur [0, +oo[ donc I At
0

At 2

La fonction ¢ — \2e” M At est impropre en +00. Soit B € [0, +oo[. On

effectue une intégration par parties :

u(t) ¢ uW(t) = 2t

v'(t)

Ae M o(t) = —e M

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C' sur [0, B]. On obtient :
Bool a 2 -t T B At
,[ tae M dt=[ —t"e™ | +2J te M at
0 0

0
_ 2 (B _ 2
= -B%e AB’+—J the Mdt — =
)\ 0 B-+00 )\2

B
- - 1
car —B*e? — 0 par croissances comparées et J txe M dt P E(X) = X d’apres ce qui précede.
—400

B—-+00 0
2
Donc X admet un moment d’ordre 2 et E (XQ) = IV
Enfin, d’aprés la formule de Kcenig-Huyghens, on obtient :
2 2 2 1 1
V(X) = E(X")-E(X)* = iRl

2.4 La seule loi a densité a perte de mémoire

Théoreme 6. Soit X une v.a.r. a densité. X suit une loi exponentielle si et seulement si :

.| X(Q) =R,

2. V(s,t) ERy X Ry, | Pryss([X >s+1t]) =P([X >t]) | (on dit que la loi exponentielle est sans mémoire)

3. Vs eR,, P([X >s])#0
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2.5 Transformée affine d’une v.a.r. qui suit une loi exponentielle
Théoreme 7. Soit A > 0.
1
¢ XoE(1) = V=7X=EN
e X E&(\) & Y= XX-E(1)

Démonstration. En exo. O
Exercice 28 : Soit n € N tel que n 2 2 et soit A > 0. Soient X1,...,X,, des v.a.r. mutuellement indépendantes
qui suivent toutes la loi exponentielle de parametre A\. On pose M,, = min(Xy,..., X, ). Déterminer la fonction de

répartition de M,, et reconnaitre sa loi.

2.6 Calcul d’intégrales a I’aide de la loi exponentielle

Meéthode (Calculer une intégrale en reconnaissant un moment d’une loi exponentielle).

Soit A > 0.

+00 +00

e L’intégrale J Xe ™M dt est convergente et [ de Mdt = 1.
0 0
En effet, on reconnait le moment d’ordre 0 d’une v.a.r. X <= £ ().
+0o0 At +0o0 At 1
e L’intégrale J Ate 77 dt est convergente et J Ate 7 dt = 3
0 0
En effet, on reconnait le moment d’ordre 1 d’une v.a.r. X < &£ (\).
e -y T2 2
o L’intégrale J At"e 77 dt est convergente et J' At7e 7T dt = ek
0 0
En effet, on reconnait le moment d’ordre 2 d’une v.a.r. X < &£ (\) et, d’aprés la formule de Koenig-Huygens,

2

2y _ 2 1 12_2
E(X?) = V(X) + (E(X)) ‘F*(X) -2

Exercice 29 : Calculer les intégrales impropres suivantes en utilisant la « méthode des moments ».

+ 00 9 + 00 9 + 00 9 9

1. J 2¢ %" dt 5. J' ote " dt 9. J 2t%e % dt
0 0 0
+oo -5t +oo -5t +oo 2 -5t

2. e dt 6. te dt 10. t e dt
0 0 0
+00 t + 00 t +00 9 t

3. J e 3 dt 7. J' te 3 dt 11. J t'e 3 dt
0 0 0
+00 +00 +00

4 [ ¢ dt (a > 0) g J te™ dt (a > 0) 12 [ 2™ dt (a > 0)
0 0 0
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3 Loi normale centrée réduite

3.1 Une intégrale remarquable

Proposition 8.

m“"w

dt = V2r

2

+00
[
—00
t

Démonstration. On ne peut pas calculer cette intégrale, mais on peut montrer qu’elle converge. La fonction ¢t — e 2
too 2

est continue sur R donc J' e 2 dt est doublement impropre en —o0 et en +00.
—00

+00 2

e t— e

2
est paire donc il suffit de montrer que J’ e 2 dt converge
0

w“",\;

V)

t

pour tout t € [1,+00[,e" 2 20et 5 =0

S

.

-5 1

- o (3)
t—+00 t2

+00
L’intégrale J o dt est une intégrale de Riemann convergente (2 > 1)
0

+00 2
_i2
Par critere de négligeabilité pour les intégrales généralisées de fonctions continues positives, on en déduit que J e 2 dt
+00 +2 1
converge et donc J e 2 dt converge. O
0

3.2 Densité

Definition 3. Soit X une v.a.r. a densité. On dit que X suit la loi normale centrée réduite si :
1. X(Q) =]— o0, +00[
2. X admet pour densité la fonction ¢ : R —» R définie par :

2
x”
2

pl2) = =

Vor

On utilisera la notation X < A (0, 1) pour signifier que X suit la loi normale centrée réduite.

3.3 Espérance et variance

Théoreme 9. Soit X une v.a.r. telle que X = N (0,1). Alors,

1. X admet une espérance et| E(X) =0

2. X admet une variance et| V(X) =1

3.4 Fonction de répartition
3.4.1 Définition

La fonction de répartition associée a la loi normale centrée réduite n’admet pas d’expression « simple ». On la note
habituellement ®.

® R - R,
x 1 t2
T — e 2 dt
J—oom
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3.4.2 Propriétés remarquables de ¢

Théoreme 10. Notons ® la fonction de répartition de la loi N (0,1).

1. La fonction ® réalise une bijection de ] — oo, +oo[ sur ]0,1[.

2.| ®0)=P([X <0])=

1
2

3. | VreR, &(-z)=1-(x)

4| VeeR, P([|X]<z])=2®(z) -1

Démonstration.

1. La densité ¢ étant continue sur R, il vient que la fonction de répartition ® est de classe C' sur R et pour tout
z€R, d'(z) = (x) > 0. Ainsi, ® est

e continue sur R
e strictement croissante sur R

donc @ réalise une bijection de R sur ®(R) =] lim ®(x), lir+n @(x)[=]0,1].

o1 2 L (> 1 _2
2.<I>(0)=[ Ee2dt=§[ Ee2dtcargpestpaire.Donc<I>(())=%X1=%.

3. Soit z € R. On procéde par changement de variable affine :

t=—-u =—t
dt = —du du = —dt
t=x = = —x
t=—-—00 & = +00
On a alors
1 L2 ﬂ” 1 _ew?
— e 2 dt= [ — e 2 (—du
J—oo V2T +oo V2T )
+ 00 1 2
= — e 2du
Jx \/27'('
— 00 1 u2 +00 1 u2
= — e 2du+ J' — e 2du par Chasles
J'ac V2 —c0 V2w
+00 1 u2 xT 1 u2
= —e_7du—J —e 2du
—00 \/27‘(‘ —00 \/27?
=1-®(x)
4. Soit x € R.

P([1X] s 2]) =P([-2 < X < z])

= () — ®(—x)
= ¢(z) - (1 - ¢(z))
= 20(z) - 1

10
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3.5 Représentations graphiques

On considére une v.a.r. X telle que X < N (0,1). Représentation graphique de la densité ¢.

AN

Représentation graphique de la fonction de répartition ®. ® n’admet pas d’expression « simple ». On représente donc
graphiquement ®(z) comme 'aire sous la courbe de ¢ entre —oo et x.

AN

[]= <I>(x)

NG

[]= <I>(b) - (D(a)

Les résultats issus de la parité de ¢ peuvent se lire graphiquement.

AN

[]=o(z) et Dzl—@(x)

[\

[[]=o(-2)

N

N

NS

L
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4 Loi normale (ou de Laplace-Gauss)

4.1 Densité

Definition 4. Soit X une v.a.r. a densité. Soit m € R et ¢ > 0. On dit que X suit la loi normale (ou loi de
Laplace-Gauss) de paramétres (m,o?) si:
1. X(Q) =]— oo, +00[
2. X admet pour densité la fonction ¢, ,2 : R = R définie par :
1

o V2

Pm, o2 (l‘) =

On utilisera la notation X < A (m, 02) pour signifier que X suit la loi normale de paramétre (m, 02).

4.2 Espérance et variance

Théoreme 11. Soit X une v.a.r. telle que X — J\/’(m,oz). Alors, on a :

1. X admet une espérance et| E(X)=m

2. X admet une variance et| V(X) = o’

Remarque 2. Les parameétres de la loi normale sont donc respectivement l’espérance et la variance.

Méthode (Pour trouver les paramétres d’une loi normale). Si on sait que X suit une loi normale, alors il suffit de
calculer E(X) et V(X) pour trouver les parametres de la loi de X.

4.3 Transformée affine d’une v.a.r. qui suit une loi normale

Théoreme 12. Soit X une v.a.r. a densité et soient m € R et o > 0. 51 X suit une loi normale, alors toute transformée
affine de X suit une loi normale.

Plus précisément : si (a,b) € R* x R

X‘—>N(m702) = aX+b‘—>N(am+b7a202)

En particulier :

XoN(mo?) o 20N (1)

Remarque 3. On reconnait la variable centrée réduite associée a X :
X-m
X = —— <> N(0,1)

Démonstration. Partant de X v.a.r. tel que X < N(m, 02), la v.a.r. Y = aX + b suit une loi normale. Ses parameétres

s’obtiennent en calculant :
E(Y)

V(Y)

E(aX +b) = aE(X)+b = am+1D
V(aX +b) = a°V(X) = a°0°

d’oﬁY%N(am+b,a202). O

Exercice 30 : On suppose que Y est une variable aléatoire qui suit la loi normale N (7, 16).
1. Calculer les probabilités suivantes : P([Y < 7]) et P([Y < 12,12]).
2. (a) Déterminer le seuil z tel que : P([Y < x]) = 0,9162.
(b) Déterminer le seuil y tel que P([Y > y]) = 0,9418.

12
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Démonstration. Vo7
Tout d’abord Y < N (7,16). Ainsi Y* = — N (0,1). (attention : 0% =16 donc o = 4) On note @ la fonction

de répartition de Y*.

1. D’apres la table de la loi normale centrée réduite, on a :

Py - 7<7-7]) = p([% < g])

(a) P([Y < 7])
P([Y*<0]) = ®(0) =

(22

$(1,28) = 0,8997

[\

(b) P([Y < 12,12])

2. (a) Remarquons tout d’abord que :

P(Y <z]) = P([Y*sw;q) = @(‘r;?) = 0,9162

Par lecture de la table de la loi normale centrée réduite, on trouve ®(1,38) = 0,9162. On a alors :

1 1
= 1=4x1,38+7=12,52

-7 -7
d (:r ) =3 (1,38) = r-f. 1,38 (car @ est bijective sur R)

Ainsi, 12,52 est donc le seuil recherché.

(b) B([Y >y]) P([Y* .Y 7])

o)) )

d’apres les propriétés de la fonction ®.

7
Nous cherchons donc y tel que ® (—) =0,9418.

4
Par lecture de la table de la loi normale centrée réduite, on trouve ® (1,57) = 0,9418.

4 4
= y=7-4x1,57=0,72

7 - 7 -
d (_y) =®(1,57) =y _ 1,57 (car @ est bijective sur R)

Ainsi, 0,72 est donc le seuil recherché.
O

A retenir. Lorsque X suit une loi normale générale, on se ramene toujours a la loi normale centrée réduite via une
transformation affine pour effectuer les calculs.

4.4 Stabilité par somme des lois normales

Théoreme 13.  Soit (my,ms) € R? et soit (o1,00) € (RY)?. Soit X, une v.a.r. telle que X; = N (my,01).
Soit Xy une v.a.r. telle que Xo = N (ma,09). On suppose que X, et Xy sont indépendantes. Alors X + Xy =
N(ml + mg,U% + O'S)

Généralisation : Soit (X;);en+ une suite de v.a.r. indépendantes. On suppose que pour tout i € N* : X; < N (mi7 J?).

ors, pour tout n * X +...+X >N m;+...+m 02+...+02.
Al ; D tout ENa n ny“1 n

13
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4.5 Représentations graphiques

On considére une v.a.r. X telle que X < N(m, 02). Une densité d’une telle loi est représentée par une courbe en
cloche.

1. Dans le cas d’une loi N (0, 1), cette cloche est centrée en 0.

2. Dans le cas d’une loi /\/'(m7 02), cette cloche est centrée en m.
D’autre part, la forme de cette cloche (hauteur et largeur) dépend de o :

1. plus o est petit, plus le pic est haut et fin;

2. plus o est grand, plus le pic est bas et large.
+00
Notez que Daire sous la courbe entre —oco et +00 est invariante (on a toujours J O, (t) dt = 1).

—00

1. Représentation graphique de la densité ¢,, ,2 de la loi N(m, 02).

0

2. Représentation graphique d’une densité ¢,, ,2 de la loi N(m, 02).
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3. Représentation graphique de la densité ¢,, ,2 de la loi N(m, 02).
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