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DS4 (vB) - Baréme

On suppose, et c’est valable pour toute I’épreuve, que la librairie numpy . random de Python est importée
avec la commande import numpy.random as rd.

Probléme 1. Matrices dont les coefficients diagonaux sont les valeurs
propres (ESSEC I 2010)

Dans tout ce probléme, on note n un entier supérieur ou égal a 2 et ., (R) '’ensemble des matrices
carrées possédant n lignes et n colonnes dont les coefficients sont réels.

On note I,, la matrice identité de .#,(R).

On note D,, 'ensemble des matrices M = (m; ;)1<i j<n de A4, (R) qui vérifient les propriétés suivantes :

(A1) les coefficients diagonaux my 1, ..., My, de la matrice M sont des valeurs propres de M ;

(Az) la matrice M n’a pas d’autres valeurs propres que les nombres mj 1, ..., My p.

)

Partie I. Généralités et exemples

1. Montrer que toutes les matrices triangulaires supérieures et toutes les matrices triangulaires infé-
rieures de ., (R) appartiennent a D,,.

e« 2 pts

0 si résultat décrété sans justification

2. Si M est une matrice de D,,, établir que pour tout « réel, la matrice M + al,, est encore un élément
de D,,.

e« 2 pts
3. On note K, la matrice de ., (R) dont tous les coefficients valent 1.

a) Montrer que la matrice K, n’appartient pas a D,,.

e« 1 pt:rg(K,) =1

« 1 pt : 0 valeur propre de K, et (A2) non vérifiée

b) L’ensemble D,, est-il un sous espace-vectoriel de .#,(R)?

11 " 0 0
elpt:A,=1. et B,=|.

: o0 : 1

1 1 1 0 - 0 0

« 1 pt : montrer A, € D,, B, € D, et A, + B, ¢ D,

4. a) Soit (x,7,2) un élément de R3. Montrer que la matrice (2 j) est inversible si et seulement si
les nombres x et y sont non nuls.

« 1 pt : M inversible ssi det(M) # 0
e 1 pr:det(M)=uzxy
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b) En déduire que ’ensemble D2 ne contient pas d’autre élément que les matrices triangulaires de

M5(R).

elpt: N= (Z ;c> € Dy implique N — sy € Dy (gst 2.)

e 1 pt: N —sly, € Dy implique 0 valeur propre donc N — s s non inversible

« 1 pt : N—sI, non inversible implique x =0 ou y =0 (gst 4.a)), donc N triangulaire

31 1
5. Montrer que la matrice A = (0 2 1) appartient a Ds.
11 4

Cette matrice est-elle diagonalisable ?

« 1 pt: 3,2 et 4 valeurs propres de A
« 1 pt : A nadmet pas d’autres valeurs propres, donc A € Ds

« 1 pt : A diagonalisable

31 1+t
6. Pour tout ¢ réel, on considére la matrice M(t) = [0 2 —1—¢].
11 442¢

a) Déterminer I'ensemble des valeurs propres de la matrice M (t) selon la valeur de t.
En déduire les valeurs de ¢ pour lesquelles la matrice M (t) appartient a Ds.

« 3 pts: Sp(M(t) ={2,3,4+2t}
e 1 pt:VteR, M(t) € D3

b) Déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles la matrice M (t) est diagonalisable.
« 1 pt:siteR)\{-1,—3}, alors M(t) diagonalisable
e4dpts:cast=—-1

-1 0
x 1 pt: Ey(M(—1)) = Vect ( 1 ), (0)
0 1

< 1pt : dim (B2(M(-1))) =2
x 2 pts : M(—1) diagonalisable

« 2 pts : si t = —3, M(—1) non diagonalisable

Partie II. Matrices nilpotentes

Une matrice M de .#3(R) est nilpotente si, et seulement si, il existe un entier naturel p non nul tel que
la matrice MP soit la matrice nulle.
7. Soit M une matrice nilpotente de .Z3(R).

Montrer que 0 est une valeur propre de M et que c’est la seule valeur propre de M.

e 2 pts : 0 est valeur propre de M (par ’absurde)

o 1 pt : 0 est la seule valeur propre possible de M
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8. Soit M une matrice nilpotente de .#3(R). On va prouver par I'absurde que M3 est la matrice nulle.
Pour cela, on suppose que M3 n’est pas la matrice nulle.
Notons % = (e1,e2,e3) la base canonique de R? et u ’endomorphisme de 1’espace vectoriel R?
représenté par la matrice M dans la base %.

a) Montrer les inclusions Ker(u) C Ker(u?) et Ker(u?) C Ker(u?).

« 1 pt : Ker(u) C Ker(u?)
« 1 pt : Ker(u?) C Ker(u®)
b) Montrer que les noyaux Ker(u?) et Ker(u3) ne peuvent pas étre égaux. Pour cela, montrer que
dans le cas contraire, le noyau de u? est égal a celui de u’ pour tout entier i supérieur ou égal a
2, et en tirer une contradiction.
« 4 pts : récurrence (Vi > 2, Ker(u?) = Ker(u'))
x 1 pt : initialisation

x 3 pts : hérédité (dont 1 pt inclusion Ker(u?) C Ker(ut!), et 2 pts inclusion
Ker(ut1) c Ker(u?))

« 1 pt : Ker(u?) =R?

e« 1pt:casp=1(u=0gmrs donc M =0 4r) d’ou M3 = 0.4(®))
e 2pts:casp>1

1 pt : Ker(u?) = Ker(u?) = R?

1 pt : Ker(u?) = Ker(u?®) donc M3 = 0.5 (R)

X

X

c¢) Montrer que les noyaux Ker(u) et Ker(u?) ne peuvent pas étre égaux non plus.

e 1 pt : raisonnement par 1’absurde
« 1 pt: Vi > 1, Ker(u) = Ker(u') (récurrence immédiate)
« 1 pt : Ker(u) = Ker(u?) = R* donc M = 0_4,®) d’ott M? =0 4
d) Conclure en considérant la dimension des noyaux mentionnés ci-dessus.
« 1 pt : dim(Ker(u)) < dim(Ker(u?)) < dim(Ker(u?))
e 1 pt : Ker(u) # {Ops}

e« 1 pt:1 < dim(Ker(u)) < dim(Ker(u?)) < dim(Ker(u?®)) < 3, d’out : dim(Ker(u)) =
1, dim(Ker(u?))=2 et dim(Ker(u?))=3

o 1 pt : Ker(u?) = R? donc M? = 0,4, )

9. Soit (a,b,c,d, e, f) un élément de RS, On considére la matrice M = (

o o0 O
—~ O 2
[eoBRSTEES

) de #3(R). On

définit les réels v(M) = ac+ df + be et (M) = bef + ade.
a) Etablir égalité M3 = ~v(M)M + §(M)I5.
ac+be  bf ad )

e 1 pt: M?= de ac + df be
cf ae be + df

ade + bef a’c+ adf + abe  abc + b%e + bdf
e 1 pt: M3 = ac®+bce+ cdf bef + ade acd + bde + d*f
ace + be? + def bef + acf + df? ade + bef
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b)

c)

d)

e)

ade + bef a’c+ adf + abe abc + b%e + bdf
e 1pt:y(M)M+5M)I3= | ac®+bce+ cdf bef + ade acd + bde + d* f
ace + be? + def bef + acf + df? ade + bef

Montrer que la matrice M est nilpotente si et seulement si y(M) et 6(M) sont nuls.
« 2 pts: (=)

x 1Lpt:y(M)M+5(M)I3=0_4m

x 1 pt:~y(M)=46(M)=0 par liberté de (M, I3)
e 1 pt: («)

On suppose que a, b et d sont égaux a 1.
Justifier qu’il existe une infinité de choix pour le triplet (c,e, f) de R? pour lesquels la matrice
M est nilpotente.

o fe-p = —f
e« 1 pt : M nilpotente SSI{ . - —fe

e« 1 pt:sif=1, alors M n’est pas nilpotente

e 1 pt:sif+#1, (—%, —%,f) solution du systéme. Donc il existe une infinité de
triplet pour lesquels M est nilpotente

En déduire que I’ensemble D3 contient une infinité de matrices nilpotentes qui ne sont pas
triangulaires.
0 1 1
e 1 pt: My= *ﬁ 0 1| nilpotente si f #1
,% f o0

« 1 pt : My € D3 (car 0 seule valeur propre de My d’aprés 7.)

o 1 pt; si de plus f # 0, My n’est pas triangulaire. Donc il existe une infinité de
matrices non triangulaires dans Dj

Exhiber une matrice de D3 dont tous les coefficients sont non nuls.

e 2 pts : My + I3 convient (d’aprés 2.)
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Probléme 2 (HEC 2014, parties II et III)

Partie I. Quelques propriétés asymptotiques de la loi de Poisson

Les notations sont identiques a celles de la Partie 1
1 T

1. On pose pour tout réel z > 0 et pour tout n € N* : Jo(z) =1 —e"" et Jn(z) = / t"e " dt.
n: 0

a) Calculer pour tout réel z > 0, Jy(z).

e 1 pt:t—te ! est continue sur le segment [0,z] donc I’intégrale /x t et dt est
bien définie ‘

o 1 pt : IPP valide

elpt: Ji(z)=1—e"—ze™™®

1

b) Etablir pour tout réel 2 > 0 et pour tout n € N*, la relation : J,(z) = J,,_1(x) — — x"e "
n!

x
e 1 pt:t—t" e ! est continue sur [0, z] donc ’intégrale / t" e dt est bien définie
0

e 1 pt : IPP valide

1
e 1 pt:VneN, J,(z) = Jp_1(x) — ] " e *

¢) En déduire pour tout réel z > 0 et pour tout n € N*, une expression de J,(z) sous forme de
somme.

o 1 pt : sommation télescopique
n_ gk

elpt: Jy(z)=1—e" > —

k=0 k!

+oo
d) Montrer que pour tout n € N*, I'intégrale / t"e™t dt est convergente et calculer sa valeur.
0

+o0o
« 1 pt : La fonction ¢ — " e~! est continue sur [0, +oo[ donc ’intégrale / t" et dt
0

est impropre en +oo
k n
"oz x
e 1 pt:nle™ — ~ nle? — = — — 0
=0 k! s—o+e n! e? z—+oo

o 1 pt : croissance comparée

+0o0
o 1 pt : L’intégrale / t" et dt est convergente et vaut n!
0

1
e) Pour tout n € N*, on note : I, = / en (FHn(=2)) g,
0

(i) Montrer que, pour tout n € N* la fonction g, :  — " (z+In(1-2)) Jsfinie sur [0,1] se
prolonge par continuité en 1. Ainsi, pour tout n € N*, I, est bien définie.

« 1 pt : La fonction g, est continue sur [0, 1]
e 1 pt:lim g,(z) =0
z—1
(ii) A T'aide du changement de variable ¢ = n(1 — z), montrer que, pour tout n € N*, on a :

en

« 1 pt : Ce changement de variable est valide car la fonction ¢ : t — 1 — % est
de classe C! sur [0,n].
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e 1pt: I, = exp|(n—t)+nln|—) ) — dt
n n n
n

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé

n
(Q, o/, P), de méme loi de Poisson de paramétre 1. On pose pour tout n € N* : S, = > Xj.

2. a) Reconnaitre, pour tout n € N*, la loi de .S,,.
« 1 pt : indépendance
« 1 pt : Par stabilité des lois de Poisson
e 1pt:S,—P(n)
b) Exprimer pour tout n € N*, P([S,, < n]) et P([S,,

tivement.
e 3 pts:
x 1pt:[S,<n] = U [Sh=F|
k=0
x 1 pt : argument d’incompatibilité
x 1pt:P([Sp<n])=1=Jy(n)
e« 2 pts:
x 1 pt: (casn=1)P([S, >n])=Jp1(n)
x 1 pt: (cas n>1) P([S, >n]) = Jp_1(n)

3. Pour tout n € N*, on note h,, la fonction définie sur Ry & valeurs réelles, telle que : h,(x) =

a) Etudier les variations de h,, sur R.
« 1 pt : La fonction h, est dérivable sur R*
e 1pt:h (x)=a"""1 (n—
e« 1pt:

x) e’ "

=1

> n]) en fonction de J,(n) et J,_1(n) respec-

T 0

n

Signe de A} (z) 0 +

O —

Variations de h,

0

-

1 —n

~Z

b) Etablir pour tout n € N*, la relation :

1 n+1
P(Sust <n+1)=B(S, <n) = —rgsy [ (hua(®) = () e
e« 1pt:
n n+1
P(Spi1 <+ )-P(S, < a) = sy ([ (0 D) = i) e | " (0 i)
e 1 pt : Chasles bien utilisé
e 1pt: (n+1)hn(t) = hpta(t) = by (1)
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c)

d)

b)

c)

n+1

.1 pt: /On (14 1) ha(t) — hosa (£) dt—/ hsa(n) dt

En déduire que la suite (P([S, < n]))n cn- €st décroissante.
« 1 pt : La fonction h,; est croissante sur [0,n + 1].
« 1 pt : Par croissance de ’intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant (n < n+1)

« 1 pt : La suite (P([S,, < n]))nen+ est décroissante

Etudier la monotonie de la suite (P([S, > n]))
o1 pt H

neN**

n n+1
P([Sus1 > n+1]) — P([Sn > 1]) = — (/0 (o () = 1 o1 (1)) dt+/ (1) dt)

e 1 pt : Chasles bien utilisé
e 1 pt: hy(t) —n hp1(t) = —hl(t)

n n+1
. 1pt ;/0 (hn(t) — 1 hn_1(t)) dt:/ ’ ha(n) dt

1 n+1
cLpt s B(Sun 20+ ) RSy ) = [ (alt) ) de
« 1 pt : par croissance de l’intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant (n < n+1)

« 1 pt : La suite (P([Sy(n) = n]))nen+ est décroissante

nens €t (P([Sn, = n]))neN*
e 1 pt : ces deux suites sont décroissantes et minorées par 0

Montrer que les deux suites (P([S, < n])) sont convergentes.

e 1 pt : thm de convergence monotone

Pour les cubes. Justifier, a 'aide du théoréme central limite, 'égalité : lir}rl P([S, < n]) = 3
n—-+0oo
1
Pour les carrés. On admet : lim P([S, < n]) = =.
n—-+0o 2

« 1 pt : hypothéses TCL (en particulier ’indépendance)

Sp—E(S,) Sp—mm S,—-n ¢
«1pt:S:= - - 2y Zou Z— N(0,1
p VV(S,) Vno? Vo noteo ©.1)

e 1 pt: P([S, <n])=P([S} <0)])

n

e 1 pt: lim P([S, <n])=2o(0) = %

n—-+o0o

[
On admet : I, ~ o En déduire, a I'aide de la question 1, un équivalent de n! lorsque n
n

n——+oo

tend vers +o00.

| n+1 In
o 1 t . L=
pt=n e”  Ju(n)
1 1
e 1 pt: Jy(n)=1-P(S, <nl) Nl 1—525

n
elpt:n! ~ +2mn (E)
e

n——+oo

Donner un équivalent et la limite de P([S,, = n]) lorsque n tend vers +o0.

e 1 pt:P([S,=n]) ~ =

n—-+oo 27Tn
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e 1 pt: lim P([S,=n])=0

n——+0o
d) Déterminer ngrfoo P([Sn = n]).
« 1 pt: P([S, >n]) =1—-P([S, < n])+P([S, =n])

e 1 pt: lim P([S,>n]) =

n——+0oo

N |

Partie II. Médianes : cas des variables aléatoires discrétes

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, .27, P), de fonction de répar-

1
tition F. On appelle médiane de X, tout réel m vérifiant les deux conditions : P([X < m]) > B et

1
P([X > m]) > 3 On admet qu'un tel réel m existe toujours.

5. On suppose que 'on a défini un entier N supérieur ou égal & 1 et que X est une v.a.r. a valeurs
dans [0, N — 1].

a) On note m le plus petit entier appartenant a l'ensemble {k € [0, N — 1] | P([X < k]) > %}
Montrer que m est une médiane de X.

« 1 pt : Par définition de m, P([X < m]) > %

e 1 pt : X est a valeurs entiéres
« 1pt:P([X>m]) >3

b) En déduire une fonction Python, nommée mediane (proba), qui prend en parameétre une variable
proba, liste de taille N contenant la loi de X, et renvoie une médiane de X.

def mediane(proba):
k = 0 # décrit les valeurs possibles pour X
S = probal[0] # somme des probabilités élémentaires
while S < 1/2:
k=k+1

N e Jov e e o =

S = S + probalk]
return k
k
o 1 pt:idée P([X <k]) = > P([X =])
j=0

o 1 pt : initialisation des variables
« 1 pt : condition boucle while
o 1 pt : mise a jour des variables

o 1 pt : bonus si tout est juste

6. Dans cette question, X est une variable aléatoire discréte a valeurs dans N admettant une espérance

E(X).

r—1
a) Montrer que, pour tout r € N, ona: E(|X —r|) =E(X) —r+2 Y (r—k)P([X = k]).
k=0
e 1 pt : thm de transfert
o 1 pt : preuve de la convergence absolue
N r—1 N
« 1pt: kZ_IO |k —r| P([X = k]) = kZ_ZO (r—k)P(X = &]) + kZ_Z (k—r)P([X = k])

« 1 pt : la famille ([X = k]), .y est un systéme complet d’événement
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d)

e 1 pt : fin du calcul

r—1 r—1
Démontrer : > F(k)= > (r—k)P([X =k])
k=0 k=0
r—1 1
En déduire que, pour tout 7 € N, ona: E(|X —r|) =E(X)+2 ) (F(k) - 2>
k=0
r—1 r—=1 k
e 1pt: > F(k)= 2 > P(X =)
k=0 k=0 j=0
r—1 r—1r—1
« 1 pt: F(k) = P([X = j]) (interversion de sommes)
k=0 =0 k—j
r—1r—1 ) r—1 ) )
« 1pt: PX =J]) = > (r = )P(X = j])
i=0 k=j =0
r—1 r—1
elpt:r=31=2%1
k=0 k=0
r—1 1
«1pt:E(|X—r|)=EX)+2 ¥ <F(k)—2>
k=0

Soit m une médiane de X. On suppose que m € N*,
Déterminer, pour tout € N*, le signe de E(|X —r|) — E(|X —m/). Conclure.

. 1pt:E(|X_T|)_]E(|X_my):2;§:j; (F(kz)—i) -2 mil (F(k)—;>

k=0
elpt:casr=m

e 2pt:casr>m
e2pt:casr<m

« 1 pt : La suite (E(|X —r[) —E(|X —m]))
minimum vaut 0.

N admet un minimum, atteint en m. Ce

On suppose que X suit la loi de Poisson de parameétre n (n € N*).
En utilisant les questions 8. et 4., jutifier que n est une médiane de X.

2n
En utilisant les questions 6.a) et 4.c), montrer que E( | X — n|) est équivalent & |/ — lorsque
T

n tend vers +oo.

e 1pt:P([S,<n])>1 et P([S, = n]) > 3

e 1 pt : n est une médiane de X
n—1

e 1pt:E(|X—n|)=2 3 (n—k)P(X =k]) (X < P(n) donc E(X) =n)
k=0

« 2 pt: E(|X —n|) =2nP([S, = n])
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Exercice 3 (inspiré d’un oral ESCP)

Soit p € |0,1[ et ¢ =1 — p. Soit R € N*. On dispose de R piéces de monnaie numérotées de 1 a R qui
donnent chacune « pile » avec la probabilité p.
On effectue une suite de manches avec ces piéces de la maniére suivante :

x lors de la premiére manche, on lance chaque piéce une fois;

x aux manches suivantes, on ne relance que les piéces qui n’ont pas donné « pile » aux manches
précédentes ;

x on s’arréte lorsque toutes les piéces ont donné « pile ».

Pour tout k € [1, R], on note X}, le nombre total de lancers effectués avec la k*™¢ piéce.

On note Y le nombre de manches effectuées.

1. Simulation informatique. Recopier et compléter la fonction Python suivante pour qu’elle simule
I’expérience et renvoie le nombre de manches effectuées.

1 def simulExp(R, p):

2 Y=0

3 nb_pieces = # Nombre de piéces qu’il reste a lancer
4 while nb_pieces !'= ____ :

5 Y =

6 # Nombre de pile obtenus & cette manche

4 nb_piles =

8 nb_pieces =

9 return Y

« 5 pt : 1 pt par ligne correcte

2. Déterminer, pour tout k € [1, R], la loi de X}, son espérance et sa variance.
« 1 pt : explication expérience et v.a.r.
« 1pt: Xy —G(p)
l-p ¢

1
(X0 = 1 et VX =

3. a) Démontrer : Y = max(Xy,...,XRg).
o 1 pt : explication simple et correcte de 1’égalité

e 1 pt : preuve a w fixé

b) En déduire une nouvelle fonction Python simulY(R,p) simulant la variable aléatoire Y.

def simulY(R,p):
Y = rd.geometric(p)
for k in range(R-1):
X = rd.geometric(p)
if X > Y:
Y =X
return Y

N o ot b e o e

o 1 pt : initialisation
« 1 pt : boucle for de bonne taille

e 2 pt : structure conditionnelle

10
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1 pt : bonus si tout est juste

¢) En déduire la loi de Y.

b)

d)

1pt:Y(Q) =N

1pt:P([X1<k])=1—¢F

1pt:P([Y <k)=(1-¢)"

1 pt : argument d’indépendance
lpt:P([Y:k]):]P’([ng])—IP([ng—l])

Démontrer que, pour tout k € N* :

P(Y =k])=P([Y >k—1]) —P([Y > k])

1pt:[Y>KUY=k=[Y>k—1]
1 pt : Y est a valeurs entiéres

1 pt : incompatibilité

En déduire : VN € N*, % JP([Y =4]) :NilP([Y>j]) — NP([Y > NJ).
j=1 =0

J

=

N N

1 pt: le]P’([Y:j]): leIP’([Y>j—1])—
Jj= Jj=

1 pt : décalage d’indice

N N—-1
1pt: 2 JR([Y =j]) = X B(V>j]) - NE([Y > N])

1JIP’([Y>.7'])

J

Soit o € R. Rappeler le développement limité a 'ordre 1 en 0 de la fonction x — (1 + x)%.

1pt: (14+x2)*=14+az+ o (z)
z—0

En déduire que Y admet une espérance et :

IE(Y):]JS;IF’([Y>I<:])

1 pt : La v.a.r. Y admet une espérance si et seulement si la série Y. n P([Y =n])
est absolument convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient a
démontrer qu’elle est convergente.

Lpt: NP([Y>N)) =N (1-(1-¢")")
1pt:1—(14+2)* ~ —ax

xz—0

1pt: N (1-(1-¢M)") ~ RN

N—+oo

1pt: RN¢¥ — 0 par croissance comparée, car g € | — 1,1]
N—+o0

1 pt : La série ) ¢" est convergente en tant que série géométrique de raison
ge ] —1,1].

Il en est de méme de la série > R ¢" car on ne change pas la nature d’une série
en multipliant son terme général par un réel R # 0.

1 pt : d’aprés le critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série ) IP’( [Y > n] )
est convergente

11
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5. Soit la fonction f : [0, +oo[ — R définie par f: 2 +— 1 — (1 —¢*)%.

+00
Etablir la convergence de l'intégrale / f(x) dz et montrer :
0

+oo R—
/0 f(z) de = — ! Zl S

Indication : faire apparaitre une somme géométrique.

+oo
« 1 pt : La fonction f est continue sur [0, +oco[ donc I’intégrale / f(x) dx est impropre
0
en +oo.
B
.4pt:/ f(z) do =
0
+oo

—1 R=l(1- eln(q)B)kJrl

In(q) = k+1

-lpt:/o f(x) dx = — 2:27

6. a) Démontrer : Vk € N*, f(k) < flx)dz < f(k-1).
k—1

e« 1pt: f/(x) = R (1 _eln(Q)w)R_l % ln(q) eln(@)z
« 1 pt : f est décroissante sur [0, +o0|

« 1 pt : par croissance de I’intégrale, les bornes étant dans 1’ordre croissant (k—1 < k)
N+1 N N
b) En déduire : VN € N*, / flz)de < > f(k) < / f(z) dz + 1.
0 k=0 0

m m—1 m m
. 1pt :pourtout7n€EN*,]£ FOd < ) et 1) < jﬁ () dt

o 1 pt : premiére inégalité en m = N + 1 € N*

« 1 pt : deuxiéme inégalité en m = N € N* et en ajoutant f(0) =1 de part et d’autre

¢) Etablir 'encadrement :

1 R—1 1 1 R—1 1
— < EY) < 1- —_—
In(q) j=o k+1 () In(q) kz::o k+1

En déduire un équivalent de E(Y') lorsque R tend vers +oo.
R-1 1
k=0 k + 1 R—:—oo

o 1 pt : tout converge donc on peut faire un passage a la limite dans ’encadrement
de la question précédente lorsque N — 400

On pourra admettre sans démonstration : In(R).

1 Ril 1 R-1

_ 1 1 1 1

Lot s In(q) P k+1 E(Y) 1 N In(q) kZ::O k+1
M " In(R) S Thw S @ “Ta(R)
n(q) In(q) In(q) na)

o 1 pt : justification division valide

E(Y
o 1 pt : par théoréme d’encadrement : lim Q =1
R->Yoo _In(R)

In(q)
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