Lycée Carnot TD : Fonctions de deux variables E2A

Exercices de cours

Exercice 1 : Soit [ : (x,y) — 2%+ y2 + 2xy — 2x — 2y + e — 2¢¥ définie sur R?.
1. Montrer que f est de classe c? sur R%.
2. (a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.
(b) Montrer que f admet un unique point critique, que 'on déterminera. On le note (zg, yo)-
3. (a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de f.

(b) Est-ce que f admet un extremum local au point (xg,yo) ?

4. Développer D'expression (z +y — 1) + (e - 1)2. Que peut-on en déduire sur le point (zg, o) ?

Exercice 2 :(EDHEC 2021) Soit f la fonction de R X R dans R définie par :

V(z,y) ERXR, f(z,y) = 2°+y° —3ay

Partie 1

1. Justifier que f est de classe ¢? sur R%.

2. (a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.
(b) Déterminer les points critiques de f.

3. (a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de f.
(b)

b

Vérifier que f ne présente un extremum local qu’en un de ses points critiques et préciser sa nature et sa
valeur.

4. Cet extremum est-il global ?

Partie 2

On note g la fonction de R dans R définie par :
Yz eR, g(z) = f(z,1)

5. Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 4, ’équation g(z) = n, d’inconnue z, possede une
unique solution que 1’on notera u,,.
6. On note h la restriction de g a [1, +o00[.
(a) Déterminer le tableau de variations de i~
(b) En déduire lim wu,.

n—+00

(c) En déduire, en revenant a la définition de wu,,, le réel a pour lequel on a : u,, ~ n.

n—+00

Exercice 3 : On considére la fonction g définie pour tout réel = par
g(x) =z +1+2"
ainsi que la fonction f de deux variables réelles x et y définie par
flz,y) =e"(z + v+ e”).

1. Etudier les variations de g et donner les limites de g(z) lorsque z tend vers +00 et —o0.

2. Déduire des variations de g lexistence d’un unique réel o, élément de l'intervalle [—2, —1] tel que g(a) = 0 (on
rappelle que e = 2, 7).

3. Déterminer le seul point critique de f.

4. Vérifier que f présente un extremum local § en ce point. Est-ce un maximum ou un minimum ?

5. L’extremum trouvé est-il global 7
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In(1-x)

————— définie s 1[.
n(2) définie sur ]0, 1[

Exercice 4 :(EML 2020) On considéere la fonction f : z
Partie A : Etude de la fonction f
1. Montrer que f est dérivable sur ]0,1[ et que 'on a :

1

Vo e 10,1[, f(z) =
z(1-2)(In(z))

5 (—zIn(z) - (1-2) In(1-2x))

2. (a) Justifier : V¢ € ]0,1[, ¢t In(¢) < 0
(b) En déduire que la fonction f est strictement croissante sur 0, 1[.

3. (a) Montrer que la fonction f est prolongeable par continuité en 0.
On note encore f la fonction ainsi prolongée en 0. Préciser f(0).

(b) Montrer que f est dérivable en 0 et préciser f'(0).
4. Calculer la limite de f en 1. Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de f 7

5. Tracer I'allure de la courbe représentative de f dans un repere orthonormé, en faisant figurer la tangente en 0
et les branches infinies éventuelles.

Partie B : Etude d’une suite

On note, pour tout n de N*, (E,,) 'équation : " + 2 —1 = 0.

6. Soit n € N*. Etudier les variations sur R, de la fonction z —» z" + 2 — 1.
En déduire que 1’équation (F,,) admet une unique solution sur R, que ’on note u,,.

7. Montrer que, pour tout n de N*, u,, appartient & Iintervalle ]0, 1[.
8. Déterminer u; et us.
9. (a) Montrer, pour tout n de N* : f(u,) = n.

(b) En déduire que la suite (u,,),en* est croissante.

(¢) Montrer que la suite (u,,),en+ converge et préciser sa limite.

Partie C : Etude d’une fonction de deux variables

On considere la fonction F de classe C* sur I'ouvert ]0, +0o[> définie par :
2

F:(m,y)Hm2y+x2—%—2x

10. (a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de F' en tout point (z,y) de ]0, +oo[2.

(b) Montrer que la fonction F' admet (us, ug) comme unique point critique, ou le réel uz est 'unique solution
sur R, de I’équation (E3) définie sans la partie B.

11. (a) Ecrire la matrice hessienne, notée H, de la fonction F au point (ug, ug)

(b) Montrer que la matrice H admet deux valeurs propres distinctes, notées A\; et Ao, vérifiant :
2
)\1 )\2 = —6U3 -2

12. La fonction F présente-t-elle des extrema locaux sur ]0, +oo|:2 ?
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1
Exercice 5 :(EML 2014) On considére 'application ¢ : ]0,+00[ = R,z + e” — ze*. On admet 2 < e < 3.

Partie I : Etude de la fonction ¢

1. Montrer que ¢ est de classe C> sur ]0, +oo[, calculer, pour tout z de ]0,+0o[, ¢'(z) et ¢"(x) et montrer :
m 3r+1 1

V€ ]0,+00[, ¢ () =€’ + —5— e=.
x

2. Etudier le sens de variation de ¢" et calculer ¢"(1).
En déduire le sens de variation de go', et montrer : Yz € ]0, +00[, go’(;v) =e.

3. Déterminer la limite de ¢(x) lorsque x tend vers 0 par valeurs strictement positives.
o(x)

4. Déterminer la limite de lorsque x tend vers +00, et la limite de ¢(x) lorsque = tend vers +0o.

5. On admet : 15 < ¢©(3) < 16. Montrer : Vz € [3, +00[, ¢(z) = ex.
On note C la courbe représentative de .

6. Montrer que C admet un unique point d’inflexion, déterminer les coordonnées de celui-ci et I’équation de la
tangente en ce point.

7. Dresser le tableau de variations de ¢, avec les limites en 0 et en +00, et la valeur en 1.
Tracer l'allure de C et faire apparaitre la tangente au point d’inflexion.

Partie II : Etude d’extremum pour une fonction réelle de deux variables réelles
On note U = Rx ]0, +00[ et on consideére I'application : f : U - R, (z,y) = zy — " In(y).

8. Représenter graphiquement I’ensemble U.

9. Montrer que f est de classe ¢? sur Pouvert U et calculer, pour tout (z,y) de U, les dérivées partielles premicres
et les dérivées partielles secondes de f au point (z,y).

10. Etablir que, pour tout (z,y) de U, (x,y) est un point critique de f si et seulement si :
1
>0 et y=er et (x)=0

11. En déduire que f admet un point critique et un seul, et qu’il s’agit de (1,e).
12. Est-ce que f admet un extremum local en (1,e)?

13. Est-ce que f admet un extremum local sur U ?

Partie III : Etude d’une suite et d’une série
On considére la suite réelle (uy, )nen définie par ug = 3 et : Vn € N, upi1 = ©(uy,).

14. Montrer que, pour tout n de N, u,, existe et u, > 3e".
(on pourra utiliser les résultats de la Partie I)

15. Montrer que la suite (u,,) est strictement croissante et que u,, tend vers +0c0 lorsque n tend vers 'infini.

16. Ecrire un programme Python qui affiche et calcule le plus petit entier n tel que u, = 10°.

1
17. Quelle est la nature de la série de terme général -—7
n
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Exercice 6 :(ECRICOME 2019)

On considére la fonction f définie sur Pouvert de R} x R} par :
x 2 1
V(xay)ERiXRj7 f('r7y)=y_2+y +§

La premiere partie consiste en 1’étude des extrema éventuels de la fonction f, et la deuxiéme partie a pour objectif
I’étude d’une suite implicite définie a ’aide de la fonction f. Ces deux parties sont indépendantes.

Partie A

1. On utilise Scilab pour tracer les lignes de niveau de la fonction f. On obtient le graphe suivant :

0.8 -

074

0.6 -

e e ) |

Etablir une conjecture a partir du graphique quant a l’existence d’un extremum local pour f, dont on donnera
la nature, la valeur approximative et les coordonnées du point en lequel il semble étre atteint.

2.

(a)
(b)

()

(d)

Démontrer que f est de classe c? sur R X R}.

Calculer les dérivées partielles premieres de f, puis démontrer que f admet un unique point critique, noté
A, que 'on déterminera.

Calculer les dérivées partielles secondes de f, puis démontrer que la matrice hessienne de f au point A est
2 =2
la matrice H définie par : H = (_2 8 )

En déduire que la fonction f admet au point A un extremum local, préciser si cet extremum est un minimum,
et donner sa valeur.

Partie B

. . s . *
Pour tout entier n non nul, on note h,, la fonction définie sur R, par :

1

V>0, h,(z) = f(a",1) = :vn+1+xn
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3. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, la fonction h,, est strictement décroissante sur ]0,1[ et
strictement croissante sur [1, +oo][.

4. En déduire que pour tout entier n non nul, I’équation h,,(z) = 4 admet exactement deux solutions, notées u,, et
v, et vérifiant : 0 < u,, < 1 < v,.

5. (a) Démontrer :
(x _ 1)(1'27L+1 _ 1)

xn+1

V>0, VneN*, hy(z) = hy(z) =

—~
=

o
NN N NN NN

En déduire : Vn € N*, h,,1(v,) = 4.
Montrer alors que la suite (v,,) est décroissante.

Démontrer que la suite (v,,) converge vers un réel £ et montrer : £ > 1.

&
~ o~ o~
124

En supposant que ¢ > 1, démontrer : lim wv, = +00. En déduire une contradiction.
n—+0o0o

Déterminer la limite de (v,,).

Montrer : Vn =1, v, < 3.

~ o~~~
¢

Ecrire une fonction Python d’en-téte def h(n,x): qui renvoie la valeur de h,,(x) lorsqu’on lui fournit un
entier naturel n non nul et un réel z € R} en entrée.

(¢) Compléter la fonction suivante pour qu’elle renvoie une valeur approchée a 107° pres de v,, par la méthode
de dichotomie lorsqu’on lui fournit un entier n = 1 en entrée :

def Approxv(n):
a=1
b=3
while (b-a) > 10**x(-5):
c = (a+b)/2
if h(n,c) < 4 :

l© oo N & Jer B e N e

Is

(d) A la suite de la fonction Approxv, on écrit le code suivant :

X = np.arange(1,21)
Y = np.zeros(20)
for k in range(20):

Y[k] = Approxv(k+1)**(k+1)
plt.plot(X,Y,’x’)
axes = plt.gca()
axes.set_ylim([1, 31)

[ES T (= N 5 B N SR R

A Texécution du programme, on obtient la sortie graphique suivante :

3.00

275
XX M M X M X M M X MM NN M MK KKK
250
225

200

25 5.0 5 100 125 150 175 200
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Expliquer ce qui est affiché sur le graphique ci-dessus.
Que peut-on conjecturer ?
3+5
5
(f) Retrouver ainsi le résultat de la question 7.c).

(e) Montrer : Vn =1, (v,)" =

Exercice 7 :(EML 2019) On considére la fonction f définie sur ]0, +oo[ par :

YVt e ]0,+oo[, f(t)=t+ %

PARTIE A : Etude d’une fonction d’une variable

1. Etudier les variations de la fonction f sur ]0, +0o[.
Dresser le tableau de variations de f en précisant les limites en 0 et +00.

2. Montrer que f réalise une bijection de [1, +0o[ vers [2, +00[.
On note g : [2,+00[ — [1,+00[ la bijection réciproque de la restriction de f a [1,+oo[.
3. (a) Dresser le tableau de variations de g.
(b) Justifier que la fonction g est dérivable sur ]2, +oo[.

(c) Soit y € [2,+00[. En se ramenant & une équation du second degré, résoudre 1’équation f(¢) = y d’inconnue
t € 10, +oo[. En déduire une expression de ¢g(y) en fonction de y.

PARTIE B : Etude d’une fonction de deux variables

On considere la fonction h de classe C* sur Pouvert U = ]0, +00[ X 0, +00[ définie par :

V(z,y) €U, h(z,y) = (% + %) (1+2)(1+y)

4. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de h en tout (z,y) de U.
5. Soit (x,y) € U. Montrer :
_ 2
(z,y) est un point critique de h < { i - 52

6. En déduire que h admet un unique point critique sur U dont on précisera les coordonnées (a, b).

7. (a) Vérifier : V(z,y) € U, h(z,y) =2+ f(z) + f(y) + f(%)

(b) En déduire que h admet en (a,bd) un minimum global sur U.
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Exercices supplémentaires

Exercice 8 : Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C” sur 'ouvert U proposé, et calculer les dérivées
partielles premieres et secondes de f.

1.
2.

3.

f définie par f(z,y) = 2° + 32°y — zy + y° sur U = R*;
f définie par f(z,y) = (z +y)(1 — 22 — 2y) sur U = R?;

f définie par f(z,y) = % sur U = R* = {(0,0)};
z Y

f définie par f(z,y) = 2 (In(z) + = + y°) sur U = RY x R;

2 2
. f définie par f(z,y) =azy e ” ¥ sur U = R?;

f définie par f(z,y) = lﬂ sur U = ]0, +oo[ X ]1,+00[;

n(y)

f définie par f(z,y) = e In(1 + 2° + y°) sur U = R*.

Exercice 9 :(EML 2015) On considere 'application ¢ définie sur R par

1.
2.

o(z) = 22" =1, pour tout réel z.

Dresser le tableau de variations de ¢ en précisant la valeur de ¢ en 0 et les limites en — + 00 et +00.

Etablir que I'équation e” = l_—lz, d’inconnue x > 0, possede une unique solution, notée «, et que o appartient a
Pintervalle 11/2,1][.

On considere 'ouvert U =]0, +0o[ XR et la fonction g définie sur U par

A

1
g(z,y) = z+ ¢’ —ye’, pour tout (x,y) dans U.

Représenter graphiquement 1’ensemble U'.

Calculer les dérivées premieres de g sur U.

Montrer que g admet deux, et seulement deux, points critiques qui sont («,0) et (a, —2).
Est-ce g admet un extremum local en (a,0) ?

Est-ce g admet un extremum local en (o, —2)?

Est-ce g admet un extremum global sur U ?

Exercice 10 : On considére la fonction f définie sur R, X R, par :

1.
2.

In(1 + x)

f(z,y) = il

N

Expliciter les applications partielles de f en (2,1).

Montrer que f est continue sur R, X R,, puis que f admet un maximum et un minimum sur [0,1] x [0, 1].

Exercice 11 : On considére la fonction f définie sur R? par f(z,y) = zy.

1.
2.

Montrer que f est continue sur R

Déterminer les lignes de niveau de f.

Exercice 12 : Soit f définie sur R* par f(z,y) = 52> — 62y + 22 + 2y° — 2y + 1.

1.
2.
3.

Calculer les dérivées partielles premieres de f.
Déterminer 1'unique point (a,b) en lequel f est susceptible de présenter un extremum local.

Prouver que f atteint un minimum en (a,b).

31\ 1
Calculer, pour tout (z,y) € R%, 5 (Jc —EY+ 5) +x (y — 2)*. En déduire que f admet un minimum global sur

R?. Quelle est la valeur de ce minimum ?
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Exercice 13 :(d’aprés INSEEC 2002)
On considere la fonction g définie sur R? par :

V(x,y,2) € R?, g(x,y,2) = 42” + 4y2 +22° + daz - dyz
On définit la fonction f : R® > R par :
2 2
V(z,y) eRY, f(z,y) = g(z,y,y")

On dit alors qu’on étudie la fonction g sous la contrainte z = y2.

1. Expliciter f(x,y), et calculer :

()@, y), Ba(f)(,y), () (x,y), Bl f)a,y) et () (z,y)

. . , 2
2. Déterminer les extrema éventuels de f sur R”.

1)\’ 1)\’
3. Montrer que, pour tout (z,y,z) € R®, g(z,y,z) = 4 (m + 52) +4 (y - 52) .
En déduire que f admet un minimum global en (0,0).

4. Montrer que f présente un minimum local en (-2, 2).

5. Déterminer le développement limité d’ordre 2 de f en (—5, 1.

1 1
En déduire le développement limité d’ordre 2 de f (—5 +h,1+ h) et de f (—5 +h,1- h), lorsque h est au

1
voisinage de 0. En déduire que f ne présente pas d’extremum local en <_§’ 1) .

Exercice 14 :(d’aprés EDHEC 2005)
Soit f la fonction définie sur R? par : V (z,y) € R?, f(x,y) = 2™V,
1. Justifier que f est de classe ¢? sur R%.
2. (a) Déterminer les dérivées partielles premieres de f.
En déduire que le seul point en lequel f est susceptible de présenter un extremum local est A = (—1,0).

Déterminer les dérivées partielles secondes de f.

Montrer que : Y (z,y) € R?, f(z,y) = ze”.
En étudiant la fonction g : « + z €”, conclure que l'extremum trouvé & la question 3.b. est un extremum
global de f sur R

)
)
b) Montrer qu'effectivement f présente un extremum local en A. En préciser la nature et la valeur.
)
)

Exercice 15 :(d’aprés EDHEC 2006)
Soit f la fonction définie pour tout couple (z,y) de R* par :

flz,y) =2x2+2y2+2xy—x—y

1. (a) Calculer les dérivées partielles premieres de f.

11
b) En déduire que le seul point critique de f est A = (5’ 6)'

(a)
(b)
2. (a) Calculer les dérivées partielles secondes de f.
(b)

Montrer que f présente un minimum local en A et donner la valeur m de ce minimum.
y 1\* 3 1\?
3. (a) Développer 2(35 +35 - 4_1) +3 (y - 6) )
(b) En déduire que m est le minimum global de f sur R

4. On considere la fonction g définie pour tout couple (x,y) de R? par :

x+y x Yy

g(z,y) = 2e°" + 20 + 2e e —e’.
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(a)
(b)

1
Utiliser la question 3) pour établir que : Y (z,y) € R?, g(z,y) = ~5

En déduire que g possede un minimum global sur R? et préciser en quel point ce minimum est atteint.

Exercice 16 :(d’aprés ESC 2005)
On consideére la fonction f définie sur Pouvert U = ]0; +00[ X ]0; +oo[ par :

f(z,y) = 2" In(y) — yIn(z)

1. On note g la fonction définie sur ]0; +o0o[ par g(t) = 4t> — 2¢In(t) — 1.

Montrer que g est C> sur son domaine et calculer ¢'(t) et ¢"(t) pour ¢ > 0.
Etudier les variations de g’ sur |0; +oo[, puis celle de g sur ]0; +o0o[.

(On précisera a chaque fois les limites aux bornes)

En déduire qu’il existe un unique élément strictement positif « tel que g(a) = 0.
Vérifier que : In(a) = 2 — %.

Montrer que f est de classe ¢? sur U.

Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.
2
x
En déduire que si (zq,yg) est un point critique de f, alors xg > 1 et yg = %.
n\ro

Etablir alors que g(In(z)) = 0.
2a

e
En déduire que f posséde un unique point critique noté M, de coordonnées (ea, 7) ou « est le réel défini
au l.c.
Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de f.

En utilisant la relation de la question 1.d), montrer que :

Yo 2

(%)2 o

21In(yq) +

En déduire que la fonction f ne présente pas d’extremum.

Exercice 17 :(d’aprés ESCP 2002 - Maths III )
Soit a un parametre réel et F, la fonction définie sur R? par :

-3 1 1 T
V(z,y) €R®, Fu(z,y) = (z y o) 1 -3 1|y
1 1 -3 a

1. Déterminer, pour tout (z,y) € R?, Pexpression de F,(z,y) en fonction de z,y et a.

2. Vérifier que cette fonction est de classe C ! sur R® et calculer ses dérivées partielles d’ordre 1 en tout point (z,y)
de R”.

3. Montrer qu’il existe un unique point (zg, ) de Rz, que 'on précisera, en lequel les dérivées partielles d’ordre 1
de F, sont nulles.
Calculer F,(xq,yo)-

4. Calculer, pour tout couple (x,y) de RZ, le nombre :

1
Ga(w,y) = Fu(w,y) + 332 -y —a)” +20°

et préciser son signe.

L1 . . 2
5. En déduire que la fonction F, admet un unique extremum sur R”.
Préciser s'il s’agit d’un minimum ou d’un maximum global et donner sa valeur notée M (a).

6. Montrer que la fonction M qui, & tout réel a associe le nombre M(a), admet un unique extremum que ’on
précisera. Que peut-on en conclure ?
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Exercice 18 :(d’aprés EML 1997)
On considere la fonction f: RxR — R

(z,y) ~» 2> -2zy+2y° +e "
1. Etablir que Péquation e * = z, d’inconnue z € R, admet une solution et une seule, qu’on notera par la suite z.
2. Montrer que 'unique point critique de f est le point (:Eo, 12—0)
3. (a) Ecrire la matrice hessienne, notée H, de f au point (aco, %)
(b) Montrer que H admet deux valeurs propres distinctes, notées A\; et Ao, vérifiant :

A1+ Ao
A1 A

6+J30
4+4I’0

(c¢) La fonction f présente-t-elle un extremum local au point (xo, %0) ?

Exercice 19 :(d’aprés ECRICOME 2009)
On consideére I'application ¢ définie sur R*™ par :

o (x) =21n(§)+%

ainsi que la fonction numérique f des variables réelles x et y définie par :

V (2,y) € 10,+00[ x 10, +00[, f(z,y) =" ¥ In (xy)

Etude des zéros de ¢

1. Déterminer la limite de ¢ (x) lorsque x tend vers 0 par valeurs positives. Interpréter graphiquement cette limite.

x
2. Déterminer la limite de ¢ (x) lorsque x tend vers +00, ainsi que la limite de 2
Interpréter graphiquement cette limite.

lorsque x tend vers +00.

3. Justifier la dérivabilité de ¢ sur R™™, déterminer sa dérivée.
4. Dresser le tableau de variation de ¢, faire apparaitre les limites de ¢ en 0" et +00.

5. On rappelle que In (2) =0, 7.
Montrer I'existence de deux réels positifs a et 5 tels que :

pla)=p(B)=0 avecO<a<%<ﬁ

6. Proposer un programme en Python permettant d’encadrer v dans un intervalle d’amplitude 1072

Extrema de f sur ]0,+oo[ X ]0, +00[

1. Justifier que f est de classe C* sur ]0, +0o[ x ]0, +0o[ .

2. Calculer les dérivées partielles premieres et prouver que pour z et y strictement positifs :

O1(F) () = f (y) + 2=
Os(f) (w,y) = 4f (z,y) + %emy

Q@
3. Montrer que les points de coordonnées respectives (a, Z) et (67 g) sont des points critiques de f sur ]0, +0o[ X
10, +oo[.
4. Calculer les dérivées partielles secondes sur ]0, +oo[ X ]0, +0o[ et établir que :
a—1 2a0

ot F) =

[e%




Lycée Carnot TD : Fonctions de deux variables E2A

a
5. La fonction f présente-t-elle un extremum local sur ]0, +oo[ X ]0, +oo[ au point de coordonnées (a, Z) ?

Si oui, en donner sa nature (maximum on minimum).

6. De méme, f présente-t-elle un extremum local sur ]0, +oo[ X ]0, +oo[ au point de coordonnées (ﬁ, Z) ?

Exercice 20 :(d’aprés EML 2017)
On considére la fonction f : ]0, +oo[ — R définie, pour tout = de ]0, +oo[, par :

f(z) =e" —eln(x).
On admet les encadrements numériques suivants :

2,7<e<2,8 T.3<e’<T7,4 0,6<In(2)<0,7.

Partie I : Etude de la fonction f

1. (a) Montrer que f est deux fois dérivable sur ]0, +0o[ et calculer, pour tout z de 10, +0o[, f'(z) et f"(x).

(b) Dresser le tableau de variations de f' avec la limite de f' en 0 et la limite de f' en +00 et préciser f'(1).

[\

. Dresser le tableau de variations de f avec la limite de f en 0 et la limite de f en +o00 et préciser f(1).
3. Tracer l'allure de la courbe représentative de f.
10,+00[ - R

4. (a) Etudier les variations de la fonction u : 1 .
z - f(z)-=z

(b) En déduire que I’équation f’(x) = z, d’inconnue z €]0, +0o[, admet une solution et une seule, notée «, et
montrer : 1 < o < 2.

Partie IV : Etude d’une fonction de deux variables réelles

On considere la fonction F : ]1, +00[*— R, de classe C* sur Pouvert ]1,+00[?, définie, pour tout (z,y) de ]1,00[?,
par :
F(a,y) = f(=) + f(y) — zy.

1. Montrer que F' admet un point critique et un seul et qu'il s’agit de («a, a), le réel o ayant été défini & la question
4. de la partie 1.

2. (a) Déterminer la matrice hessienne de F en (a, o).

(b) La fonction F' admet-elle un extremum local en (o, ) ?
Si oui, s’agit-il d’un maximum local ou s’agit-il d’un minimum local 7

Exercice 21 :(d’aprés EML 2018)
Dans tout cet exo, f désigne la fonction définie sur ]0, +oo[ par :

Vz € ]0,+o00[, f(x) =2z —In(z)
Partie I : Etude de la fonction f

1. Dresser le tableau de variations de la fonction f en précisant ses limites en 0 et en +00.

2. Montrer que I’équation f(x) = 2, d’inconnue x € ]0, +00[, admet exactement deux solutions, que I'on note a et
b, tellesque 0 < a<1<b.

3. Montrer : b € [2,4]. On donne : In(2) =0, 7.
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Partie IV : Etude d’une fonction de deux variables

On considere la fonction H de classe C* sur l'ouvert U = 10, +oo|:2 définie par :

2
Y(z,y) € 10, +00[>, H(z,y) = :% —xy—2x +¢’
1. (a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de H en tout (z,y) de U.
(b) Montrer que la fonction H admet exactement deux points critiques : (a,1n(a)) et (b,In(b)), ou les réels a
et b sont ceux introduits dans la question 2.
2. (a) Ecrire la matrice hessienne, notée M,, de H au point (a,In(a)).

(b) Montrer que M, admet deux valeurs propres distinctes, notées A; et Ay, vérifiant :

AL+ Ao
A1 Ag

a+1
a—1

(¢) La fonction H présente-t-elle un extremum local au point (a,In(a))?

3. La fonction H présente-t-elle un extremum local au point (b, 1n(b)) ?
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