Lycée Carnot DM : Graphes aléatoires d’Erdés-Renyi E2A

Partie A : Partie aléatoire d’un ensemble fini et indépendance asymptotique

Soit n = 2 et soit E = {ey,...,e,} un ensemble de cardinal n. Soit N € [0,n].

1. Rappeler quel est le nombre de parties de E, puis quel est le nombre de parties de £ a N éléments.

Démonstration. Si E est de cardinal n, alors 'ensemble des parties de E est de cardinal 2". De plus, il y a (;)

parties de F a N éléments. O

On note 2 ensemble des parties de E a N éléments. On munit (2, P(2)) (qui est fini d’aprés la question précédente)
de la probabilité uniforme P.

(Exzemple : on pourra penser & ) comme 'ensemble des mains de N cartes possibles lorsque l'on tire au hasard et
simultanément N cartes dans un jeu de n cartes)

On note, pour tout ¢ € [1,n],

Q - R
T; : 1 sie; Ew
w -
0 sinon

Autrement dit, si I'on note 4; = {w € Q | e; € w}, alors T; = 14, (la variable aléatoire indicatrice de A;).

(En reprenant lexemple du jeu de cartes, A; est l’événement : « la main tirée contient la carte numéro i »)

2. (a) Montrer que les variables aléatoires T; (¢ € [1,n]) suivent toutes la méme loi de Bernoulli. On note p le
parametre de cette loi (on ne demande pas d’expliciter p dans cette question).

Démonstration. Soit ¢ € [1,n]. Tout d’abord, T;(2) = {0,1} donc T; suit une loi de Bernoulli. Notons p; le
parametre de cette loi. Par équiprobabilité, chaque élément e; (j € [1,n]) joue le méme réle que les autres
et donc les p; sont deux a deux égaux. On note p le parametre commun de cette loi de Bernoulli. O

(b) Que vaut Z T;7
i=1

n
Démonstration. Soit w € ). L’entier Z T;(w) est égal au nombre d’éléments de E qui appartiennent & la
i=1

n

partie w. Or, cette partie w possede N éléments par définition de €2, d’ou ZTi(w) = N. Ceci étant vrai
i=1

pour tout w € £, il vient que :

T,=N

n
i=1

(¢) En déduire la valeur de p.

n

Démonstration. La variable aléatoire Z T; admet une espérance comme somme de variables aléatoires qui
i=1
en admettent une et, par linéarité de ’espérance,

n n n
E(ZT) =Y E(T;)=) p=mnp
i=1 i=1 i=1
D’autre part,

E(nﬂ)=E(N)=N

7

D’ou

p:

N
n
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3. (a)

Cas N = 0. Que vaut T; pour i € [1,n] ? Les v.a.r. T; sont-elles indépendantes ?

Démonstration. Si N = 0, alors les variables aléatoires T; sont toutes constantes égales a 0. Dans ce
cas, elles sont indépendantes (toute variable aléatoire constante est indépendante de toute autre variable
aléatoire). ]

Cas N = n. Que vaut T; pour i € [1,n] ? Les v.a.r. T; sont-elles indépendantes ?

Démonstration. Si N = n, alors les variables aléatoires T; sont toutes constantes égales a 1. Dans ce cas,
elles sont indépendantes. O

Cas 1 £ N <n—1. Les v.a.r. T; sont-elles indépendantes ?
Démonstration. Tout d’abord, puisque N < n :
n
P(ﬂ [T, = 1]) =P(2) =0
i=1

Ensuite,

[[rar=m-[15-(5)

=1

et puisque N >0 :
[[p(T=1]) %0
i=1

Donc les variables aléatoires T; ne sont pas mutuellement indépendantes. O

4. On consideére dans cette question que N dépend de n (on utilisera la notation N,,) et que lim N, = +oo.

(a)

n—+0oo
Justifier que, pour tout entier k£ = 1, il existe un entier n; € N tel que, pour tout entier n = ng, N, = k.
On admet que la suite (ny) peut-étre choisie croissante. On utilisera cette propriété a la question suivante.

Démonstration. Par hypothese : hm N,, = +00. Ainsi, par définition de la limite :

VA>0,dIng eN,VYn=2ng, N, =2 A

En particulier, en prenant A = k = 1 un entier, il existe un entier n; tel que, pour tout entier n = ny,
N, =z k. O

Montrer par récurrence :

k k=1
o . Ny —J
Vk=21, VYn=zng, VI<ii<iz<--+<i,s<n, P(m[ﬂj—lw =
j=1 7=0
Démonstration. Montrons par récurrence : Yk € N, P(k)
k bl
N . , ) LY ; . = = n
ouP(k):«Vnzmng VI<i<ipz< <i, <n, P(Q[le = 1]) = I pp—
j= j=
Initialisation : soit n = Soit 1<4 <n.
D’une part, ]P’([ - ]) = (cf question 2c).
. Nn
D’autre part, 1_[ ] =
D’ou P(1).
Hérédité : soit k = 1. Supposons P(k). Montrons P(k + 1).
Soit n = ngyq. Soit 1 S 4y <dg < ¢ +¢ <ipyq SN
Par hypothese de récurrence :
-1
Nn —J
(i, -1)) - [] 22
j= j=
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De plus, n = ny4q donc n = ny, car la suite (ny,) est croissante. D’ou N,, 2 k > k — 1 et donc

P(ﬁ[T = 1]) 0

On en déduit que 'on peut utiliser la formule des probabilités composées de la maniére suivante :
k+1 k
P(ﬂl [T, = 1]) = P(-ﬂl (1, = 1])1@(]5:1&”:1] ([T, =1])
Jj= Jj=

Supposons 1’événement ﬂle [Tij = 1] réalisé. Alors k élements de E ont déja été choisis et il reste a en
choisir N — k parmi les n — k éléments restants de E pour construire une partie & N éléments de FE. En
utilisant a nouveau la question 2c avec ces parametres, il vient que

N, -k
Pn§=1[Tij:1:| ([Tiku = 1]) = h
Ainsi,
k+1 b1 . . |
N,—-j\N, -k N, -
]P) 111 = ]_ = - - ‘
(j=1[ ’ }) (g n—])n—k gn_]
D’ou P(k +1). ]

(¢) En déduire que :
k k

Vhk=1, V1<ip<iyg<---<ip, P(ﬂ[z}j = 1]) o~ [Te([z, =1])

j=1 j=1

j=

L’équivalent précédent permet d’affirmer que les v.a.r. T; sont « asymptotiquement indépendantes ». Ainsi,
pour n grand, on pourra considérer qu’elles sont indépendantes pour simplifier la présentation. C’est cette
approche qui est choisie dans la partie suivante.

Démonstration. Soit k = 1. Soit 1 <4y < iy < +++ < 4. Soit n = max(ny, ;). D’apres la question 4b, on a

Partie B : Graphes aléatoires d’Erdos-Renyi

Un graphe aléatoire non orienté G est la donnée :
e d’un ensemble (fini) S = {sq,...,5,} de n = 2 sommets,

e d’une famille de v.a.r. mutuellement indépendantes (7 ;)1<i<j<n qui suivent toutes la méme loi de Bernoulli de
parametre p (ou p €]0, 1[).

Les arétes d'un tel graphe sont exactement les paires de sommets {s;,s;} avec i < j telles que T} ; prend la valeur 1.
On introduit :

e N, la v.a.r. égale au nombre d’arétes du graphe,

e pour tout k € [1,n], Dy la v.a.r. égale au degré du sommet sy,

e pour tout k € [1,n], Xj la v.a.r. égale a 1 si le sommet s;, est isolé et 0 sinon (on rappelle que s, est isolé si il
n’a aucun voisin),

e 7, la v.a.r. égale au nombre de sommets isolés du graphe.

Voici un exemple de graphe aléatoire avec S = {a,b,c,d,e} et p=0,4 :
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(b)
@‘G

e a

Sur cet exemple, la v.a.r. N, prend la valeur 6, la v.a.r. D; prend la valeur 2, la v.a.r. X; prend la valeur 0 et la v.a.r.
Z,, prend la valeur 0.

On peut considérer qu’un graphe aléatoire est un modele trés simplifié de réseau social & un instant donné.

5. Ecrire la matrice d’adjacence M du graphe donné en exemple. Quelle propriété possede la matrice M ?

Démonstration. Par définition de la matrice d’adjacence :

0 01 01
0 0 011
M=[1 0 0 0 1
01 0 0 1
1 11 10
Cette matrice est symétrique, ce qui est cohérent avec le fait que le graphe soit non orienté. O

6. Simulation informatique. On importera les bibliotheques numpy as np et numpy.random as rd si besoin.

(a) Ecrire une fonction Python 1istAdj(S,p) qui génére la liste des listes d’adjacence d’un tel graphe aléatoire
ayant S pour liste de sommets.
On donne a titre d’exemple la liste des listes d’adjacence du graphe dessiné en exemple :

[[Jc), ;e:], [’d’, 167]’ [Ja)’ Je)], [’b’, :e>]’ [7a:’ Jb)’ Jc)’ Jd)]]

Démonstration. On propose la fonction Python qui suit :

def listAdj(S,p):
n = len(S)
L = [[] for k in 8]
for i in range(n-1):
for j in range(i+l,n):
if rd.random() < p:
L[i].append(S[j1)
L[j].append(S[il)

lo oo 1N oo ot e e N =

return L

O

(b) Ecrire une fonction Python simulZ(1st) qui renvoie le nombre de sommets isolés d’un graphe donné par
sa liste de listes d’adjacence 1st.

Démonstration. On propose la fonction Python qui suit :

def simulZ(1st):
cpt =0
n = len(lst)
for k in range(n):
if len(1lst[k]) == O:
cpt = cpt + 1
return cpt

Ne o s w e
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7. Etude de N,,.

(a)

Quel est le nombre minimal et le nombre maximal d’arétes de G ? En déduire N,,(Q2).

n(n—1
Démonstration. Il y a au minimum 0 arétes et au maximum (g) = % arétes (il y en a autant que de

parties a 2 éléments de I'ensemble des sommets de G). Ainsi :

n(n—1)

N, (Q) = |[0, T]‘

Exprimer N,, a 'aide des v.a.r. T; ; pour ¢ < j. En déduire la loi de IV,,.

Démonstration. Puisque N,, est égale au nombre d’arétes dans le graphe, que ces arétes sont forcément
entre deux sommets s; et s; avec ¢ < j et que T; ; prend la valeur 1 si il y a une aréte entre s; et s; et la
valeur O sinon, on en déduit :

N, = Z Ti,j

1si<jsn

De plus,
e Les variables aléatoires T; ; sont mutuellement indépendantes
e Les variables aléatoires T; ; suivent toutes la méme loi de Bernoulli de parametre p

-1
ellya (Z) = % couples (z,7) vérifiant 1 €i<j<n

Ainsi : | N, & B(H(HT_DJQ) . O

8. Etude de Dy.
(a) Soit k € [1,n]. Déterminer la loi de Dy.

Démonstration. Soit k € [1,n]. La variable aléatoire D), est égale au nombre de voisins du sommet s;. On
en déduit :
Dp= ) Tix+ Y T,

1<isn 1<jsn
i<k i>k

Ainsi, D;, est une somme de n — 1 variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la méme loi de

Bernoulli de parametre p. 11 vient alors : ‘Dk = B(n-1,p) ‘ O

(b) Soient 1 < k < £ < n. Montrer que :

Cov(Dy, D;) = p(1 - p)

Démonstration. Soient 1 € k < ¢ < n. Par bilinéarité de la covariance :

COV(Dk,Dg) = Cov Z /Ti,k + Z Tk,j7 Z Tm/ + Z Téﬂ‘
1<isn 1sjsn 1smsn 1srsn
i<k j>k m</t r>40

Cov Z ﬂ,ka Z Tm,l + Cov Z Ti,kv Z Tl,r

1<isn lsms<n 1<isn 1<srsn
i<k m<{ i<k >0

+ Cov Z Tk,j7 Z Tm’g + Cov Z Tk,j> Z Tg’r

1<jsn lsmsn 1<jsn 1srsn
j>k m<{ >k r>L
= Y Y Cov(TinTme)+ ¥ Y Cov(Tin Tiy)
1<isn 1smsn 1<isn 1srsn
i<k m</{ i<k r>(
+ Y Y Cov(Ti; Tme)+ Y Y Cov(Ti;Tey)
1<jsn 1sms<n 1<j<n 1<rsn
j>k m<¥ i>k r>f

De plus :



Lycée Carnot DM : Graphes aléatoires d’Erdés-Renyi E2A

e Dans la premiére somme (double), pour tout (i,m) € [[1,71]]27 les variables aléatoires T; j, et T), , sont
indépendantes (car k # £) donc Cov (T} 1, Trne) = 0.

e Dans la derniére somme, pour tout (j,7) € [1, n]]Q, les variables aléatoires T, ; et T} , sont indépendantes
(car k # ) donc Cov (TkaM) =0.

Ainsi :
Cov(Dy,Dp)= Yy Y Cov(TipTer)+ y Y Cov(ThjsTime)
1sisn 1srsn 1sjsn 1smsn
i<k r>0 >k m<
De plus,

e Dans la premicre somme, on a toujours ¢ < k < £ et donc les variables aléatoires T; ;, et T}, sont
indépendantes. Ainsi :
Z Z Cov (Ti’k,Tgﬂ,) =0

1sisn 1srsn
i<k r>0

e Dans la deuxiéme somme, tous les termes sont nuls sauf celui correspondant aux indices 7 = £ et m = k.

Ainsi :
Y Y Cov(Th;,Tone) = Cov(ThThe) = V(The) = p(1-p)
D’ou

| Cov(Dy, Dy) = p(1 - p)|

(c) Soient 1 <k < £ <n. Les v.a.r. Dy et D, sont-elles indépendantes ?

Démonstration. Soient 1 < k < £ < n. D’aprés la question précédente : Cov(Dy,, Dy) = p(1 —p) # 0 donc les
variables aléatoires D, et D, ne sont pas indépendantes. O

9. Etude de X},. Calculer P([ X}, = 1]). En déduire la loi de Xj,.

Démonstration. Soit k € [1,n]. Tout d’abord, X (Q2) = {0,1} donc X}, suit une loi de Bernoulli. De plus :
P([Xy =1]) =P([Dy = 0])
=(1-p)"" (car Dy = B(n—1,p))

Ainsi : | X, - B((l —p)n_l) ) O

10. Etude de Z,.

(a) On considére la fonction Python suivante :

1 def Mystere(S,p):
2 return np.mean([simulZ(listAdj(S,p)) for k in range(1000)])

Que renvoie-t-elle 7

Démonstration. L’appel Mystere(S,p) renvoie la moyenne empirique de 1000 simulations de Z,,. D’apres
la loi faible des grands nombres (Z,, est finie donc admet une variance), il s’agit d’une approximation de
E(Z,). O

(b) On exécute le code suivant et on reproduit ci-dessous le graphique obtenu. Que peut-on conjecturer ?

S = ’abcde’

X = np.linspace(0,1,100)

y = [Mystere(S,p) for p in x]

w = [len(S)*(1-p)**(len(8)-1) for p in x]
.gridQ)

plt.plot(x,y,’.”)

plt.plot(x,w)

plt.show()

o 1N o jon e w o =
o]
'_l
ct
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Démonstration. D’apres ce graphique, E(Z,,) semble coincider avec n(1 —p)n_1 (tout du moins pour n =5
puisque dans ce script le graphe contient 5 sommets). En effet, les valeurs approchées de E(Z,,) calculées
grace a 'appel Mystere(S,p) pour différentes valeurs de p se superposent a la courbe de la fonction
pn(l-p)" O

Montrer que : Z,, = X},. En déduire que la conjecture précédente est vraie.
k=1

Démonstration. Soit w € . Soit k € [0,n]. Rappelons que X; prend la valeur 1 si s; est isolé et la valeur
0 sinon. Ainsi :

Xy(w) =k = Card({i € [1,n] | X;(w) =1}) = k

s

1

K2

< exactement k sommets sont isolés

= Z,(w)=k
Ceci étant vrai pour tout w € Q2 :
n
Zy= Y Xi
k=1

On en déduit que Z,, admet une espérance comme somme de variables aléatoires admettant une espérance

et, par linéarité :
n

E(Z,) =) E(Xy) =) (1-p)" " =n(1-p)""
k=1

k=1

La conjecture faite a la question précédente est vérifiée. O

n
(d) Montrer que : Z, = » Xp+2 ) XX,
k=1

1<i<jsn
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Démonstration.
2 - ’
k=1
n n
k=1 j=1
= Xka
1sk,jsn
= ) XiX;j+ Yy XX
1<k,jsn 1<k,jsn
j=k j*k
n
=Y Xi+ Y XX+ Yy XX
k=1 1<k,jsn 1<k,jsn
Jj<k 7>k
Or,
e X,(Q) ={0,1} donc X; = Xj.
° Z X, X; = Z X; X, = XX, (en renommant les indices)
1<k,jsn 1<k,j<n 1<k,j<n
j>k k<j i<k
D’ou

Justifier que, pour tout 1 €< j<n, P([X; =1]1n[X; =1]) = (1 —p)¥ s,

Démonstration. Soient 1 <4< j < n.
Tout d’abord, d’apres la question 9 :

P([X;=1])=(1-p)" " #0

Ainsi :

P([X; =1]n[X; = 1]) = P([X; = 1])P;x,-13([X; = 1])
Si Iévénement [ X; = 1] est réalisé, alors le sommet s; est isolé et donc, en particulier, on sait qu’il n’y a
pas d’aréte reliant s; et s;. Dans ce cas, tout se passe comme si on considérait un graphe aléatoire a n — 1
sommet (on a retiré le sommet s;). Donc la loi conditionnelle de X; sachant [X; = 1] dans un graphe a n
sommets coincide avec la loi de X; dans un graphe a n — 1 sommets. D’ou :

Prx,-y([X; =1]) = (1=p)" >

Finalement :

P(X; =1]n[X;=1])=(1-p)™"°

En déduire que : E(Z2) = n(1 = p)" " + n(n = 1)(1 - p)*" .

p . . s 2 .
Démonstration. Les variables aléatoires Z,, Xj et X, X; sont toutes finies donc admettent chacune une
espérance. Par linéarité :

E(Zi)=iﬂ<:(xk)+2 > E(XX))

k=1 1<i<jsn
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On sait déja que X, = B ((1 - p)"_l) et, d’apres la question précédente, X; X, < B ((1 - p)2n_3). D’ou :

n
2 n—1 2n-3
E(Z) =Y (1-p)" " +2 ) (1-p)
k=1 1<i<js<n
n-1  ,n(n—1) 2n-3
— (=) 2 )
n—1 2n—-3
=n(l-p)  +n(n-1)(1-p)
1
On suppose désormais que p = p,, = ¢ ngln)7 avec ¢ > 0, ¢ # 1.

11. On souhaite estimer 'influence de la valeur de ¢ sur le nombre de sommets isolés. On exécute le script suivant :

12.

list2c = [0.3, 0.5, 0.7, 1.3, 1.5, 1.7]
n = 1000
res = []
for ¢ in list2c:
s=0
for k in range(200):

s = s+l
res.append(s/200)
print(res)

o Joo N o o s e N =

-
=}

if simulZ(listAdj(range(l,n+1),c*np.log(n)/n)) == 0:

et on obtient le résultat [0.0, 0.0, 0.0, 0.91, 0.975, 0.99] apres de longues minutes.
Quelle conjecture sur la valeur d’une probabilité peut-on faire lorsque ¢ < 1 et ¢ > 17 Justifier.

Démonstration. D’apres la loi faible des grands nombres, ce script renvoie une liste contenant des approximations
de la probabilité P([Z, = 0]) pour un graphe aléatoire & n = 1000 sommets et pour différentes valeurs du

parametre ¢. On observe deux choses :

e Lorsque c=0,30ouc=0,50uc=0,7, P([Z, =0]) =0.

e Lorsque c=1,30ouc=1,50uc=1,7, P([Z, = 0]) est proche de 1.
On émet alors la conjecture suivante :

e Sic< 1, alors P([Z, =0]) est proche de 0.

e Sic>1,alors P([Z, =0]) est proche de 1.

(a) Montrer que (1—-p,)"" ~ (1-p,)" puis que (1 —p)"h ~ e

n—+00 n—+00

Démonstration. Tout d’abord, par croissances comparées :

In(n)
n = ¢ N npo+too 0
D’ou
1 _ n
Gl )R
(=p,) s
et donc

n—1 n
(]-_pn) n’”w (]-_pn)

-+

Montrons pour finir que (1 -7p,)" ~ n °. Ona

(1 -p )n _ enln(l—pn)
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Rappelons le DL a l'ordre 2 de In(1 + ) en 0 :

1
In(l+u) =u—=u’+ oo(uz)

2
Ainsi :
1o 2
In(1-pp) = =pn = 500+ 0_(Pn)
_ In(n) 1 5In(n)? In(n)?
=TT T 5¢ n2 *t .9, n2
et donc

1 5ln(n)? n(n)”
nln(l—pn)=—cln(n)_562 n(;t) + o (n(:) )

ce qui donne :

(1 _ pn)n _ e—cln(n)e

1 2ln(n)2 (ln(n)QJ

2° T n n

1 2ln(n)2 (ln(n)z)

e 2°7n n
=n ‘e

Or, par croissances comparées :

1 52In(n)? In(n)?
3¢ T % T o

et par continuité de I’exponentielle en 0O :

2 2
1 ,In(n) . In(n)
2¢ n nreo n

..

n—+00

e

On obtient bien I’équivalent voulu :

n—-1 n —c
Yl o~ (-p)" ~ m

n-+ n—+00

(1 — Pn

O

On rappelle que 'inégalité de Markov affirme que si X est une variable aléatoire positive admettant une
espérance et a > 0, alors

P(LX > a]) < )

Si ¢ > 1, en déduire la limite de P([Z,, = 1]) puis de P([Z,, = 0]) lorsque n — +00.

Démonstration. La variable aléatoire Z,, est positive et admet une espérance donc, en appliquant 'inégalité
de Markov avec a = 1, on obtient :

0<P([Z,21]) <E(Z,) =n(l-p,)"" ~ nn“=n""

n—+0o

Or, on suppose dans cette question que ¢ > 1, donc 1 — ¢ < 0. On en déduit :
E(Z,) — 0
n—+0o

Par théoréeme d’encadrement :

P([Z, 21]) — 0

n—+00

De plus, Z,(02) = [0,n] donc

ce qui permet de conclure :

10
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()

En utilisant I’inégalité de Bienaymé-Tchébichev, montrer que P([Z,, =

En déduire que, si ¢ < 1, alors liIP P([Z, =0]) = 0.

0]) <

V(Zn)
(E(Z.))*

Démonstration. La variable aléatoire Z,, admet un moment d’ordre 2 donc une variance. D’apres 'inégalité

de Bienaymé-Tchébichev :
Ve>0, P([|Z,-E(Z,)| z¢<]) <
€
. . n-1
En particulier, pour ¢ = E(Z,) = n(1l - p,)"  >0:
P([12, -E(Z,)| 2 E(Z,)]) <

De plus, on remarque :

[Zn = O] c [lZn _E(Zn)l z E(Zn)]

Ainsi, par croissance de P :

3 oy < V(Zn)
0<P([Z, =0]) < g3
Or,
v(Z,) E(Z))-E(Z,)°
E(Z,)? E(Z,)?
_E(Zy)
- E(Z,)?
_n=p)" (e -1 -p)"
(n(l _pn)n_1)2
_ 1 L= I 1
n(l-p,)"t  n(l-p,)
et n(1—p,)" " o~ n'=¢ o, T (car ¢ < 1). Dot :
V(Z) _,

n—1>I-Poo E(Zn)Q

Finalement, par théoréme d’encadrement :

lim P([Z, =0])=0

n—+00

La conjecture faite en question 11 était-elle correcte ?

Démonstration. Oui, la conjecture faite en question 11 était correcte.

11

V(Z,)
E(Z,)?

_V(Z)

(par Koenig-Huygens)



