Lycée Carnot Feuille de calcul : limites, équivalents et DL E2A

Rappels de cours

1. II faut connaitre par cceur les limites au bord de I’ensemble de définition des fonctions usuelles :

o lim e =+c0et lim e =0

T—+00 Tr——00
e lim In(z)=+o0et lim In(z)=-00
T—+00 -0t
1 o1 1 1
Az =0l =0 g g = reoet i 5=

si n est pair

e pourtout n € N', lim z =+4o00oet lim z = . 3 .
r—>+00 T—>—00 —00 sin est impair

e pour tout a € R, 2% = @ ¢t donc
+00 sia>0 0 sia>0
lim z% =11 sia=0 et lim 2% =11 sia=0
T—+00 . z—0* .
0 sia<0 +00 sia<0
0
(remarque : z = 1)
e pour tout o > 0, a” = ezln(a) et donc
+00 sia>1 0 sia>1
lim o =41 sia= et lim o =41 sia=1
T —+00 r——00
0 sia<1 +00 sia<l

(remarque : 17 = 1)
2. Il faut connaitre par cceur les équivalents usuels :
ec'-1~2
20
e In(1+x) S
. (1+a:)a—1T:0ax

3. Il faut connaitre par coeur les développements limités usuels :

2
P o (z%)
2 -0

e
e In(l+z)=z—- "%+ o (%)

2 x—0

. 1

o (1+ux) =1+am+a(aT)x2+ voo(xz)
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1 Exercices

Exercice 1 : Calculer les limites suivantes.

Meéthode : appliquer les régles d’opérations algébriques usuelles sur les limites.

1ol +1 4. lim " +1 11
r_1)2100 z + In(x) xl_,r& e n(z) 7. lim+ 33 T
2. lim z°+¢" i 1 T2
C oo 5. hn(f)l+ -z In(z) In(x)
xr—
1 3 i L -
1 , x 8 lim ——— +e-
3. lim -+ In(x) 6. Lm z'e ot zn(z) T °

Exercice 2 : Calculer les limites suivantes.

Méthode : appliquer une croissance comparée.

xT 3 ) T
1. lim % 4. lim z_z 6. zl—l>r-Poo e_ﬁ (poser y = /1)
Tr—+00 rot00 €
x
e .
2. i —_— 7. lim xIn(x
xalri’loo ln(x) . 50 ( )
. ln(x) . e 9 ] 9
3. w1_1)1+n°o 2 5. wl_l)rgloo = (poser y = x°) 8. il_r)r(l) x” In(x)

Exercice 3 : Calculer un équivalent de f(x) lorsque z — +00 et lorsque = — 0.

Méthode : trouver le terme dominant, éventuellement en utilisant une croissance comparée.

1. f(z)=x+e" 4. f(z) = In(z) + In(z)” 7. f(z) = % e
2. f(z)=x+In(x) 5. f(z) =In(z) +e" L1
3. f(z) =2 +€" 6. f(z)=e" +e* 8. f(z)=x +P

Exercice 4 : Peut-on trouver un équivalent de f(z) lorsque x — +00 qui soit plus simple que ’expression initiale ?
Si oui, le donner.

Méthode : utiliser la compatibilité de ’équivalent avec le produit et le quotient.

1. f(z) = (2 +2%)e" 4. f(z) = = 1 6. f(x)=e"In(z)
2. f(x) = xlnfx) o 7 f(x) = xe+ 1
3. f(z) = 2~ 8. f(z) = 2"

Exercice 5 : Calculer un équivalent de f(z) lorsque z — 0.

M¢éthode : utiliser des équivalents usuels et les régles de calcul sur les équivalents.

1. f(z) =In(1 + 2)2’ 3. f(z) = (WVT+z—-1)e* (1+2)°
¢ -1 ) (1 + )
2. f(z) = m 4 f@) = =g 6. f(z) =In(1+2z)((1+z)" —1)
Exercice 6 : Calculer le développement limité de f(z) en 0 & lordre 2.
1. f(aj)=ew+as2 4. f(x)=In(l+z)-= 7. fx)=V1+z-1-2x
2. f(x)=e"-1-2 5. f(z) =xIn(l + z) 1
3. f(x)=ze" —x 6. f(x)=In(1+z)+e" 8. f(a:)=\/1+x—1—§ln(1+x)
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Exercice 7 : Calculer la limite de f(z) lorsque z — 0.

Méthode : si il n’y a pas de F.I., conclure directement. En cas de F.I. et si une croissance comparée ne suffit pas a
conclure, calculer un équivalent de f(z) lorsque x — 0. En cas de somme, calculer un DL en 0 pour obtenir l’équivalent.

T 2 _x4n . —_
L () = g ) o _1 (11(“) | 7. flay= 221

r n(l+z)-=z o' — n -
2 fle)= St 5. f(r) = N SGELITED

x 2 n ) =1 o:_l_x
g = 50 6 fa) = S 9 1) = T

Exercice 8 : On définit la fonction f : R — R par

e —1 .
VreR, f(x) = x siz#0
siz=0
1. Montrer que la fonction f est de classe ¢! sur R,
2. Montrer que la fonction f est continue en 0.
1
3. (a) Montrer que la fonction f est dérivable en 0 et que f'(0) = 5
1—e" +2e"
(b) Montrer que, pour tout z # 0, fl(z) = — =

4. Montrer que la fonction f est de classe ¢! en 0.

Exercice 9 : On définit la fonction f : R — R par

siz#0

T
Vo eR, f(x)=4e"—1
1 siz=0

1. Montrer que la fonction f est de classe ¢! sur R,

2. Montrer que la fonction f est continue en 0.

1
3. (a) Montrer que la fonction f est dérivable en 0 et que f'(O) =-3
e’ —1—xe”
(=17

4. Montrer que la fonction f est de classe C' en 0.

(b) Montrer que, pour tout z # 0, f () =

Exercice 10 : On définit la fonction f :]—1,+00[— R par

In(l+2z) . 0
Voee]-1,+00[, f(z) =4 =z S1TF
1 siz=0

—

. Montrer que la fonction f est de classe C' sur ] — 1, +0o[\{0}.

[\

. Montrer que la fonction f est continue en 0.

1

5

z—In(l+z)—-zln(l +2z)
22(1 + 2)

®

(a) Montrer que la fonction f est dérivable en 0 et que f'(0) = —

(b) Montrer que, pour tout z €] — 1, +00o[\{0}, f'(z) =

4. Montrer que la fonction f est de classe ¢! en 0.
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Exercice 11 : On définit la fonction f :]—1,+00[— R par

T

< O
Vo €] -1, +00[, f(z) = { In(1 +z) neE
1

siz=0

. Montrer que la fonction f est de classe C' sur ] — 1, +0o[\{0}.

[N

. Montrer que la fonction f est continue en 0.

1
3. (a) Montrer que la fonction f est dérivable en 0 et que f'(0) = 5

In(l+z)+zln(l+z) -z

(b) Montrer que, pour tout z €] — 1, +00o[\{0}, f'(z) = 1+ ) (1 +2)°

4. Montrer que la fonction f est de classe ¢! en 0.
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2 Réponses courtes

Réponses de ’exercice 1 :

1. 400 4. —o0 7. 1
2. +00 5. —o0 2
3. +00 6. +o0 8.1
Réponses de ’exercice 2 :
1. +o0 4. 0 7.0
2. 400 5. +00
3.0 6. 0 8.0
Réponses de ’exercice 3 :
1. f(x) - e’ et f(x) ~ 1 5. f(x) - e’ et f(x) ~ In(x)
2. f(z) o~ wet f(z) =~ In(z) 6. f(z) . ™ et f(x) 2
T z 1
3. f(x) ~oe et f(x) ~1 7. f(x) ~oe et f(x) ST
2 2 4 1
4. f(x) o In(z)” et f(x) - In(x) 8. f(x) ~owet flxz) o2
Réponses de ’exercice 4 :
1. Oui, f(z) ~ 2" 4. Oui, f(z) ~ &" . e
oo oo 7. Oui, f(x) T
2. Non 5. Oui, f(x) o~ In(2) In(x)
3. Oui, f(z) e ’ 6. Non 8. Non
Réponses de ’exercice 5 :
~ z° .z 3
L f@) z, e - f(#) ~, 3 5. f(w) ~ =
1 2
2. f(x) ~ T 4. f(x) ~ 2 6. f(x) -~ 7T
Réponses de ’exercice 6 :
3 2 2 L 5 2 1 19 2
1. fl(z)=14+z+ 50+ Igo(x ) 4. f(z) = -5+ Igo(x ) 7. f(x) = —5r = gr + xgo(x )
1 _ .2 2 1
2. f(z) = §x2 + 1‘30(“72) 5. f(z) =2"+ o (a7) 8. f(z) = g$2 + ﬁo(xQ)
3. f(z) =2+ Hoo(xQ) 6. f(z)=1+2x+ roo(xQ)
Réponses de ’exercice 7 :
1. f(z) =-o0 4. f(z)=0 7. f(x) = %
1 .
3. f(z)=0 6. f(x) = -5 9. f(z)=0
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3 Corrections détaillées

Correction détaillée de I’exercice 1 :
Correction détaillée de 1’exercice 2 :
Correction détaillée de 1’exercice 3 :
Correction détaillée de 1’exercice 4 :
Correction détaillée de I’exercice 5 :
Correction détaillée de I’exercice 6 :
Correction détaillée de 1’exercice 7 :

Correction détaillée de I’exercice 8 :

1. La fonction f est de la forme f = I ou :

f2

o fi:x - e" —1 est de classe ¢! sur R
o fr:x - x est de classe C' sur R* et ne s’annule pas sur R*
donc f est de classe ¢! sur R*.

2. On sait que e — 1 ~T donc f(z) ~ 1 donc lir% f(x) =1= f(0). On en déduit que f est continue en 0.
- oo P

3. (a) Soit = € R*.

e" —1
flx) = £(0 z 1
T T
_ex—l—x
= =

2 2
x
Or,e’" =1+z+ 5+ ‘oo(x2) donce’ —1—2= 5+ roo(xz) ce qui permet de conclure que

On en déduit que

]

x
f@ -0 T 1
X x—-0 :L'Q - 2
- f(0 1 1
Ainsi, liII(l) M =5 et donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 3
xr—

(b) Soit = € R*.

T xT

—(e®—1

fay= = =D
X

1-e" + ze”

12
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2
x
4. ¢"=1+2+ =+ o (2°) donc
-0

2
2’ 2’
l—ez+xex=1—(1+x+7+ o(xz))+x(1+x+7+ o(xz))
-0 -0
2
X 2
=-r- 5+ o(z)+z+x
(E2 2
=7 t.el)
ce qui permet de conclure que
2
xr x x
tmeree 0y

Ainsi,

€T
I 2 1
f(m)m:o?_i

1
Donc 11H(1) fl(z) = 5= £'(0). On en déduit que f' est continue en 0 et donc f est de classe C' en 0.

Correction détaillée de 1’exercice 9 :
1. La fonction f est de la forme f = % ou :
2
e f1 1 x> x est de classe ¢ sur R*
o fo:x - e” —1 est de classe ¢' sur R* et ne s’annule pas sur R*
donc f est de classe ¢! sur R*.

2. On sait que e” =1 ~ z donc f(z) ~ 1 donc lir% f(z) =1= f(0). On en déduit que f est continue en 0.
-0 x—0 r—

3. (a) Soit z € R™.

T

f@) = f0) _ o= !
T - T
z— (e =1)
_ e’ —1
- z
3 1+z—e"
Cox(e® 1)
2? 2?
Or,e"=1+z+ -5+ oo(xQ) donc1+z—¢" = -5t oo(xQ) ce qui permet de conclure que
22
l+z-¢ ~ -5

De plus, e” — 1 >, T donc

2

f@)-f0) T3

X z-0

1
"2

- f(0 1 1
Ainsi, liH(l) M = -5 et donc f est dérivable en 0 et f'(0) = ~3
(b) Soit = € R*.

("= 1) — ze”

)=
: e’ —1—xe”
(e = 1)
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4. " = 1+x+% + 00(x2) donc

2

2
x 2 x 2
1+x+7+z(30(:17 ))—1—x(1+x+7+z(30(:17 ))
2

e’ —1—ze” =(

x 2 2
—a:+7+£0(x )—z—x

2
x
=7 o0
ce qui permet de conclure que
1 z
e ze” ~ 5
Ainsi,
2
x
] 2 1
f (Z‘) 200 562 - 2

Donc liH(l) f(z) = -5 = £'(0). On en déduit que f' est continue en 0 et donc f est de classe C' en 0.

Correction détaillée de 1’exercice 10 :

1. La fonction f est de la forme f = ﬁ ou :

f2

o fi:xr In(l+z) est de la forme f; =Inog ou
— In est de classe C' sur ]0, +0o[

— g:x > 1+z est de classe C' sur ]—1, +00[\{0} car polynomiale et vérifie g(]—1, +oo[\{0}) c]0, +0o[
o fo:x >z est de classe C' sur ] — 1, +00[\{0} car polynomiale et ne s’annule pas sur ] — 1, +oo[\{0}

donc f est de classe C' sur ] -1, +00[\{0}.

3. (a) Soit x €] —1,+00[\{0}.

In(1 + )
f)=f0) —= 1
T - x

_In(l+2) -2

T zln(l+2)

e Tout d’abord, zIn(1 + z) ~ 22,

2 2

. x 2 €T

e Ensuite, In(1+z) =z — 5+ 00(1: )donc In(l+z)—z = —-=%

In(l+z)—-z ~

c—0

w| 8,

On en déduit que

2
[@)-f0) T3 _ 1
2

x z-0 2

— f(0 1
Ainsi, hn’(l) M = -5 et donc f est dérivable en 0 et f'(0) = —=

5

2. On sait que In(1 + ) S donc f(x) ~ 1 donc lirr(l) f(x) =1 = f(0). On en déduit que f est continue en 0.

5 + 00(332) ce qui permet de conclure que

E2A
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(b) Soit z €] — 1, +0o[\{0}.

, z—1In(1l + x)
f(x):1+x xz
z—(1+z)In(l+x)
_ 1+
= "
_r—=In(l+z)-xn(l +2)
- (14 z)a?

4. e Tout d’abord,
(1+ x)x2 ~ 2’

2
e Ensuite, In(1+z) =z — % + 00(332) donc

2 2
z—In(l+z)-zln(l+z)=z- (z - % + oo(xz)) —z(x — % + oo(xz))
2

x 2 2
7+£O(x )—=x

x 2

ce qui permet de conclure que
2

z—In(l+z)—zln(l+2) ~ —%

-0

Ainsi,
2
T
I 2 1
f(I) z:O 1'2 - _5

1
Donc liII(l) f(z) = -5 = £'(0). On en déduit que f' est continue en 0 et donc f est de classe C' en 0.

Correction détaillée de 1’exercice 11 :

1. La fonction f est de la forme f = ﬂ ou :

f2

e fi 1z z est de classe C' sur ] — 1, +00[\{0} car polynomiale

e fy:xz - In(l+ ) est de la forme fy = Inog olt
— 1In est de classe C' sur 10, +o00[
— g:xzm 1+ est de classe C' sur ] — 1, +00[\{0} car polynomiale et vérifie g(] — 1, +oco[\{0}) C

10, +oo[\{1}
et fy ne s’annule pas sur ] — 1, +oo[\{0}
donc f est de classe C' sur ] -1, +00[\{0}.
2. On sait que In(1 + ) s~ donc f(x) ~ 1 donc glci_% f(x) =1 = f(0). On en déduit que f est continue en 0.

3. (a) Soit x €] — 1, 4+00[\{0}.

f@) = f(0) _ n(l+a)
z—In(1+x)
zIn(l + x)

e Tout d’abord, zIn(1 + z) ~ 22,



Lycée Carnot

Feuille de calcul : limites, équivalents et DL

E2A

2

e Ensuite, In(1+2) =2 — r

2
5 + 00(x2) donc z —In(1 + z) =

z
5+ oo(xz) ce qui permet de conclure que

2
r—In(l1+z) ~ %

x—0
On en déduit que
2

x
f@)-f0) T 1
xT -0 .1'2 T2
- f(0 1 1
Ainsi, liH(l) M =5 et donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 3

(b) Soit x €] — 1, +00[\{0}.

1n(1+3;)—a:1+m

In(1 + )2
(1+2)In(l+2z)-=
1+
In(1 + )2
_In(l+2)+zn(l +2) -2
- (14 2)In(1 + x)?

fl(z) =

4. e Tout d’abord, In(1 + z) ~T donc

(1+2)Im(1+2)* ~ o

2

e Ensuite, In(1+2) =z — % + o (2°) donc
x—0

2

In(l+z)+zln(l+z)—z=x— % + 'oo(xg) +2’ Hoa(mQ) -
1’2 2

=7 * .00

ce qui permet de conclure que

2
In(l+z)+zn(l+z)—z ~ %
x—0
Ainsi,
2
x
' 2 1
fx) ~ poial

1
Donc lin%) f'(z) = 5= £'(0). On en déduit que f' est continue en 0 et donc f est de classe C' en 0.
P

10
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