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Partie I — Des exemples
Dans cette partie I, on suppose que les variables Uy suivent la loi de Bernoulli de parameétre p, ou p
est un réel de Uintervalle ]0, 1].

1. On suppose que l'on dispose d’'une fonction Python simulN() (resp. simulU()) qui simule la
variable aléatoire N (resp. la variable aléatoire U;). Ecrire une fonction Python simulX() qui
simule la variable aléatoire X.

- 1 pt : initialisation N et S
- 1 pt : taille boucle for
- 1 pt : mise a jour de S

- 1 pt : point bonus si tout est correct

def simulX():
N = simulN(Q)
S=0
for k in range(N):
S =8 + simulU(Q)
return S

o Jov e o =

2. Pour n dans N*, quelle est la loi de X, ?

- 1 pt : les variables aléatoires U; sont indépendantes
-1pt: X, = B(n,p)

400
3. Pour tout entier naturel j, établir : 7; = > P([X,, = j]) pn.
n=0

- 1pt: ([N=n])hey SCE
-1 pt: FPT
-1pt: [N=n|n[X =j]=[N=n]n[X, =]

- 1pt: N et X, indépendantes par lemme des coalitions

4. Dans cette question 4., on suppose que N suit la loi binomiale de paramétres m, entier naturel, et
7, réel dans ]0, 1[. Soit j un entier naturel.

a) Justifier que r; = 0 si j > m.
-1 pt: X(2)C[0,m]
-1lpt:sij>m, [X=j]=92
- . . m n . . /m
b) Etablir que pour tout j € [0,m] : rj = > < > P (1—p)" ( > 7 (1 —m)m ™.
n=j \J n
- 1 pt : utilisation gst 3. avec ([N = n]),c[o,n] SCE

- 1 pt : découpage somme

S 1ptir =3 B([X, = ) B(N = n))
n=j
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-1pt: X, <= B(n,p) et N— B(m,n)
¢) Vérifier que pour tous entiers j, n, mtelsque 0 < j < n<m: <n> (m) = <m> (m B ”7>
J n J n—7
- 2 pts

m—j — .
d) En déduire, pour tout j € [0,m] : r; = (m) (pm)? > <m€ ‘]) ((1 —p)ﬂ)z (1 —m)m=i-t,
J £=0

- 1 pt : utilisation 4.b) et 4.c) (r; = <m)pﬁ S <7:__j) (1 —p)dan(1l — x)m—n)

n
(pas de point si la justification 0 < j < n < m n’est pas donnée)

om—j — . .
- 1 pt : décalage d’indice (r; = <T>p7 mg j) (1 —p)irtti(1 — ﬂ)m—(@r]))
=0

ptr= (") e (") (@-pm) - mm

=0
e) Montrer finalement que X suit une loi binomiale et préciser ses paramétres en fonction de m, p

et .

- 2 pts (1 pt pour formule du binéme de Newton, 1 pt pour reste du calcul et
conclusion X — B (m,pn))

5. On suppose dans cette question 5. que N suit la loi de Poisson de paramétre A, réel strictement
positif.

a) Montrer que pour tout entier naturel j, on a :

A Qpix 1
]' n=j (n_])

ri==¢€

! ()‘<1 - p))”*j

Lptiry = 5 B(X, = ) E(N =)
n=j
- (Aﬁ)j :Oj n . M- p)"

-2pts:rj=e

b) En déduire que X suit une loi de Poisson, et préciser son paramétre en fonction de p et A.

- 3 pts (1 pt pour décalage d’indice, 1 pt pour la série exponentielle de paramétre
A1 —p), 1 pt pour X — P (\p))

Partie II — La loi binomiale négative

On généralise la définition des coefficients binomiaux aux nombres réels en posant, pour tout y réel et

. Yy 1 k=l . Yy
< (V) =2 . —1.
tout entier k € N <k> o (y—1), et <O)

6. Ecrire une fonction Python coeffBin(y, k) qui, prenant en arguments un réel y et un entier

naturel non nul &, renvoie

- 1 pt : initialisation de c
- 1 pt : boucle for de bonne taille

- 2 pt : mise a jour de c
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def coeffBin(y, k):
c=1
for i in range(k):
c =c *x (y-i)/(i+1)
return c

Jov s W o =

7. La formule du binéme négatif.
Soit ¢ un réel strictement positif, et 2 un réel de [0, 1.

T A

Pour tout entier naturel n, on pose I,, = / (1(1:75)C+)"H dt.
0 _
On admet le résultat suivant :
1 nofe+k—1\ 4 c+n
VvneN, ——— = T c I
(I—=)° kgo < k > " n !
—1
a) Vérifier que pour tout t € [0,z] : 0 < :f ; <z
) ) ’ xn—l—l
En déduire I'encadrement : 0 < I,, < A=)t
z—1
-1pt:0<1 t<$ S >t >at
-1pt:at<tcarazelll]
—t\"
-1pt: 0" < (f t> < 2" par croissance de la fonction t — t" sur [0, 4o00|
(x —t)" " 1
-1pt:0< (1= fynterd < (1= et car (1= et >0
(J) — t)n x" . . +1
-1pt:0 < T par croissance de la fonction ¢ — ¢“7* sur

(1 _ t)n+c+1 = (1 _ :L‘)C+
[0, +00] (car ¢ > 0)

1 pt : croissance de l’intégration, les bornes étant dans ’ordre croissant (0 < x)

T " 1'”"‘1
-1pt: dt =
p /0 (1— z)eH! (1— z)H

n
b) (i) Montrer, pour tout n dans N* : (C - n) =T] (1 - %)
n k=1

- 2 pts (1 pt pour changement d’indice k =n — i, 1 pt pour reste)
(ii) Montrer que pour tout réel ¢ positif, In(1 + ¢) < t.

- 2 pts (1 pt pour concavité de ¢t — In(1 + ¢) sur [0,+o00[, 1 pt pour équation de
tangente en 0)

(iii) Etablir, pour tout entier naturel k > 2 : — < In(k) — In(k — 1).

T =

L
En déduire : Yn € N*, Z < 1+ In(n).
k=1

1 1 1
- 2 pts : (1 pt pour z <In(k) —In(k—-1) & ~Z >ln<1—k>, 1 pt pour k > 2 =
1
% € | —1,400[) OU (comparaison série-intégrale) 0U (IAF)

no1
-2pts: ) z <1+ In(n) (1 pt pour sommation de 2 a n, 1 pt pour ajouter 1)
k=1
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(iv) Montrer que pour tout n dans N* : In ((C + n>> < c(1+1n(n)).

n

En déduire : lim <C + n> 2"t = 0.

n—-+o0o n
- 1pt: lﬂ((c—;n)) Z 1n(1+ ) (7.5)(i))
=1
n c
“lpt: Y (1 %) <c Z L (b)ii))

Ciptie %g c(1 +n(n)) (7.b) (i)
k
-1pt: (cZn) exp( 1+In(n

)
1 pts exp(e ) o+ = exp (o) (ST SO0 ))

- 1pt: lim exp<n1n( )(Hln(w | ¢lnln )+1)> ~ 0

n—+o0 nln(x)  nln(z)

(croissance de exp sur R)

c+n

n—-+o0o n

-1pt: lim < ) 2"t = 0 par théoréme d’encadrement

c+k
c) En conclure que la série ) ( + I > z* est convergente, et établir la formule du binéme
k>0

r = ———
kzo( K -y

c+n c c+n
-1pt:0<C< >In<(1_$)6+1<n>x"+l(7a))

négatif :

n

-1pt: lim ¢ <C+ n) I, = 0 par théoréme d’encadrement (7.b))
n

n—-+oo
k—1 oo k—1 1
-1pt: > ¢t z* converge et : et ¢ = ——— (avec égalité de
k>0 k k=0 k (1—=x)

I’énoncé)

8. Soit p un réel de ]0,1[ et 7 un réel strictement positif. Montrer que la suite de nombres (pg)ken
définie par pr = rE Z -1 (1 — p)kp" deéfinit une loi de probabilité d'une variable aléatoire a
valeurs dans N. On 'appelle loi binomiale négative de paramétres r et p.

-1pt:VkeN, p, >0

+o0o
-2pts: ) pr=1 (1 pt pour application de la question précédente a c =71 et z =1 —p,
k=0
1 pt pour le reste)

9. Si Y est une variable aléatoire suivant la loi binomiale négative de paramétres 1 et p, reconnaitre
la loi de Y + 1.

-1pt: (Y+1)(Q)=N*
-1pt:P(Y +1=k)=pea=1-p)"'p
-1pt:Y+1—=G(p)
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10. Espérance et variance.
Soit Z une variable aléatoire suivant la loi binomiale négative de paramétres r réel strictement
positif et p € ]0,1].

a)

b)

k-1 k-1
Montrer que pour tout entier k > 1 : k <T - k ) =7 <TZ 1 >

- 2 pts

r(l—p)

Montrer que Z admet une espérance et que I'on a : E(Z) =
p

- 1 pt : Z admet une espérance si et seulement si la série Y nP([Z =n]) est abso-
n=0
lument convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer

qu’elle est convergente

o oo l—prllr+1)+ k-1 ,
-1pt.k§0k]P’([Z—k])—r ’ k§0< i >(1—p)kp+1

1—p nl H+k-—1 1—p nzl

2 pts : 1 P > <(T+ )+ )(1 —p)kprtl = P > P([W =k]) (ou W suit
P k=0 k P k=0

la loi binomiale négative de paramétres r + 1 et p)

1 pt : ([W = k])ken SCE, donc ) P([W = n]) converge et sa somme vaut 1

n>0

1—p
P

- 1 pt : Z admet une espérance et E(Z) = r

rd—p)

Montrer que Z admet une variance et que 'on a : V(Z) = 5

On pourra commencer par calculer I'espérance de Z(Z — 1).

- 1 pt: Z(Z—1) admet une espérance si et seulement si la série > n(n—1)P([Z = n])
n=0
est absolument convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient a

démontrer qu’elle est convergente.

n 1— n—1
3pts: > k(k—1)P([Z=k]) =r P > kP([W =k]) (ot W suit la loi binomiale

k=0 P k=0
négative de paramétres r + 1 et p)

1—
- 1 pt : W admet une espérance et E(W) = (r + 1) P
p

2
- 1 pt : Z(Z — 1) admet une espérance et E(Z(Z —1)) = (r+1)r <>
-1pt: 2% = Z(Z—-1)+ Z donc Z? admet une espérance

1—p\* 1-—
-1ptwmz%:(w+nr<p> 42
P P

- 1 pt : formule de Koenig-Huygens

1—p
p2

-1pt:V(Z) =r

Partie III — Les lois de Panjer

On reprend les notations du début du probléme : la variable aléatoire N a valeurs dans N a sa loi
donnée par pr = P([N = k]) pour k € N.
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On suppose dans toute la suite du sujet que la loi de N vérifie la relation de Panjer

réels a et b, avec a < 1 et a4+ b > 0, tels que :

On dira

b
Vk e N*, pp= <a + k:) Dk—1

alors que N suit la loi P (a,b).

11. Détermination des lois de Panjer.

k b
a) Montrer que pour tout entier k strictement positif, on a : pp = po [] <a + >

i=1 v
1 pt : initialisation

2 pts : hérédité

b) Dans cette question, on suppose que a = 0.

M

ontrer que N suit une loi de Poisson de paramétre b.

bk
1 pt: pg = P05

+00o
1pt:SCE:1=po+ > pk

k=1
“+o00o
1 pt : série exponentielle Y pp = po (e® — 1)
k=1

1pt:py=e?et N—P(b)

¢) Dans cette question, on suppose que a < 0.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Montrer qu’il existe un unique entier naturel r, tel que : Vk > r, pp = 0 et Vk < r, pp # 0.

On pourra raisonner par ’absurde, et supposer les p; tous strictement positifs.

b

- 2 pts : le choix de kg = {— — 1—‘ permet d’obtenir p,, <0
a

-2pts:r=s—1ous=min ({i e N|p;, =0})

Noter généreusement et valoriser toute prise d’initiative.

Montrer : b = —a(r + 1).

b

-1pt:py = (G‘FM)pr:O
- 1 pt : conclusion b = —a(r + 1)
Etablir que pour tout k € [0,7], px = (—a)* (;) Po-

1
En déduire que pg = m.
- 1 pt : pour tout k € [1,7], pr = po (—a)" (2) par calcul
-1pt:cask=0

- lpt:Jrf:oIP)([N:k:})zl
k=0

1

- 1 pt : reste du calcul et conclusion py = ﬁ
—a

En conclure que N suit une loi binomiale et préciser les paramétres en fonction de a et b.

: il existe deux
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st () (5 ()
-1pt:sik>r+1,P(N=k)=0

b a
- 1pt:ﬁnalement:N<—>B<——1,— )
a
d) Dans cette question, on suppose que a > 0.
btk
(i) Montrer que pour tout entier naturel k, on a : p; = <a > a* po.

- 2 pts : calcul

(ii) En déduire que N suit une loi binomiale négative et préciser ses paramétres en fonction de a
et b.

+o0 +oo
-1pt:l=3 P(N=Ek]) = > m
k=0 k=0
- lp’c:p():(l—a)gJrl

b
- 1 pt : N suit la loi binomiale négative de paramétres — + 1 et 1 —a (car p; =
a

((2 + 1)k+ k— 1)ak)

12. Montrer que, dans tous les cas, N admet une espérance et une variance, et qu’elles sont données

a+b a+b
: E(N) = tV(IN) =5
par (N) 1—ae V(N) (1—(1)2
0+b 0+0
-1pt:casazO:N%P(b)etE(N):b:metV(N):b:(1—0)2
b
- 1pt:casa<O:N<—>B<——1,—1a )donc la v.a.r. N admet donc une espérance
a —a
et une variance
a+b a+b
-1pt:casa<0=E(N):1_aetV(N):m

b
-1 pt:casa>0: N suit une loi binomiale négative de paramétres — +1 et 1 —a donc
a

admet une espérance et une variance
a+b a+b
-1pt:E(N)= t V(N) = —

Partie IV — L’algorithme de Panjer

e On reprend les notations de I'introduction du sujet et de la partie III.

o Si A est un événement et Y une variable aléatoire, on note, si elle existe, E4(Y) Pespérance de la loi
conditionnelle de Y sachant A.

“+o0o
13. Pour tout n € N, exprimer IP( (X, =0 ) en fonction de go puis établir que 79 = ) ¢ pn.
n=0

n n
- 1 pt : justification P <[Z U, = O]) =P < N [Uk = 0])
k=1 k=1
- 1 pt : indépendance et méme loi cités
-1pt:P([X,=0])=q}

- 1 pt : lemme des coalitions cité pour indépendance de X,, et N
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14. Soit j € N*.

a)

b)

d)

Soit n € N*, que vaut Ex,—;(X,) ? En déduire : Ejx, —;(U1) = %
- 1 pt : Ex,—;(X,) existe
+o00o
-1 pt . E[Xn:j](Xn) = kzo kP[Xn:j}([Xn = k’]) = ]
- 1 pt : Ex,—;(Ux) existe
- 1 pt : linéarité de I’espérance
. , oo ‘ b +oo b _
Etablir : r; = > IF’( (X, = j]) <a + n) Pn—-1= Y. E[anj] <a+ jU1> IF’( (X = 7] )pn_l.
n=1 n=1
-1pt: [X=j]N[N=0=2 car j #0

- 1pt:rj:+zoop([xn:j]) <a—|—2> Pn—1

b
-1 pt: Eix, - <a + ‘U1> existe par transformation affine
J

b b
- 1 pt : linéarité de I’espérance et E(x, _j (a + _U1> =a+ —
J n

Montrer que pour tout n € N* :

=0

b , J bi , o
E[anj] (a -+ jU1> IP( [Xn = ]]) = Z (a + > ]P)( [Ul = Z] )P( [Xn—l =7 — Z])
- 1 pt : formule correcte du thm de transfert

- lpt:[Ulzi]ﬂ[Xn:j]:[Ulzi]ﬂLG:QUk:j—i]

- 1 pt : indépendance des Uy

n n—1
-1pt: ) Uget > U suivent la méme loi
k=2 k=1

J bi .
En conclure : rj = )~ <a + j) qirj—i, puis :

=0
N bi
ri = a+ — | qri_;
’ 1—GCI0<z;< J>”1>

Cette formule permet de calculer récursivement les nombre r; et ainsi de déterminer la loi de X.

- 1 pt : interversion des deux sommes

S 1pt: *;"Zp([xn:j—z'npn:ﬂ)([X:j—iD=rj@-

i=0
- 1 pt : justification 1 —aqgy # 0

1 pt ! i +*bi
_ = a L
PYE T e \ & j )

J bi
-1pt:rj=> a—i—? qirj—i

15. Des exemples d’application.
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a) Dans cette question, les variables U; suivent la loi de Bernoulli de parameétre p.

b
(i) Montrer que pour tout j € N*, r; = 1_:%@ (a =+ j) Tj-1-

En déduire que X suit une loi de Panjer.
-1pt: U, — B(p) donc

qgo=1-p

a=p

Viz2,¢=0

b
~2pt: X P W)otd =— L et =— L
l—a+ap l—a+ap

(i)

Retrouver les résultats des questions 4. et 5. de la partie I.
-3 pt:si N<— B(m,n) alors X < B(m,pr) (selon la qualité de la rédaction)
-1pt:si N—P(A) alors X — P (A\p)

b) Dans cette question, on suppose que a = 0, rappelons que cela entraine que N suit la loi de
Poisson de paramétre b.
Soit p un réel de l'intervalle ]0; 1].

(i)

(i)

(i)

()

Montrer qu’il existe un unique réel « tel que la famille de nombre (¢;);cn+ définie par ¢; = a%i

définisse une loi de probabilité d’une variable aléatoire a valeurs dans N* (loi logarithme
discrete). On pose gg = 0.
On suppose que les variables Uy suivent cette loi de probabilité.

(2
- 1 pt : la série > i converge
i

- 1 pt : unicité

- 1 pt : existence
L bal,
Montrer que pour tout entier j > 1,ona:r; = —>) p'rj_.
J i=1

- 1 pt : utilisation de a =0
- 1 pt : utilisation de I’hypothése faite sur les Uy

En utilisant un changement d’indice, établir pour tout j > 2 : r; = (p + p(ba—l)) ri-1,
puis montrer que cette égalité est encore vérifiée pour j = 1.

- 1 pt : relation de Chasles justifiée par j > 2

- 1 pt : décalage d’indice

-1pt: jZi pir(j,l),i = %rj_l justifiée par a 0 et b#0
i=

- 1 pt : fin du calcul

- 1 pt : vérification pour j =1

Conclure que X suit une loi binomiale négative et préciser ses parameétres en fonction de b,

a et p.

-1pt: X —P(d,b)oud =petd=pba-1)

-1 pt:p>0donc X suit une loi binomiale négative
/

b
- 1 pt : les paramétres sont — + 1 = ba et l1—d=1-p
a




