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DS2 (version B) - Correction - ESSEC I 2013

Toutes les variables aléatoires de ce probléme sont définies sur le méme espace probabilisé (2, &7, P).

Introduction

On s’intéresse dans ce probléme & la détermination de lois de probabilité composées qui interviennent
en particulier dans la gestion du risque en assurance et en théorie de la ruine. On étudie le modéle
suivant :

le nombre de sinistres a prendre en charge par une compagnie d’assurances sur une période donnée
est une variable aléatoire N & valeurs dans N;

les coiits des sinistres successifs sont modélisés par une suite de variables aléatoires (Ug)ken<. On

suppose que les variables Uy sont & valeurs dans N, indépendantes et identiquement distribuées, et
sont indépendantes de IV ;

On pose, pour tout n € N*, X,, =

n
Uy, et Xy est la variable certaine de valeur 0;

k=1

la charge sinistrale totale pour la compagnie d’assurance sur une période est donnée par la variable
aléatoire X définie par :

N
X=> U
k=1
et 'on précise que X = Xy =0 si N prend la valeur 0. On dit que X suit une loi composée.

Pour tout entier naturel j, on pose p; = P([N = j]), ¢; = P([U1 = j]) et r; = P([X = j]).

Partie I — Des exemples

Dans cette partie I, on suppose que les variables Uy suivent la loi de Bernoulli de parameétre p, ou p
est un réel de Uintervalle ]0, 1].

1. On suppose que l'on dispose d’'une fonction Python simulN() (resp. simulU()) qui simule la

variable aléatoire N (resp. la variable aléatoire U;). Ecrire une fonction Python simulX() qui
simule la variable aléatoire X.

Démonstration.

Les variables aléatoires Uy, sont identiquement distribuées donc la fonction Python simulU() per-
met de simuler chacune d’elles. Il s’agit alors de calculer une somme dont la taille est donnée par
la valeur (aléatoire) de N.

def simulX():
N = simulN(Q)
S=0
for k in range(N):
S =8 + simulU()
return S

[ I N O N N N

Pour n dans N*, quelle est la loi de X, ?

Démonstration.
Soit n € N*.
La v.a.r. X,, est une somme de n v.a.r. indépendantes de loi B (p), c’est-a-dire de loi B (1, p).
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Par stabilité de la loi binomiale : X;, < B (n,p).

Commentaire \

On rappelle la propriété de stabilité de la loi binomiale :
Soit X1, ..., Xj des v.a.r. indépendantes telles que X1 < B (n1,p), ..., X — B (ng,p).
Alors :

k k
> Xi = B <Z nzwp)
=1 =1

\ J

+00
3. Pour tout entier naturel j, établir : 7; = > P([X,, = j]) pn.
n=0
Démonstration.

La famille ([N = n]),en forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales, pour tout j € N :

o= B(X=j]) = gww—nlmx—m

N . (car les v.a.r. N et X,, sont

indépendantes par lemme des coalitions)

Commentaire .

o Détaillons 'utilisation du lemme des coalitions.

x D’aprés I’énoncé, toutes les v.a.r. de la suite (Ug)ren= sont indépendantes de N.

En particulier, pour tout n € N*, les v.a.r. Uy, ..., U, sont indépendantes de V.
n
x Dongc, par le lemme des coalitions, pour tout n € N*, la v.a.r. Y Uy est indépendante de N.
k=1

« D’aprés I’énoncé, la variable aléatoire N est « & valeurs dans N ». Cela signifie exactement :
N(Q) C N (et non N(2) =N).

e On ne peut donc pas considérer de plus petit systéme complet d’événements que la famille
([N = k])ken. On rappelle que ceci est licite car on autorise un systéme complet d’événements
a contenir ’ensemble vide. 0

\. J

4. Dans cette question 4., on suppose que N suit la loi binomiale de paramétres m, entier naturel, et
7, réel dans ]0, 1[. Soit j un entier naturel.

a) Justifier que r; = 0 si j > m.
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Démonstration.
« Pour tout k € N*, Uy, — B(p). Donc Ug(Q2) = {0, 1}.
e De plus, N < B (m, ). Donc N () = [0, m].
« Or: X = % Us.
On en dédku:i% :
x au minimum, la v.a.r. X prend la valeur 0,

x au maximum, la v.a.r. X prend la valeur m x 1 = m.
Ainsi : X(Q) C [0,m].
« Dong, si j > m, alors : [X = j] =@. D'ou :

Pour tout j >m : r; = 0.

b) Etablir que pour tout j € [0,m] : 7j = > <Z> P (1 —p)nd <7:Z> 7 (1 —m)m".

n=j

Démonstration.

Soit j € [0,m].

La famille ([N = n]),e[o,m) forme un systéme complet d’événements.
En procédant de la méme maniére qu’en question 3., on obtient :

rp = > P([Xn = j) P(IN = n])

(car si j & Xn(S2)
alors [ X, = j] = @)

La derniére ligne est obtenue en constatant :

n € [0,m] 0<n<m 0<n<m j<n<m

jeXn()=1[0,n] < 0<j<n & ¢ j<n &

j € [0,m] j € [0,m] j €[0,m] j € [0,m]
On en déduit :

ri = > P([Xn=J)P(N =n])

3
I
<.

(car X, — B(n,p)
et N — B(m,n))
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B (T

n=j n

Commentaire \

o En question 3., on savait seulement : N(Q2) C N. Le meilleur systéme complet
d’événements que nous pouvions considérer était donc ([N = n|)pen (contenant
potentiellement plusieurs fois ’ensemble vide).

o Ici, d’aprés la question précédente, nous pouvons considérer le systéme complet
d’événements plus précis ([N = n])nefo,m]-
\ 7 D

ny\ [m m\ [m—}j
¢) Vérifier que pour tous entiers j, n, mtelsque 0 < j<n<m: < > ( ) = < > ( j)
J n J n—J

Démonstration.
Soit (j,n,m) € N? tel que 0 < j <n < m.

n\ (m\ al m! B m!
iJ\n)  fln—) A (m—-n)  jl(n— ! (m—n)
o D’autre part :

(5 - e e -

J)\n—j a

e D’une part :

N m—F) (=) ((m—7)—(n=7)  jn—5)(m—n)

Ainsi, pour tout (j,n,m) € N’ tel que 0 < j <n<m: <”> <m> = (m> <m9>
J n J n—y

Commentaire \

La relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se faire par dénombrement.

Pour ce faire, on considére un ensemble E & m éléments.

(on peut penser & une piéce qui contient m individus)

On souhaite alors construire une partie P a n éléments de cet ensemble contenant j
éléements distingués (on peut penser a choisir dans la piéce un groupe de n individus
dans lequel figurent j représentants de ces individus).

Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres :

1) On choisit d’abord la partie & n éléments de FE : (’:) possibilités.

On distingue ensuite j éléments de cet ensemble P : (?) possibilités.
(on choisit d’abord les n individus et on élit ensuite j représentants de ces individus)

"
J
2) On choisit d’abord, dans F, les j éléments & distinguer : (T) possibilités.

Ainsi, il y a ( ) (:’;) maniéres de construire P.

On choisit ensuite n—j éléments dans £, pour former P, en y ajoutant les j éléments
précédents : (Z‘:JJ ) possibilités.

(on choisit d’abord les j représentants puis on leur adjoint un groupe de n — j
individus)

Ainsi, il y a (m) (m’j ) maniéres de construire P.

i/l \n—j
On retrouve ainsi le résultat.
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d) En déduire, pour tout j € [0,m] : rj = (7) (pr)? mi:j <m _j> ((1 —p)Tr)Z (1 —m)m=i-t,

Démonstration.
Soit j € [0, m].

v % (M= (e -y (d'apris 4.b))
- Q)G
> (7) (’jj‘ jf)pj (1= ) (1 = mym (@apres 4.c))
B o
= () E (" omm s GRS
O e

On en déduit, pour tout j € [0,m] :

= <T> (pm)’ mZ_j <m€_j> (1 =p)m)" (1= mymi. O

e) Montrer finalement que X suit une loi binomiale et préciser ses paramétres en fonction de m, p
et .

Démonstration.
« D’aprés la question 4.a) : X(Q) C [0, m].
e Soit j € [0,m]. D’aprés la question précédente :

o= (") (pmﬂ'jz_:(m;j) (1=p)m)! (1 = i

~(m L \\ym—j (par la formule du
a <]) Jm+(1=m) binome de Newton)
= <m> (r—pm+1- )m_j

J
iy p—-—

J

On en déduit : X < B (m,pm).

O

5. On suppose dans cette question 5. que IV suit la loi de Poisson de paramétre A, réel strictement
positif.
a) Montrer que pour tout entier naturel 7, on a :

)\ J 400 —i
| ]]!?) n=j (nij)!(/\(l_p)) J

—Jj
rp==¢€
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Démonstration.
Soit j € N. D’aprés la question 3. :

+oo
rj = ;()P([Xn:j])pn

_ *f;mxn = j)P(IN = n))

+0o0
= > (car [ X, =
n=20
j € Xn()
400 )
= X P([Xn=j)P(N =n])
n=j
Comme X,, < B (n,p) d’apres la question 2., alors X,,(2) = [0, n].
Donc la derniére ligne est obtenue en constatant :
n € [0, +oof 0<n 0<n j<n
jEX,(Q)=1]0,n] < 0<j<n < i<n &
jeN Jj€eN j €N jeN
On en déduit :
400 )
ri = 2 P([Xn =Jj)P(N =n])
n=j
too Y\ AT (car X,, <= B(n,p) et
— 1—p) 7 — A n 5
E(pa-moier BB
.t MmN\ 1 .
— - (1 = p)rIi\"
e ngj <j>”!( 2
n\ 1 wl 1 1
Or: S = T s & -
i/ nt o glin=g)wt gt (n—j)!
On obtient :
Y (g
r; = e . ~(1—p
’ =y 3! (n—j)!
]! n=j (n_])!
Ap)y tee 1 o
— e—/\( : — (1 —p)"I\nJ
J' n=j (n_])'( )
: . - ()‘p)j E=y 1 n—j
Finalement, pour tout j € N : r; = e 22 — (A (1—p .
=T L e ) .

b) En déduire que X suit une loi de Poisson, et préciser son paramétre en fonction de p et A.

Démonstration.

« Pour tout k € N*, Uy — B (p). Donc : Ui () = {0, 1}.
De plus, comme N < P () : N(Q) =N.

Ainsi, par définition de X : X(Q2) C N.
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e Soit 7 € N. D’aprés la question précédente :

ri = e I =, W(/\ (1- P))n_j

— oA (Aﬁ)j ;io % (A1 - p))Z (avec le décalage d’indice £ =n — j)

| 4
A M A (1-p) (car on reconnait la série exponentielle

4! de parametre A (1 —p))
_ (M?)J o~ AA(1-p)
J!

_ ()\ﬁ)j o= AP

On en déduit : X(Q) — P (Ap)

Partie II — La loi binomiale négative

On généralise la définition des coefficients binomiaux aux nombres réels en posant, pour tout y réel et

. Yy 1 kol . Yy
< (V) == . —1.
tout entier k € N (k) oL (y—1i), et <O>

6. Ecrire une fonction Python coeffBin(y, k) qui, prenant en arguments un réel y et un entier

naturel non nul &, renvoie (Z

Démonstration.
On remarque tout d’abord que, pour k € N* :

On en déduit la fonction suivante :

def coeffBin(y, k):
c=1
for i in range(k):
c =c* (y-i)/(i+1)
return c

Jov s o =

Commentaire

Notons que le choix d’initialiser ¢ a 1 n’est pas annodin. La variable ¢ étant un produit,
on choisit le réel 1 car il s’agit de ’élément neutre pour le produit.

De méme, pour initialiser une variable contenant une somme, on choisira plutot I’élément
neutre pour la somme, c’est-a-dire le réel 0.
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7. La formule du binéme négatif.
Soit ¢ un réel strictement positif, et = un réel de [0, 1].
(z =)

x
Pour tout entier naturel n, on pose I, = /0 W dt.
On admet le résultat suivant :
1 nofe+k—1\ 4 c+n
VvneN, ——— = ¥ +c I
(1 —x)e kgo < k ) n )"
L r—1
a) Veérifier que pour tout ¢t € [0,z] : 0 < T <z
anrl
En déduire 'encadrement : 0 < I,, < m
Démonstration.
« Soit t € [0, z].
Tz —t (car, comme t < x < 1
0< < S 0<zx—t<z(1—1t ’ ’
ST ST Se—tsa ) alors : 1—t>0)
S 0<z—t<r—uat
& —ar < -t —xt
&S zz>2t>at

Or on sait déja : t < x.
De plus, comme x € [0,1[, on a : xt < t.
Le dernier encadrement est donc vérifié.

—t
Par équivalence : Vt € [0, z], 0 < alc , < z.
« Soit n € N. Soit ¢ € [0, x].
— —t\" ; n
0< x—t <z dome 0" < x—t < an (cmf la fonction t +— t™ est
1—t 1—t croissante sur [0, +0oo[)
— "
donc 0 < M <"
(1—t)m
(x —t)" " 1
donc 0 < = prrert S @ et (car e >0)

Or:t<xz.Donc:1—¢t>1-—uz.
Par croissance de la fonction ¢ + t“*1 sur [0, +o0o[ (car ¢ > 0) : (1 —1)“T! > (1 —2)°t!. Ainsi :

0 < (x —t)" "
= (1 _ t)n+c+1 = (1 _ w)c+1

Par croissance de 'intégration, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < z) :
x (CL‘ _ t)n x xn
0 < /O (1 _ t)chnJrl dt < /0 (1 _ :C)c+1 dt

xn x
0 < I, £ +——— dt
n (1 —z)et! /0

Donc :

aprt th = et ?
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Ainsi : Vn e N*, 0 < I, < A=)t
O
. c+n c
b) (i) Montrer, pour tout n dans N* : ( ) =11 (1 + 7).
n k=1 k
Démonstration.
Soit n € N*.
Par définition du coeflicient binomial :
c+n 1 n=l )
< . > =l ((c+n)—1)
R (avec le changement
] kl;ll(c+k) d’indice k =n — 1)
n
+k
fieen
H k k=1
k=1
norc
- i+
k=1 \k
n
Vn € N, <C+”) _ (1+ 5)
n k=1 k O

(ii) Montrer que pour tout réel ¢ positif, In(1 + ¢) < t.

Démonstration.
La fonction x — In(14x) est concave sur | — 1, 4+00[. Sa courbe représentative est donc située
sous ses tangentes, notamment celle au point d’abscisse 0, droite d’équation :

y =2

On en déduit : Vt € | — 1, +oo[, In(1 +¢) < .

Commentaire

L’énoncé demande seulement de montrer que cette inégalité est vraie pour tout
t € [0,4o00[. Bien évidemment, celle-ci étant vraie sur | — 1,+oc], elle l'est en
particulier sur [0, +o0].

<In(k) —In(k —1).

El

(iii) Etablir, pour tout entier naturel k > 2 :

nol
En déduire : Vn € N*, z < 1+ In(n).
k=1

Démonstration.
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1 1 1 k—1
- < - - - < - < —In( =
k\ln(k) In(k—-1) < k:\ln<k— ) & oS ln< >
1 k—1 1
> A > B
& w7 In ( B ) 7 In (1 k>
1 . . o
Or, comme k > 2 : —— € | — 1, +o00o[. On peut donc appliquer la question précédente et ainsi

la derniére inégalité est vraie.

1
Par équivalence : Vk > 2, z <In(k) —In(k —1).

Commentaire \

- La démonstration présentée nécessite d’avoir démontré l'inégalité de la question
précédente pour tout t € | — 1, +o0[.

- On pouvait également utiliser I'inégalité des accroissements finis.
On note g : t — In(t). On sait :

x g est dérivable sur [k — 1, k],
1
x Vt elk—1kK|, z < d'(b).
On en déduit, par inégalités des accroissements finis :
1

En appliquant cette inégalité & y = k et x = k — 1, on obtient :

< In(k) —In(k —1)

| =

- On pouvait également procéder par intégration.
1 1
Tout d’abord : Vt € [k — 1, k], z < T

Par croissance de 'intégration, les bornes étant dans I'ordre croissant (k —1 < k) :

1 ko
</ Lo
k pop 1

(n(t) || = In(k) —In(k — 1)

\. J

o Soit n € N*.
On somme l'inégalité précédente pour k variant de 2 & n. On obtient :

S <3 (In(k) (k- 1))
k=2 k=2

In(n) — Inét]

10
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On ajoute 1 de chaque c6té de I'inégalité :

no ]
Vn € N*, Z

<1+1
" 4 <1+ ()

(iv) Montrer que pour tout n dans N* : In ((C + n)> < c¢(1+In(n)).
n

En déduire : lim (C + n> "t = 0.

n—-+o0o n

Démonstration.
. SOlt n e N*

In <<CZ”>> — Tn <;£[1 (1 + ;)) (dapres 7.b)(i))

1
=
=
VS
—_
+
El e
N—

k=1
Y ¢ (d’aprés 7.b)(i3))
=1k
no1
< ¢ -
=1 k
< ¢(1+1In(n)) (d’aprés 7.b) (i) )

n

¥n e N, In <<C+ ”)) < (1 + In(n))

e Soit n € N*.
Par croissance de la fonction exp sur R, on déduit de I'inégalité précédente :

(c + n) < exp (c(1+In(n)))

n

De plus 2" > 0, donc : 0 < (C + n) 2"t < exp(c+ ¢ In(n)) 2L
n
e Or:
exp(c+cIn(n))z"™ = exp(c+cIn(n)) exp((n+ 1)In(z))

= exp(c+cIn(n)+ (n+1)In(z))

= exp (c+1In(z) + ¢ In(n) + n In(z))

B c+In(z) ¢ ln(n)

- P (n In(z) ( n In(z) + n In(z >)
¢+ In(z) ¢ In(n)

= 0 et, par croissances comparées, lim
n—+oo In(xz) n

Deplus = I @)

Ainsi: lim < +In(@) | chn(n)

1=1.
n—+oo nln(z)  nln(x) +

11
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Comme z € [0, 1], alors In(z) < 0. D’ou : Erf n In(z) = —oc.

(c+ln(a:) L eln) 1)

nln(z)  nln(z)

On adonc: lim n In(z)
n—-+00

= —0OQ.

Par composition par la fonction exp, on en déduit :

i exp (ningo) (SRS SR ))

n—r-+oo nln(z)  nln(z)

o Finalement :

x lim 0=0
n—-+o0o
; n+l _
x ngrfoo exp(c+cln(n)) 2"t =0

c+n
Par théoréme d’encadrement : lim < + > 2"t = 0.

n—+oo n 0
L, . C + k - 1 k , . [N
¢) En conclure que la série I x" est convergente, et établir la formule du binéme
k=0
négatif :
gty E—1 1
> <c + > k= S -
k=0 k (1—x)
Démonstration.

o D’aprés I’énoncé, pour tout n € N* :

nofe+k—1\ 4 1 c+n
. I,
kgo( k )::: (1 —x)° C( n >

. c+k—1
Pour démontrer que la série > ( 3 ) z" est convergente et que sa somme vaut
k>0

b
(1 —2)°’

on va donc démontrer :

. c+n
lim ¢ < ) I,=0
n—-+oo n
o Soit n € N*. D’aprés la question 7.a) :
n+1
0< 1, < —

S Q=)

c+n c c+n\ 41
o< (55 < i ()

. . c+n
Or, d’aprés la question précédente : lim ( > "t =0.

On en déduit :

n—-+4oo n
Ainsi :
x lim 0=0
n—-+4o0o
: c ctn n+1 __
Xngr—&r-loo (1—x)c+1< n )x =0

n—-+oo n

Par théoréme d’encadrement : lim ¢ <C + n) I, = 0.

12
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k-1 T k—1 1
On en conclut que la série ) <C + ) z* converge et : 3 (C * >xk = —.
k>0 k k=0 k (1—=z)e
&

8. Soit p un réel de ]0,1[ et r un réel strictement positif. Montrer que la suite de nombres (pg)ren

r+k—1

définie par p, = (1 — p)*p" définit une loi de probabilité d'une variable aléatoire a

k

valeurs dans N. On l'appelle loi binomiale négative de paramétres r et p.

Démonstration.

Comme p € ]0, 1], alors :

r+k—1 -
pk=< L )(1—p>’“p > 0

Montrons que la série ) pj converge et que sa somme vaut 1.

k>0
Soit n € N.
n nofr+k—1 , r s (r+Ek—1
ZmzZ( . )(1—1?)'“19 =p Z( . )(1—17)"”
k=0 k=0 k=0

On applique la question précédente & c=r et z =1 —p (on a bien ¢ > 0 et = € [0, 1[. On obtient
r+k—1
que la série ) < + >(1 — p)* converge et :

5>0 k
to /fr4+k—1 ok ; _ i
P ( k >“ DS T—a—py v

On en déduit que la série > pi converge et :
k>0

+oo B 1_1
kgopk—yy—

On en conclut que la suite (pg)ren définit une loi de probabilité.

O

9. Si Y est une variable aléatoire suivant la loi binomiale négative de paramétres 1 et p, reconnaitre
la loi de Y + 1.

Démonstration.
Onnote V=Y +1.

Tout d’abord, comme Y (Q2) =N, on a: V(§2) = N*.

Soit k € N*.
V=k =[Y+1=k = [Y =k—1]

On en déduit :
P((V =k]) = P(Y=k-1]) = pe

1+ (k-1)-1 (1= p)y-ipt (car'Y suit la loi binomiale
n k—1 p négative de paramétres 1 et p)

= (1-p)*'p

13
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On reconnait la loi géométrique de paramétre p : V — G (p).

10. Espérance et variance.
Soit Z une variable aléatoire suivant la loi binomiale négative de paramétres r réel strictement
positif et p € ]0, 1[.

k—1 k—1
a) Montrer que pour tout entier k > 1 : k (T + > =r <r4k;_ 1 )

k
Démonstration.
Soit k > 1.
e D’une part :
k r+k—1 _ (r+k—1)! _ ¥ (r+k—1)! _ (r+E-1)!
k R+ k—1-k)! T EE-DI'(r-1)!  (E-D!(r-—1)

o D’autre part :

r+k—-1\ (r+k—1)! B (r+k-1)!  (r+k-1)
T( k-1 ) T DIt k—1-k-1) T E-Drr-1 (k-1 —1)

Onendéduit:Vk;17k(r+Z_1> :T<T—Ii€-ﬁzl).

Commentaire

La relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se faire par dénombrement.

Pour ce faire, on considére un ensemble F & r 4+ k — 1 éléments.

(on peut penser a une piéce qui contient r + k — 1 individus)

On souhaite alors construire une partie P & k éléments de cet ensemble contenant 1 élément
distingué (on peut penser a choisir dans la piéce un groupe de k individus dans lequel figure 1
représentant de ces individus).

Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres :

1) On choisit d’abord la partie a k éléments de E : (rﬂzfl) possibilités.

On distingue ensuite 1 élément de cet ensemble P : (llc) = k possibilités.
(on choisit d’abord les k individus et on élit ensuite 1 représentant de ces individus)
Ainsi, il y a k (H,]z*l) maniéres de construire P.

2) On choisit d’abord, dans E, une partie a (k — 1) éléments : (Hlizl) possibilités.

On forme alors P en ajoutant & ces k — 1 éléments, 1’élément & distinguer. Cet élément est choisi
parmi les 7 + k — 1 — (k — 1) = r éléments restants dans E : (}]) = r possibilités.

(on choisit d’abord k — 1 individus puis on leur adjoint 1 individu parmi les r restants dans E)

Ainsi, il y a (’iﬁ;l) r manicres de construire P.

On retrouve ainsi le résultat. -

rd-p)

b) Montrer que Z admet une espérance et que 'on a : E(Z) =
p

Démonstration.

o La v.ar. Z admet une espérance si et seulement si la série > nP([Z = n]) est absolument
n=0
convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

14
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e Soit n € N.

k=1
= p él r (T —]:ﬁz 1> (1—p)k (d’apres la question précédente)
= rp" :Z_:; <r —;; k) (1 —p)k+t (par décalage d’indice)
_ l-pnd ((r+1)+k—1)(1_p)kpr+1
P k=0 k
L s e

Or la famille ([W = k])gen forme un systéme complet d’événements. Donc la série Y P([W = n])

n=0
converge et sa somme vaut 1.
On en déduit que Z admet une espérance.
De plus :
1—p t© 1—
E(Z) = r—L S P(W=k) = r —21
D k=0 p
1—
E(Z) = r —2
p O
: S _r(l—p)
¢) Montrer que Z admet une variance et que l'on a : V(Z) = ——5—>.
p
On pourra commencer par calculer I'espérance de Z(Z — 1).
Démonstration.
« Lav.ar. Z(Z — 1) admet une espérance si et seulement si la série Y n(n —1)P([Z = n]) est
n=0

absolument convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient a démontrer qu’elle

est convergente.

15
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e Soit n € N.

k=0
= > k(k-1)P([Z =k])
k=2
n r+k—1
= S a-oe("T T pre
k=2 k
n kE—1
= p Y (k—=1)r (T—IE ) )(1 —p)k (d’apres la question 10.a))
k=2 -
n—1 k
= rp" > k <r—]f€— )(1 — p)k+l (par décalage d’indice)
k=1
1—pndl r+1)+k—1 .,
= L G (R LV
P k=1
1—pndl r+1)+k—1
T (AR AL R
P k=0
 1-pn B (ou W suit la loi binomiale négative
-7 ,go (W = K]) de paramétres r +1 et p)
1
Or, d’aprés la question précédente, la v.a.r. W admet une espérance et E(W) = (r+1) P
p

On en déduit que la v.a.r. Z(Z — 1) admet une espérance.

De plus :

E(Z(Z-1)) = r 1ppE(W) == 1pp

E(Z(Z-1) = (r+1)r (1;?)

o D’autre part :
7 = Z2(Z-1)+Z

Ainsi, Z? admet une espérance comme somme de v.a.r. qui admettent une espérance.

On en conclut que la v.a.r. Z admet une variance.

o De plus, par linéarité de ’espérance :

E(Z*) = E(Z(Z-1))+E(Z) = (r+1)r <1pp>2+r 1pp

16
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Enfin, d’aprés la formule de Keenig-Huygens :

V(Z) = E(Z%) - (E(2))

= (r+1)r

Partie III — Les lois de Panjer

On reprend les notations du début du probléme : la variable aléatoire N & valeurs dans N a sa loi
donnée par pp = P([N = k]) pour k € N.

On suppose dans toute la suite du sujet que la loi de N vérifie la relation de Panjer : il existe deux
réels a et b, avec a < 1 et a + b > 0, tels que :

b
vk e N*, pp = (a—l— /<:> Dk—1

On dira alors que N suit la loi P (a,b).

11. Détermination des lois de Panjer.

k
a) Montrer que pour tout entier k strictement positif, on a : pr, = po [] <a + )
i=1

k b
Démonstration. Démontrons par récurrence : Vk € N*, P(k) ol Pk):pr =po [1 (a + )

b b b
po |1 <a~|—,) = Do <a+> = <a+)p11 =n
i=1 1 1 1
D’ou P(1).

» Hérédité : soit k € N*. .
+1 b
Supposons P (k) et démontrons P(k + 1) (i-e. pr+1 =po [] (a + > ).
i=1 t

» Initialisation :

b
Pr+1 = (a + k:+1> Pk (d’apreés lénoncé)
B b b (par hypothése de
B (a * k> * Po Zl;ll (a + z) récurrence)

Dot P(k + 1).

17
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7

k b
Ainsi, par principe de récurrence : Yk € N*, pp =po [] (a + )
i=1

b) Dans cette question, on suppose que a = 0.
Montrer que N suit une loi de Poisson de paramétre b.

Démonstration.
e Onadéa: N(Q)CN

. SOlt k? S N*
Si a = 0, alors, d’aprés la question précédente :

o On sait de plus que la famille ([N = k])ren est un systéme complet d’événements, donc :
+oo +o0o +00
L= Y P(N=k]) = P(N=0))+ > P(IN=k]) = po+ 2. pr
k=0 k=1 k=1
Or, en reconnaissant une série exponentielle de paramétre b :

+00 too Pk +oo pk
1?:21 pr = 1;::1 Pogy = P02 g
= p0<;§ll::k!_l> = po (e? —1)
On en déduit :
1=po+po(e’ —1)
donc 1 =¢epo
d’ott e b =po
Finalement :

bk:
VkeN, P(IN =k]) =e® o

On reconnait une loi de Poisson de paramétre b : N < P (b).

Commentaire

D’aprés I’énoncé, la variable aléatoire N est « & valeurs dans N ». Cela signifie exacte-

ment : N(Q) C N (et non N(Q2) =N).

¢) Dans cette question, on suppose que a < 0.

(i) Montrer qu’il existe un unique entier naturel r, tel que : Vk > r, pp = 0 et Vk < 1, pp # 0.
On pourra raisonner par 1’absurde, et supposer les pj tous strictement positifs.

Démonstration.
Raisonnons par ’absurde. Supposons : Vk € N, p;, > 0.

18
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e Soit k € N. On sait :

b
Pk+1 = <a + k3+1> Pk

On va donc chercher a démontrer qu’il existe un entier kg tel que :

<0

a+k¢0+1

En effet, si c’est le cas, on aura :
x dune part p,4+1 > 0 par hypothese,

x d’autre part, comme pg, > 0 et a +

b b
<0: = < 0.
ko + 1 Pko+1 <a + ko + 1) DPko
Ce qui est absurde.

e On a les équivalences suivantes :

1 a
— <0 & —<-a & — < —=
Tkt k1 F+1 " b
b (par stricte décroissance de la fonction
& k+1>—— ‘ b
a inverse sur |0, +oo[, avec —— >0)
a
b
& k>——-1

b
On choisit alors : kg = {— — 1—‘ pour obtenir la contradiction voulue.
a

On en déduit qu’il existe ig € N tel que p;, = 0.

e On note alors : s =min(i € N | p; = 0).
L’entier s existe car I’ensemble {i € N | p; = 0} est un sous-ensemble de N non vide ('entier
ko appartient & cet ensemble).
Soit k € N. Deux cas se présentent.

x sik <s (i.e. k< s—1), alors, par définition de s : px > 0.

En effet, on sait, par définition de s : p; = 0.
De plus, d’apreés la question 11.a) :

k b s b k b k b
. = po [[la+~=) =po I] la+~ II (e+=) =»s Il a+=) =0
i=1 ? i=1 v) i=s+1 ¢ i=s+1 v

En choisissant » = s — 1, on a bien : Vk <7, pp > 0 et Vk > r, pp = 0.

(ii) Montrer : b = —a(r + 1).
Démonstration.
Par définition de r :
X Dp > O,

X Pr41 = 0.
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b
Or:pry1 = <a + ) pr. On en déduit :
r+1

donc

dot b= —a(r+1)

b= —a(r+1) -
(iii) Etablir que pour tout k € [0,7], pp = (—a)* (;) Do-
1
En déduire que pg = Aar

Démonstration.

e Soit k € [1,7]. D’apreés les questions 11.a) et 11.¢) (%) :

Pk = Do lﬁ(@a(r:l)) = po iﬁ1<a<1+’"‘:1>>

k
. [I(r+1-1)
= po (—a) ﬁ %H = po (—a)kz:lk—
i=1 1;[11
= po (—a)¥ © bon 'l;!(rJr -
= po (—a)* (T;.k)! = po (-a) k! (rr!— k)!

r
« De plus : (—a)° < )po = po.

Finalement : Vk € [0,7], pr, = (—a)k (2) Po-

« La famille ([N = k])ren forme un systéme complet d’événements. Donc :

L= +ZOOIP’([N — k) = P(N=0))+ > P(N = k]) + +f;° P([N = k))
k=0 k=1 k=r+1

(d’apres ce qui
précede)
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(d’apres la formule du

_ . r
= (me+]) binéme de Newton)

1

On en déduit : Po = m

Commentaire \

« Dans cette partie, on a seulement l'inclusion : N(2) € N. On ne peut donc pas
considérer de plus petit systéme complet d’événements que la famille ([N = k])gen.

« On rappelle que ceci est licite car on autorise un systéme complet d’événements a

contenir ’ensemble vide. 0

(iv) En conclure que N suit une loi binomiale et préciser les paramétres en fonction de a et b.

Démonstration.
« Tout d’abord : N(Q2) C N.

« Soit k € N. Deux cas se présentent :

x si k € [0,r], alors, d’apreés la question précédente :

PV =H) = o= o)) o
- (e ()
- () ()
1 l—a-1 a

D l b' :1_ = fry — .
e plus, on a bien T T T

PN =k]) = pp = 0

On reconnait alors la loi binomiale de parameétres r et — 1 .
—a

¢ On cherche enfin & exprimer r en fonction de a et b.
D’aprés la question 11.¢) (i) :

b b
b=—-a(r+1) & ——=r+1 & ———1=r
a a

Finalement : N<—>B<—b -1,— a4 )
a 1-a
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Commentaire

o Rappelons qu'une v.a.r. X est une application X : Q — R.

X(Q) = {X@)|wea)

X et est noté Supp(X)).

n et p si et seulement si :

x X(Q) =[0,n],

b e 0], B(X = #) = (1 )oh(1 =y
on trouvera aussi :

« X(Q) CN,
« Wk € [0,n], P((X = K]) = <Z>pk(1 ek

x Yk € [n+1,4+o00[, P([X =k]) = 0.

\.

Cette question améne une remarque sur la notation X () lorsque X est une v.a.r.

Comme la notation le suggere, X () est 'image de 2 par l'application X.
Ainsi, X () n’est rien d’autre que ’ensemble des valeurs prises par la v.a.r. X :

= {2eR|weQ, X(w)=uz}

« Il faut bien noter que, dans la définition de X (2), aucune application probabilité P
n’apparait. Méme si cela ne correspond pas directement a la définition, il est d’usage
courant de confondre, dans le cas des v.a.r. discrétes, ’ensemble de valeurs possibles de
la v.a.r. X (i.e. Pensemble X (Q2)) et ’ensemble des valeurs que X prend avec probabilité
non nulle (dans le cas ot X est une v.a.r. discréte, cet ensemble est appelé support de

« Ainsi, s’il est fréquent de considérer qu'une v.a.r. X suit une loi binomiale de paramétres

La premiére définition est axée sur I’ensemble image et la seconde sur le support de X.

d) Dans cette question, on suppose que a > 0.

b
. 2+ k
(i) Montrer que pour tout entier naturel k, on a : px = (a ) a® po.

Démonstration.
Soit k € N.
Par définition des coefficients binomiaux donnée en partie II :

b _
Stk 1 k=1 /b ,
( k ) - mI%(H’“‘Z)

(avec le changement

K S \a J d’indice j =k — i)
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On en déduit :

G- () () - (G99 - G

k b LRy
Ainsi:VkGNa pk :po H <a—|—Z> :po(‘l—]: >ak.
=1

(i) En déduire que N suit une loi binomiale négative et préciser ses paramétres en fonction de a
et b.

Démonstration.

o Commencons par déterminer py.
La famille ([N = k])ken est un systéme complet d’événements. Donc :

1= SR(N=k) = BN =0)+ 5 B(N =)

+oo _|_k “+oo Q+k
= po+ > po|“ abF =po(1+Y (¢ a”
f=1 k =1 \ Kk

1 d’apgés 7.¢) appliquée a
BEPACES | c=—+letx=a
(1—a)f - )

On en déduit : pg = (1 — a)g‘H.

« Ensuite : N(Q) C N.
o Soit k € N. D’apreés la question précédente :

b b —1
P = (“Zk)ak(l—a)g"'l = <(“+ >k+k )ak(l—a)g"'l

b
On obtient que N suit la loi binomiale négative de paramétres — + 1 et 1 — a.
a

O

12. Montrer que, dans tous les cas, N admet une espérance et une variance, et qu’elles sont données
a+b a+b
ar : E(N) = et V(N) = —.

Démonstration.
Trois cas se présentent.

esia=0:N <= P(b).

La v.a.r. N admet donc une espérance et une variance et :

0+b 0+b
E(N)=b= et VIN) =b= =0
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a

.sia<0:N<—>B<—b—1,— )
a 1—a

La v.a.r. N admet donc une espérance et une variance.

De plus :
E(N) = —9—1 _a _ b+a a _ b+a
a 1—-a a l—a 1—-a
Enfin :
b a a b+a 1 b+a
V(IN) = |———1] | — 1 = =
() < a >< 1—a>< 1—a> l—-a l-a (1—a)?
a+b a+b
E(N) = t V(N) = —
(V) l—a’ (W) (1—a)?

b
e sia > 0: N suit une loi binomiale négative de paramétres — + 1 et 1 —a.
a

D’aprés les questions 10.b) et 10.c), la v.a.r. N admet une espérance et une variance.

De plus :
b
241
E(N) = (a1+3“ - ll)tz
Enfin : (b )
2+1)a b+a
N) = 2 =
VI = Tar T e
a+b a+b

Partie IV — L’algorithme de Panjer

o On reprend les notations de I'introduction du sujet et de la partie III.

o Si A est un événement et Y une variable aléatoire, on note, si elle existe, E4(Y) I'espérance de la loi
conditionnelle de Y sachant A.

“+o0o
13. Pour tout n € N, exprimer IP( (X, =0] ) en fonction de go puis établir que 79 = ) ¢ pn.
n=0
Démonstration.
Soit n € N.

(car les variables aléatoires Uy sont a valeurs
dans N et qu’une somme de nombres positifs

k=1 est nulle ssi tous les nombres sont nuls)
B (car les variables aléatoires Uy, sont
B ,};[1 P[0k = 0]) indépendantes)
_ _ (car les wariables aléatoires Uy
N kl;ll P[0 = 0]) suivent la méme loi)
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Dot : P([X, =0]) = qj.

De plus, d’apreés la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet d’événements

([N = n])nEN :

rgz:g]?([X:O]ﬂ[N:n])

400
= > P(X,=0]N[N =n]) (raisonnement analogue a la question 3)
n=0

(les variables aléatoires X, et N sont
indépendantes par lemme des coalitions)

_ :é P([X,, = O])P([NV = n])

_ JFZO:O n (d’apres le calcul précédent
i o Pn et la définition de py)

+o00
I~y - —
Dot : 19 = ) qipn.
n=0

14. Soit j € N*,
a) Soit n € N*, que vaut E(x, _;(X,)? En déduire : Ejx, _;(U1) = L
n

Démonstration.

Soit n € N*.

L’espérance conditionnelle Ejx, —; (X,) existe si et seulement si la série (sur k) > kPx, —; ([Xn = k])
converge absolument, ce qui revient & montrer la convergence car il s’agit d’une série & termes
positifs.

On remarque que, pour tout entier m > j :

S kP, ((Xn = K]) = j
k=0

car
1 sik=y
0 sinon

P[XTL:j]([Xn = k’D = {

Ainsi, la série ) kP[x, —;([Xn = k]) converge et

=il

400
Eix,=j)(Xn) = kZ_:O kPix, = ([Xn = K]) = j.

Soit k € [1,n]. On sait que 0 < Uy < X,,. On en déduit que si ’événement [X,, = j] est réalisé,
alors les valeurs possibles de la variable aléatoire Uy sont comprises entre 0 et j. Autrement dit,
la loi conditionnelle de U}, sachant [ X, = j] est finie. Ceci prouve que E(x,—;(Uy) existe.
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De plus,

n
Eix,=j(Xn) = Ex,—j (Z Uk)

k=1
- kz Eix,=5 (Uk) (par linéarité de l’espérance)
—1
an E (Uy) (car les wariables aléatoires Uy
- [Xn:]] 1

suivent la méme loi)

= nEpx, = (U1)
D’ou : ] = n]E[Xn:j] (Ul)

On a bien : E[Xn:]}(Ul) = %

O
. ) oo . b oo b .
b) Etablir : r; = > IP’( (X, = j]) <a + n) Pn-1= ), Eix,=j <a+ jU1> IP( (X = J] )pn,l.
n=1 n=1
Démonstration.
D’aprés la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet d’événements
(IN =n])en :

= 5 B(X =50V =)

ke . - (X =4]N[N=0] =& carj #0 or, si N

- n; P(X =30 [N =n)) prend la valeur 0, alors X prend la valeur 0)
+00

= > P(X,=j]N[N =n]) (raisonnement analogue a la question 3)
n=1

(les variables aléatoires X, et N sont

+00
- n; P([Xn = PN = n]) indépendantes par lemme des coalitions)

+00
= 2 P([Xn = jD)pn
n=1
+oo b
= > P([X,=17]) <a + ) Pn—1 (car N vérifie la relation de Panjer)
n=1 n

b
Soit n € N*. On sait que Efx,_;) (U1) existe d’aprés la question précédente. Or, a + ~Uj est une

b
transformeée affine de U; donc IE[ Xp=j] <a + ,U1> existe également.
J

De plus :
b b L .
Ex,—j{a+=U1 ] =a+ =Ex,—; (U1) (par linéarité de ’espérance)
J J
bj s : i
=a+-= (d’apres la question précédente)
jn
=a+ —
n
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D’ou : rj = 21 P( [Xn = ]]) <CL + n) Pn—1 = 21 ]E[Xn:j] (CL + ]Ul) ]P)( [Xn = ]] )pnfl.
0

c¢) Montrer que pour tout n € N* :

b , J bi ) .
Epx,_; (a T jU1> P(IX, =) = 5 <a n j> B([U1 = i) )B([Xno1 = j —1])
Démonstration.

Soit n € N*. D’aprés le théoréme de transfert (la variable aléatoire U; étant finie & valeurs dans
[0, j] conditionnellement a [X,, = j]) :

b J b. .
]E[Xn:j] <(Z + le) = Z <a + jZ> P[X":j]([Ul = Z])

=0

£ o) e
d'ott

E{x,=j] (a + ;),U1> P([X, =j])
_ fo (a 4 jz) P([U; = i] N [X, = j])
- el )
- (o 3rliao g
_ éo (a + jz) P([U, = i])P (L% Up = j — z]) (par indépendance des Uy)

(car les Uy, suivent la méme loi et

) f (a N I?Z-) (s — 1B (Xt — 5 i) sont indépendanics donc 3 Uy et

= :g Uy suivent la méme 10i)
On a bien : Ex, (a + ?Ul> P([Xn,=]) = Z; (a + T) P([Uy =14))P([Xn-1 =7 —1]).

O

J bi
d) En conclure : rj = ) <a + Z) qiTj—i, puis :
J

i=0
1 J bi
i = a+ — ) qirj—;
’ 1—@%(2( ])HZ>

Cette formule permet de calculer récursivement les nombre r; et ainsi de déterminer la loi de X.
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Démonstration.
Tout d’abord :

+oo b )
Ty = n§1 IE[Xn:j] (a + ]Ul) P( [Xn = ]] )pnfl

+oo J ;
=> > <a + ?) P([U1 =] )P([Xn-1=13 — 4] )pn—1 (d’aprés la question précédente)

n=1i=0
- :fi g% (a + Z;Z) GP([Xn-1=7 — 1] )pn
— go <a + l?;) ¢ (:: P([ X1 =j—1] )pn—l)
:§%<m+?)%(izpuxn:j—ﬂhh>

De plus, par un calcul analogue a celui effectué en question 3 :

5 B([Xn =g =)o = PX = — ) = 1y

_ J bi
Dou:rj= 3, a—i—? qirj—i-

i=0
Ensuite :
]
ri=> (a+—|arj-i
1=0
— aaor + EJ: 0t bi . (en sortant le premier terme de la
— 4907 ] ;) 4t somme)
d’ou

J bi
ri(l—aq) =3 (a+ — |airj-i
i=1 J

De plus, a < 1 donc agp < qo (car gg = 0) et donc agyp < 1 (car gop < 1), ce qui permet d’affirmer
que 1 —aqg # 0.

s 1 J bi
On en déduit : r; = — N la+ 5 girj—i |-
— a4o \i=1

15. Des exemples d’application.

a) Dans cette question, les variables U; suivent la loi de Bernoulli de parameétre p.

b
(i) Montrer que pour tout j € N*, r; = S (a 4 > i1
l—a+ap J
En déduire que X suit une loi de Panjer.
Démonstration.
Soit j € N*.
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(i)

D’aprés la question précédente :

Or, Uy — B(p) donc

On en déduit que :

Le résultat précédent se réécrit :

. b b
Vk € N*, Tk:l—ap—kap<a+k:>rk1: (a'—i—k)rkl

ou
o =P
l—a+ap
yo—
l—a+ap

Cette relation prouve que X suit une loi de Panjer. Plus précisément : X < P (a’, V).

O
Retrouver les résultats des questions 4. et 5. de la partie I.

Démonstration.
Retrouvons le résultat de la question 4.
On suppose que N suit la loi binomiale de paramétres m € N et w €0, 1[.

On sait que N < P (a,b). D’apreés la question 11, si a > 0, alors N suit une loi de Poisson
ou une loi binomiale négative et donc ne suit pas une loi binomiale. On en déduit que :

x a<0
x m = ——— 1 est 'unique entier vérifiant : pour tout entier naturel k, si k > m, alors p, =0
a
et si pp < m, alors pg # 0 (d’aprés la question 11.c¢)(iv))
a
x M= (d’apres la question 11.¢)(iv))
—a
e . . TN ap / bp
D’aprés la question précédente, X — P (a’,b') otd = ——— et b/ = ————.
l—a+ap l—a+ap

On remarque que, puisque p €0, 1] :

/ ap

- ® -9
1—a(l-p) <

a

donc X suit elle-méme une loi binomiale de paramétres (m/, 7') d’aprés la question 11.¢) (iv).
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De plus, les paramétres de cette loi sont :

b
1—a(l-— b
l1—a(l-p)
ap
o4 _  l-atap _ ap __w
1-d g _ ap - l—a+ap—ap 1—a 7
l—a+ap

On obtient bien le méme résultat qu’a la question 4 : X < B (m, pm).

Retrouvons maintenant le résultat de la question 5.

On suppose que N suit la loi de Poisson de paramétre .

On sait que N < P (a,b). D’aprés la question 11, si a # 0, alors N suit une loi binomiale
ou une loi binomiale négative et donc ne suit pas une loi de Poisson. On en déduit que :

x a=0

x A =10 (d’aprés la question 11.b))

et donc X — P (0,bp) ce qui prouve que X suit la loi de Poisson de parameétre bp (d’aprés
la question 11.b)).

On obtient bien le méme résultat qu’a la question 5§ : X — P (Ap).

O

b) Dans cette question, on suppose que a = 0, rappelons que cela entraine que N suit la loi de
Poisson de paramétre b.
Soit p un réel de l'intervalle ]0; 1[.

(i) Montrer qu’il existe un unique réel « tel que la famille de nombre (g;);cn+ définie par ¢; = ozpl—,Z
définisse une loi de probabilité d’une variable aléatoire a valeurs dans N* (loi logarithme
discrete). On pose go = 0.

On suppose que les variables U}, suivent cette loi de probabilité.

Démonstration.
Tout d’abord, on remarque que :

P
x Vie N*, 0<— <p-
i

« la série > p’ est une série géométrique de raison p €]0, 1[ donc converge

On en déduit, par critére de comparaison par inégalité pour les séries a termes positifs, que

la série > }l converge. Ainsi, la somme infinie ), = existe.
1 i=1 ¢

Analyse :

+o00o
Si un tel « existe, alors > ¢; = 1 et donc, par linéarité de la somme :

i=1

1
o=
Jr

%
0P

o

s
I
—

Ceci prouve 'unicité d’un réel a tel que la famille (¢;);en+ définisse une loi de probabilité.
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Synthese :

1
Posons o = —. On a alors a > 0 et donc :
+00 pt

> B

i=1 ?
Vie N*, ¢, >0
De plus :
“+o0o
> =1
i=1
Ceci prouve l'existence d'un réel « tel que la famille (g;);en+ définisse une loi de probabilité.
O
bad, .
71) Montrer que pour tout entier j > 1,ona :r;, = — > p'r,_;.
J ! J i=1 !
1=
Démonstration.
Soit 5 € N*.
1 J bi s :
rj = Yo la+— ) arj—i (d’apres la question 14.d))
1 —aqo \i=1 J
I bi
=y 7%1"]7z (cara=10)
i=1
i bd PP . )
=> O T (par hypotheése sur la loi des Uy)
i=1 J
I b
= Z gplrj—z
i=1 J
baJd. .
Dou:r; = —az pTi—i.
J i=1
O

e N . . ba — 1
(i11) En utilisant un changement d’indice, établir pour tout j > 2 : r; = (p + p(ozj)) rji—1,
puis montrer que cette égalité est encore vérifiée pour j = 1.

Démonstration.
Soit j > 2 un entier.

bad. .
rj = 72 P (d’apres la question 15.b)(ii))
i=1
ba bad, . )
= 7177“3‘—1 + 722 p'Ti—i (car j = 2)
1=
ba alzl
= 71?7“3—1 + 712 i

31



E2A

14 Octobre 2024

Mathématiques (version B)

(iv)

Or,
ba j_l .
Ti—1= > P'TG-1)—i
J—Lli=1

et donc -
-1 i—1
D J
=1 PTG = ba 07!

(onabiena#0etb#0cara=0et a+b>0)
Ainsi :

Montrons maintenant que cette formule reste valable pour j = 1.
x D’une part : r; = bapry (d’aprés la question 15.b)(ii), valable pour j = 1).

ba — 1
x D’autre part : <p + p(a)) rji—1 = (p + p(ba — 1))ro = pbarry.
J

ba — 1
Pour tout entier j > 1, r; = <p_|_ p(a)) rio1.
J

O

Conclure que X suit une loi binomiale négative et préciser ses paramétres en fonction de b,
a et p.

Démonstration.
D’aprés la question précédente, X < P (a’, ') ou

ad=p
b =p(ba —1)

On sait de plus que p > 0 donc, d’aprés la question 11.d),

/

X suit la loi binomiale négative de paramétres — +1=ba et 1 — a=1-p.
a
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