Lycée Carnot DM 5 : Longueur de la plus longue séquence de Pile consécutifs E2A

On lance indéfiniment une piéce de monnaie qui tombe sur Pile avec probabilité p €]0,1[. On pose ¢ = 1 — p.
e On note, pour tout k € N*,

P, : « la piece tombe sur Pile au k° lancer »
F}. : « la piece tombe sur Face au k° lancer »
e On note T la variable aléatoire égale au rang du premier Face et on pose U =T — 1.

e Pour tout n € N*, on note X,, la variable aléatoire égale & la longueur de la plus grande séquence de Pile
consécutifs parmi les n premiers lancers ou égale a 0 si il n’y a aucun Pile. Par convention, on pose Xy = 0.

e Pour tout n € N* et pour tout ¢ € N, on note Xr(f) la variable aléatoire égale a la longueur de la plus grande

séquence de Pile consécutifs parmi les lancers numéros £ + 1, £ + 2, ..., £ + n. Cette notation généralise la
précédente, au sens ou X,, = XT(LO). Par convention, pour tout £ € N*, X(()Z) = 0.

Exemple : si 'issue est w = (Pile,Pile,Face,Pile,Pile,Pile,...), alors T(w) = 3, U(w) = 2, X;(w) = 1, Xy(w) = 2,

X3(w) = 2, Xy(w) = 2, Xs(w) = 2, X(w) =3, X V(w) = 1, X () = 1, XP(w) = 1, X{P(w) = 2, XV (w) = 3.

Partie A : Etude des variables aléatoires T et U

1. Reconnaitre la loi de T'. Donner son espérance et sa variance.

Démonstration. L’expérience consiste en une répétition infinie d’épreuves de Bernoulli indentiques et indépen-
dantes de parametre ¢ (le succes étant « la piece tombe sur Face »).

La variable aléatoire T est égale au rang du premier succes.

On en déduit que T = G (q).

Dot E(T) = 5 et V(T) = 5. O
2. Déterminer la loi de U et calculer son espérance et sa variance. Donner une interprétation de la variable U en

une phrase.

Démonstration. Ona U =T —1 et T(Q) = N* donc | U(Q) = N|.

Soit k € N.

P([U = k]) =P([T -1 =k])
=P([T =k +1])

= qpk+1_1 car k+1€N*

k
=4qp

U admet une espérance et une variance par transformation affine d’une variable aléatoire qui admet une espérance
et une variance.

E(U) =E(T -1)
=E(T)-1 (par linéarité)
1

(=

Sk

et

V(U) = V(T - 1)
=V(T) (par propriété de la variance)

La variable U est égale a la longueur de la séquence de Pile se situant avant le premier Face (cette longueur
peut éventuellement étre nulle si le premier lancer donne un Face). O]
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Partie B : Etude des variables aléatoires X; et X, et X;

3. Reconnaitre les lois de X; et Xs.
Démonstration. On trouve que X; = B(p) et Xy = B(2,p). O

4. (a) Démontrer que la loi de X3 est donnée par le tableau :
z € X3(0) 0 1 2 3
P([X;=x]) (1-p)° p(1-p)(3-2p) 2p°(1-p) p’

Démonstration. La plus petite valeur que peut prendre X3 est 0 (si il n’y a que des Face lors des 3 premiers
lancers) et la plus grande valeur est 3 (siil n’y a que des Pile lors des 3 premiers lancers). Toutes les valeurs

intermédiaires sont possibles donc | X3(£2) = [0, 3] |

[X3 = 0] est réalisé < il n’y a aucun Pile lors des 3 premiers lancers
— F; N Fy N F3 est réalisé

Par indépendance : | P([ X5 = 0]) = (1 —p)*|.

[ X3 = 3] est réalisé < il n’y a que des Pile lors des 3 premiers lancers
< P; N P, N P; est réalisé

Par indépendance : | P([X; = 3]) = p° |

la plus longue séquence de Pile consécutifs
parmi les 3 premiers lancers est de longueur 2

— (FinPy,n P;)uU (P, N Pyn F3) est réalisé

[ X3 = 2] est réalisé¢ <

Par incompatibilité et indépendance : | P([ X3 = 2]) = 2p*(1 —p) |

La famille ([ X3 = k])eqo,37 est un systeme complet d’événements donc

5 B([X; = K]) = 1
k=0
donc

P([Xs=1])=1-p’ = (1-p)° -2p°(1 - p)

=3p - 5p2 + 2p3
2
=p(3-5p+2p°)
‘ =p(1-p)(3-2p) ‘ (1 est racine évidente)

O

(b) Calculer E(X3). En considérant qu’il s’agit d’'un polynéme en p, en donner une expression entiérement
factorisée et qui ne dépend que de p.

Démonstration. La variable X3 est finie donc admet une espérance.

E(X3) = p(1 - p)(3 - 2p) + 4p°(1 - p) + 3p’
3 2
=p —p +3p

=p(p° —p+3)
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(¢) Calculer liH(lJ E(X3) et lin} E(X3). Interpréter les résultats.
p— p-

Démonstration. liII(l) E(X3)=0|et lini E(X3) = 3| Ces résultats sont cohérents avec le fait que :
P p=

e sip=0,iln’y a que des Face (il n’y aura donc aucune séquence de Pile consécutifs parmi les 3 premiers
lancers et donc X3 prend toujours la valeur 0)

e sip=1,iln’y a que des Pile (on aura donc toujours 3 Pile consécutifs parmi les 3 premiers lancers
et donc X3 prend toujours la valeur 3)

O

Partie C : Quelques valeurs extrémales dans le cas général

5. Soit n € N*. Déterminer X,,(€). On justifiera le résultat de maniére concise.

Démonstration. Soit n € N*. Considérons les n premiers lancers. La variable X,, peut prendre la valeur 0 (siil
n’y a aucun Pile) ainsi que la valeur n (si il n’y a que des Pile). Ce sont les valeurs extrémales possibles pour
X, De plus, toutes les valeurs intermédiaires sont possibles (pour tout k € [1,n — 1], si on obtient k Pile suivis
de n — k Face, alors X, prend la valeur k).

Donc ‘ X,.(Q) =[0,n] ‘ O

6. Calculer, pour tout n € N*, P([X,, = 0]).

Démonstration. Soit n € N*.

[X,, = 0] est réalis¢ I}, est réalisé
k=1

Donc, par indépendance,

[P([X, =0])=(1-p)" =¢"

O
7. Calculer, pour tout n € N*, P([X,, = n]).
Démonstration. Soit n € N*.
[X,, = n] est réalis¢ < ﬂ Py, est réalisé
k=1
Donc, par indépendance,
[P([X, =n])=p"]

O

8. (*) Soit n = 2.

P +1 . 2
(a) Montrer que, si j = [”TJ, alors on ne peut pas trouver au cours des n premiers lancers une séquence de

Pile consécutifs qui soit de longueur exactement j et une autre séquence de Pile consécutifs qui soit de
longueur supérieure ou égale a j.

Démonstration. Soit j = L%J Supposons qu’il existe, au cours des n premiers lancers, une séquence de
Pile consécutifs qui soit de longueur exactement j et une autre séquence de Pile consécutifs qui soit de
longueur k = j.

Ces deux séquences sont nécessairement disjointes et séparées par au moins un Face, sinon elles n’en
formeraient qu’'une et cela contredirait le fait que la premiére soit de longueur exactement j. Ainsi, pour
que cette configuration ait lieu, il faut avoir au moins j + k + 1 lancers.
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Or,

C’est absurde.

donc j>—-1

donc 2j+1>n
or j+k=2j

donc j+k+1>n

(b) En déduire que, pour tout [”THJ <jsn-1,P([X,=4])=2¢+(n-j-1)p ¢

Démonstration. Soit ["T“J < j € n— 1. D’apres la question précédente, si, parmi les n premiers lancers,
on trouve une séquence de Pile consécutifs qui soit de longueur exactement j, alors nécessairement il n’y
a pas de séquence de Pile consécutifs qui soit strictement plus longue et donc X,, prend la valeur j. On

peut le reformuler en :

Il y a une séquence de Pile consécutifs de longueur

[X,, = j] est réalisé < exactement j mais pas de séquence strictement plus

Ainsi,

longue parmi les n premiers lancers
Il y a une séquence de Pile consécutifs de longueur

exactement j parmi les n premiers lancers (cf question 8a)

[X,, = j]estréalis¢ &= P nP,n---nNP;nF, estréalisé

ou Fl ﬂPgﬁ~~ﬂPj+1 ﬂFj+2 est réalisé

ouF, ; 1NP,_;n---NP,_; NF, est réalisé
ouF,_;NP,_j,qN---N P, est réalisé
n—j

— AU (U Bk) U C,_j41 est réalisé
k=2

Par indépendance des lancers :

P(A;) = p'q
P(B;) = qu2 (pour tout i € [2,n — j])
P(Cpeji1) = P4

De plus, les événements de la famille (Al, By, -, B,_j, Cn_j+1) sont deux & deux incompatibles. En effet,
si deux tels événements sont simultanément réalisés, alors soit il existe un lancer ou on a obtenu Pile et

Face, ce qui est absurde,
question 8a.

On en déduit la formule :

soit on a deux séquences distinctes de longueur j, ce qui est absurde d’apres la

P([X, =j])=20"¢+(n—j-1)p'q"|
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9. Soient n et m deux entiers tels que m > n = 1. Les variables aléatoires X,, et X,, sont-elles indépendantes ?

Démonstration. Soient n et m deux entiers tels que m >n 2 1. On a
[X,=n]n[X,,=0]=@ donc P([X,=n]n[X,,=0])=0

Or,
P([X,=n])#0 et P([X,,=0])#0 (cf questions ¢ et 7)

Donc les variables aléatoires X, et X,, ne sont pas indépendantes. O

Partie D : Calcul de P([X,, < 1]) puis de P([X,, = 1])
On pose, pour tout n € N, v,, = P([X,, < 1]) et u,, = P([X,, = 1]).

10. Soit n = 2.
(a) Montrer que
P([X,, <1]) = P([X, < 1]n[U = 0]) + P([X,, < 1] n [U = 1])

Démonstration. La famille ([U = i]),cy est un systéme complet d’événements. En effet, U(Q2) = N d’apres
la question 2. D’apres la formule des probabilités totales :

Or, pour tout i = 2, [X,, £ 1]n[U =i] = @. En effet, si 'événement [ X,, < 1] est réalisé, alors la longueur
de la premiere séquence de Pile ne peut pas excéder 1. On en déduit que

[P([X, <1]) = P([X,, < 1] n [U = 0]) + P([X, < 1]n [U = 1])|

(b) Exprimer I’événement [ X,, < 1]n[U = 0] a I'aide de la variable aléatoire X,(Ll_)l, puis I'événement [ X,, < 1]n

[U = 1] a l’aide de la variable aléatoire X,(LQ_)Q.

Démonstration. On a

[X,<s1]n[U=0]=[X,s1]nF

- [Xff_)l < 1] nF

En effet, le Face obtenu au premier lancer ne compte pas dans la longueur des séquences de Pile consécutifs
donc si toutes les séquences obtenues au cours des lancers numéros 2, ...,n ont une longueur inférieure ou
égale a 1, il en est de méme au cours des n premiers lancers, et réciproquement.

De méme,

L |
.
3
I\
—
—_
)
mrm
S
I}
—
—_
1

[X,<1]nP Nk,

- [xff_g < 1} AP NF,

(c¢) En déduire que
P([Xn < 1]) = P([ X1 < 1]) + pgP([ X, -2 < 1])

on remarquera que, pour tout n € N et pour tout £ € N, X,, et X(e) sutvent la méme log
q que, p p y Ap n
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Démonstration. D’apres ce qui précede :

P([X, <1]) =P([X, < 1]n[U =0]) + P([X,, s 1] n[U = 1])

([ (1) 1} ) ([X(z_) sl]nPlan)

([ (1) 1})]}”(}7‘ )+ IF’([X(2) < 1})]P’(P1 N Fy) (par indépendance des lancers)
= qIP’([Xn_l < 1D +quP’([Xn2_2 < 1])
(car, pour tout n € N et pour tout

=‘qIP’([Xn_1 < 1]) + pP([X,_o < 1])‘ teN, X, et X,(f) suivent la méme
loi)

O
11. (a) En déduire qu’il existe 7y > 5 et (A, ) € R? tels que, pour tout n € N,
Uy = AT+ pry
On explicitera r; et 7o en fonction de q et A = ¢(1 + 3p) mais on n’explicitera pas A et p.
Démonstration. D’apres la question précédente, la suite (v,,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 :
Vnz2 v,=qu,_1+ pqu,_o

Ainsi, par décalage d’indice :
Vn € N7 Un+2 = qUn+1 T Pquy,

Notons P(X) = X 2 qX — pq le polyndme caractéristique associé a cette suite. Son discriminant est :
A= q2 + 4pq
= q(q + 4p)

=q(1-p+4p)
=q(1 + 3p) (on retrouve la formule de I’énoncé)

On a A > 0 donc le polynéme P(X) admet deux racines distinctes :

q+VA q—vA
2

et o = 5

T =

D’apres le cours, il existe (A, 1) € R? tel que pour tout n € N,
2= A
et on a bien r; > ry par choix. O
(b) Déterminer A et B en fonction de A, p, 71 et ry tels que, pour tout n € N,

n+2 n+2
n = Arl + Br Ty

Démonstration. On pose| A = et| B = (on a bien ry # 0 et ro # 0 car pg # 0 donc 0 n’est pas racine

A
2
1

ohe| =

de P(X)). 0
(¢) Montrer que (r] =r)A+ (r3 —13)B = 0.

Démonstration. On remarque que vy = P([Xy £1]) =1 et v; = P([X; < 1]) = 1. On évalue alors ’égalité
de la question précédente en n =0 et en n = 1. On a alors

r%A+r§B =1
Ti’A+r§’B =1

donc, en faisant L, — Lo, on obtient | (r} —73)A + (r3 —r5)B = 0| O
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2 3 _ 2 3 _ 2
(d) (*) Montrer que 7 —r] =715 — 15 = p°q.
. .. P . . R . . 2
(Indication : on pourra utiliser la définition de r; comme racine d’un certain polyndome puis exprimer r; et

e en fonction de r;)

Démonstration. Soit ¢ € {1,2}. Par définition de r;, on a P(r;) = 0 et donc

2
Ty =qr; +pq

Dot
3 2
T = qr; +pqr;
= q(qr; + pq) + pqr;
2 2
=q"r; +pq” + pgr;
2
pq” +qri(q +p)

2
=|pq” +qr;

et finalement

2 3 2 2
ri —r; =qri+pq—(pq" +qr;) =pg—pq =pe(l—q)=pq

O]
(e) En déduire que, pour tout n € N,
v = 1 (rn+2 _ Tn+2)
n Q\/Z 1 2
Démonstration. Soit n € N. On sait que
Uy, = Ar?fJr2 + Brg+2
De plus, (17 —=r2)A+ (13 = r3)B=0et r: —rs = rs — 1 = p°q
donc p2qA + p2qB =0
donc A = —B (car p’q # 0).
On en déduit que
v = AGT = 137)
Or,vg=1= A(r% - r%), donc
1
A=
.
3 1
(r1 = r2)(r1 +72)
1
= — (cf question 11a)
WA
D’ou
v = 1 (rn+2 Tn+2)
= 1 T T2
n q\/Z
O]

12. (a) Montrer que, pour tout n € N,

_ 1 n+2 n+2 n
- \/Z(Tl - T2 ) - q
q

Démonstration. Soit n € N. Comme X,, est a valeurs entiéres, on a

Unp,

[Xn <1]=[X,, =0]U[X, =1]
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et par incompatibilité, on obtient

Up = IP)(l:)(n = 0]) + upn
=q¢" +u, (cf question 6)

Ainsi, d’aprés la question précédente :

1 n+2 n+2 n
Up = (ri " =ry ") —gq

(b) Montrer que |ry| < |ry| puis que |r{] < 1.

Démonstration. On a

qg+VA qg- VA
T = 5 et Ty = 5
Donc
7] = q- VA
2l 2
la + |VA| o
S——5 (par inégalité triangulaire)
+ VA
=1 2\/_ (car gz 0 et VA 20)
= |r1]
De plus,
[ri] <1 &= r <1
= q+2\/Z<1
q+\/Z<2
\/Z<2—q
A<(2—q)2 (car\/ZZOet2—q20)

2
(1-p)(1+3p)<(1+p)
1—p+3p—3p2<1+2p+p2
0<4p2

La derniere inégalité étant vraie, on a | [r| < 1| O

(c) Calculer liIP U,,. Interpréter en une phrase.
n—+0oo

[ A

Démonstration. D’aprés la question précédente : lim ri{ =0et lim 7y =0 car |r| < 1et |ry| < 1.
n—+0o n—+0o

De plus, ¢ €]0, 1[ donc lirPoo q" =0.

Par somme :| lim wu, =0/
n—+00

Interprétation : au fur et a mesure que le nombre de lancers devient grand, il devient de plus en plus
improbable qu’il n’y ait pas deux Pile consécutifs au cours de I'expérience. O
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Partie E : Généralisation au calcul de P([X,, < j]) puis de P([X,, = j])

On pose, pour tout n € N et pour tout j € N, vﬁlj) =P([X, <j]) et uﬁf’ =P([X,, =j]).

13. (*) Soit n = 1 et soit j € [0,n — 1]. En s’inspirant de la question 10, démontrer que
. Lo ‘
P([X, <5]) = ) ap P([Xp-im1 < 4])
i=0

Démonstration. Soit n = 1 et soit j € [0,n — 1]. On applique la formule des probabilités totales avec le systéeme
complet d’événements ([U =1i]),ey :

B([X, < j]) = i: B([X, <10 [U = i])

= _]O]P’([anj]ﬁ[U=i]) (car [X, < j]n[U=1] =@ pouri>j)

Soit ¢ € [0, j]. Montrons que

par double inclusion.

e Sil’événement [ X,, < j] est réalisé, alors toutes les séquences de Pile consécutifs sont de longueur inférieure
ou égale a j parmi les lancers numéros 1,2, ..., n. Ceci implique que toutes les séquences de Pile consécutifs
parmi les lancers numéros ¢ + 2,7 + 3, ..., n sont également de longueur inférieure ou égale a j.

Donc [X,, £ j]C [X(Hl) ] et finalement [X,, < j]n[U =4]C [Xflij(lill) < ]] Nn[U =1].

n—(i+1)
C 1. s i+1) . . L o1,

e Si I’événement [an(Hl) < _]] N [U = i] est réalisé, alors
— On obtient une premiere séquence de Pile de longueur 4, aux lancers numéros 1, ... 1.
— On obtient Face au lancer numéro 7 + 1

— Toutes les séquences de Pile consécutifs sont de longueur inférieure ou égale & j parmi les lancers
numéros ¢ + 2,7+ 3,...,n. Notons M la longueur maximale d’une séquence de Pile consécutifs parmi
ces lancers.

Puisque Face est obtenu au lancer numéro ¢ + 1, la longueur maximale d’une séquence de Pile consécutifs
parmi les n premiers lancers est max(i, M). Or ¢ < j et M < j. Donc max(i, M) < j et [X,, < j] est réalisé.
De plus, [U = 1] est réalisé donc [X,, < j] N [U = i] est réalisé.

Reprenons le calcul précédent :

<.

P([X, <j]) = 2 P([X,, <j]n[U =i])

N
I}
[}

1l
K[\/]m.
=

([Xi"_*(liil) < j} n[U = i])

=0
J .
=) P([Xf:éil) < jDP([U =1]) (par indépendance des lancers)

i=0
En effet, ’événement [U = ] ne dépend que des lancers numéros 1,. .. ,:+1 tandis que I'événement [X flij-(li)i-l) < j]
ne dépend que des lancers numéros ¢ + 2,¢+ 3,...,n. D’ou :

. Lo )
P([X, <5]) = ) o P([Xpim1 <5])
i=0

car Xf:éirl) et X,,_;_1 suivent la méme loi et P([U =14]) = qpi (cf question 2). O
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14. (a) (*) En déduire que, pour tout j = 0 et pour tout n = 0,

(4) i—i (5)
vn]+j+1 = Z qu 1an+1'

Démonstration. Soit 7 2 0 et n 2 0. On pose m =n+ j+ 1. On a alors m = j + 1 et d’aprés la question

précédente :

. J L
(4)
Ugr]z) = Z qplijz—i—l
i=0

(4) i (5)

1l
ka.

Un+j+1 qpP Upyj—;
=0
Lok, () -
=Y @’ v (en posant k = j —1i)
k=0
J L
-i_(4)
=) qp’ lvizjﬂ‘
i=0
O
(b) Soit j € N. Préciser les valeurs des j + 1 premiers termes de la suite (vﬁlj))neN.
Démonstration. Soit j € N. Soit n € [0, j]. L’événement [X,, < j] est certain donc
v;j) =1
O

Ainsi, on a montré que la suite (vgf)> . est une suite récurrente linéaire d’ordre j + 1.
n

15. Soit j € N. Montrer que la suite (v,(f))neN est décroissante.

Démonstration. Soit j € N. Soit n € N. Si I’événement [X,,,; < j] est réalisé, alors toute séquence de Pile
consécutifs au cours des n + 1 premiers lancers est de longueur inférieure ou égale a j. C’est donc également le
cas si I'on se restreint aux n premiers lancers et donc [ X,, < j] est réalisé.

Dot [X,41 < j] C[X,, < j] et par croissance de P, on obtient P([X,,;1 < j]) < P([ X, < j]), i-e.

Uizj+)1 s U;j)

donc | la suite (v;j ))neN est décroissante |. O

16. (a) Montrer que, pour tout j € N, lim 11,(3) =0.
n—+0o0o
Démonstration. Soit j € N. La suite (08),ey est
o décroissante
e minorée par 0 (chaque terme est la probabilité d’un événement)

D’apres le théoreme de convergence monotone, la suite (vff ))neN converge vers un réel ¢ qui vérifie : £ = 0.
Or, pour tout n € N,

G L i
Un+j+1 - z%) qp Un+7,'

et toutes les suites extraites tendent également vers £. Comme il s’agit d’'une somme finie, on peut passer
a la limite : -
i i 1 , ,
C=Y g t=tg) p =€q% =01 -y =00
i=0 i=0

donc ijﬂ =0 et donc car p # 0. O

10



Lycée Carnot DM 5 : Longueur de la plus longue séquence de Pile consécutifs E2A

+00 +00 +00
(b) En déduire que, pour tout j € N, ]P’(ﬂ [X, < ]]) = 0 puis que IP’(U ﬂ [X, < ]]) = 0. Interpréter.
n=0 j=0n=0

Démonstration. e Soit j € N. La suite d’événements ([X,, < j]),,ey st décroissante (vu en question 15)
donc d’apres le théoreme de la limite monotone :

P(ﬁo[anj])= lim P([X, <j]) = lim o =0

n=0 n—+0oo n—+0oo
+00
¢ Notons, pour tout j € N, E; = ﬂ [X,, <j]. La suite d’évenements (F;);en est croissante (si toutes
n=0

les séquences de Pile consécutifs sont de longueur inférieure ou égale a j alors elles sont toutes de
longueur inférieure ou égale & j + 1). Ainsi, d’aprés le théoréme de la limite monotone :

+00 +00 +00
P(U (N [X, < j]) = P(U Ej) = lim_ P(E;) = Jim 0=0
7j=0n=0 j7=0
En passant au complémentaire, on obtient
+00 +00
P(ﬂ X, >j]) =1
§=0n=0

Ainsi, lorsque I'on lance une infinité de fois une piéce de monnaie, il est quasi-certain de voir apparaitre des
séquences de Pile consécutifs de longueur arbitrairement grandes. O

17. (a) Exprimer, pour tout n € N et pour tout j € N, ug) en fonction de vflj) et vﬁj‘”.
Démonstration. Soit n € N et soit j € N. Puisque X, est a valeurs entiéres, on a
[Xn <jl=[X, =j]U[X, <j-1]
D’oti, par incompatibilité :
P(IX, <j]) =P([X, =j]) + P([X,, < j - 1])

ce qui se traduit par

v;j_l)

A9 = )

(b) Montrer que, pour tout j € N, nl—lgloo ug) =0.
Démonstration. Soit 7 € N et soit n € N. On a [X,, = 5] € [X,, <] donc P([X,, = j]) < P([X,, < j]).
D’ou
0<P([X, =j]) s P([X,, <j])
i.e.
0= ug) < quj)

Or, lim vﬁlj ) =0 (cf question 16a) donc par théoréme d’encadrement :| lim uﬁf b =0
n—+00 n—+00

O

(c) La suite de variables aléatoires (X, ),en converge-t-elle en loi vers une variable aléatoire X telle que X () =
N?

Démonstration. On a vu que, pour tout j € N|
lim P([X, =j]) = lim uﬁ) =0
n—+0o n—+0oo

Si la suite (X,,) ey converge en loi vers une variable aléatoire X telle que X () = N, alors :

e X(0)=N
e pour tout j €N, P([X = j]) = hIP P([X,=37])=0
Donc ) P([X =j]) =0 # 1. C’est absurde. Donc la suite de variables aléatoires (X, ),en ne converge pas
§=0
en loi vers une telle variable aléatoire. O
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Partie F : Simulation informatique

18. On importe la bibliothéque numpy . random as rd. On rappelle que la commande rd.binomial (n,p,d) renvoie un
vecteur contenant d simulations indépendantes de la loi binomiale de parameétres n et p. Compléter le programme
Python suivant pour qu’il simule la variable aléatoire X,, (on codera les Pile par des 1 et les Face par des 0).

1 def SimulX(n,p):

2 L = rd.binomial(l,p,n) #vecteur contenant les résultats des n lancers
3 m = O #contiendra la longueur maximale de toutes les séquences de Pile
4 1 = 0 #contiendra la longueur de la séquence en cours

5 for k in range(n):

6 if L[k]==1:

7 1=1+1

8 else:

9 if 1 > m:

10 m=1

11 1= 0

12 if 1 > m:

13 m=1

14 return m

On supposera pour la suite des simulations que p = %

20. Compléter le programme suivant pour qu’il prenne en argument un entier naturel n et renvoie la matrice

Uéo) /U§O) véo) ...... 1)7(10)
(1) (1) (1) (1)

Vn = Y 1 UQ- N Un € '%77,+1(R)
U(()n) UYL) vén) ...... U'Eln)

def CalculV(n):
V = np.zeros([n+1,n+1]) #crée la matrice V_n, initialement remplie de zéros
for j in range(n+1):
for i in range(j+1):
v[j,il= 1
for i in range(j+1,n+1):
for k in range(j+1):
V[ij,i] = V[Ej,il + V[j,i-k-11/(2**(k+1))

return V

=T e N N N e N N

21. Compléter le programme suivant pour qu’il prenne en argument un entier naturel n et renvoie la matrice

U(OO) u(lo) u(QO) ...... U,(nO)
o W W (1)

U,=|% W Uz Un" e M, (R)
u(()n) u(ln) u(2n) ...... U»(nn)

def calculU(n):

1

2 V = CalculV(n)

3 U = np.zeros([n+1,n+1])

4 for i in range(n+1):

5 ufo,i] = _V[o0,i]

6 for j in range(1l,n+1):

7 for i in range(n+1):

s Ulj,il = V[j,il-V[j-1,i]
9 return U
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22. Pour la curiosité, on affiche ’histogramme en fréquence des lois de X5, X719, Xog et X4, ainsi que le tracé des

suites (uﬁf ))neN et (v;j ))neN pour quelques valeurs de j.

Loi de X_5 (valeur la plus probable : 1)

FIGURE 1 — Loi de X5

Loi de X_20 (valeur la plus probable - 3)

030 1

025 A

0.20 1

0.15 1

010 A

005 A

GUD - T T T T T

0.0 25 5.0 75 0.0 125 150 175 200
FIGURE 3 — Loi de X5
Les suites (u_n"{j))_n

104 + +  Suite u_n"{0)
+  Suite u_n~{1)

0.8 +  Suite u_n"(2)
+  Suite u_n"(3)
+  Suite u_n"(4)

Loi de X_10 (valeur la plus probable - 2)

0.35 1

030 1

0.25 1

020 1

015 1
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0.00 -

FIGURE 2 — Loi de Xy

Loi de X_40 (valeur la plus probable - 4)
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015 1

010 1
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FIGURE 4 — Loi de Xy

Les suites (v_n"(j))_n

Suite v_n"(0}
Suite v_n"(1)
Suite v_n"(2)
Suite v_n"(3}
Suite v_n"(4}

+ + + + +

FIGURE 6 — Tracé de quelques suites (v;j ))neN
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