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1 Deux inégalités probabilistes

1.1 L’inégalité de Markov

Théoreme 1 (Inégalité de Markov). Soit X une v.a.r. telle que
1. X admet une espérance

2. X est d valeurs positives, i.e. X(Q) C [0, +o00[

Alors,
E(X
Va>0, P([X z2a]) < (a )
Preuve dans le cas discret. Si X est discrete, on peut écrire :
E(X)= ) aP([X =2])
zeX(Q)
= > aP(X=z])+ ) aP([X=z])
zeX(Q) zeX(Q)
rza r<a
> ) aP([X =2])
r€X(Q)
Trza
>a ) P([X =2z])
zeX ()

xrza

zaP([X 2 a])

O

Preuve dans le cas & densité. Si X admet une densité f, alors, comme X est a valeurs positives, f est nulle en dehors
de [0, +00[. On peut alors écrire :

E(X) = foo LE(E) dt

+00

= J tf(t) dt (car f est nulle en dehors de [0, +00[)
0
a +00

= J tf(t) dt + I tf(t) dt (par Chasles)
0 a

> lroo tf(t) dt

a

+ . L
J i (par croissance de l’intégrale, les bornes
=
Q

. af(t) dt étant rangées dans lordre croissant)

>q Jm £ dt

a

z aP([X 2 a])

Remarque 1. Rappel : si A est un événement, la v.a.r. 1 4 est définie en tant qu’application par :

1 siwé€ A, ie siAestréalisé par l'issue w
]lA W

0 sinon

Autrement dit, 1 4 prend la valeur 1 si A est réalisé, et la valeur 0 sinon.a

Preuve dans le cas général (top 3). Soit a > 0.

Etape 1 : construction d’une nouvelle v.a.r.
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Considérons la v.a.r. Y = al[x3,) définie par :
Yy : Q - R

a siX(w)za
0 siX(w)<a

Listons quelques propriétés de Y :
1. Y(Q) = {0,a} (donc Y est une v.a.r. finie).
2. [Y=a]=[X 2a] (puisque: Vw e, Y(w)=a & X(w) = a).
3. [Y=0]=[X <a] (puisque: Vw e, Y(w)=0 & X(w)<a).

FEtape 2 : calcul de E(Y).
Comme Y est finie, Y admet une espérance. De plus :
E(Y) = 0 x P(Y=0]) + a x P([Y=a]) = axP([X za])

I I
P([X <a]) P([X = a])

Etape 3 : inégalité entre Y et X.

Soit w € ). Deux cas se présentent.
1. si X(w) = a, alors Y(w) = a < X(w).
2. si X(w) < a, alors Y(w) =0 < X(w).
Donc Vw € Q, Y(w) € X(w), d.e. : Y £ X.

Etape 4 : conclusion.

Par croissance de 'espérance, on déduit des deux points précédents :

E(Y) < E(X)
I
aP([X =z a])

On conclut en divisant de part et d’autre par a > 0. O

Ezxemple 1. Dans le DS4 vB 2022-2023, une question nécessitait 'inégalité de Markov. On considérait une v.a.r. Vk(m)
positive qui admettait une espérance vérifiant

o 1-«

E(V,") < & ot

puis il fallait en déduire que :

P([V,fm) > ks]) < —

Remarque 2.
o Avantage : universelle (s’applique & toutes les v.a.r. qui admettent une espérance et sont positives, la loi n’importe
pas).
e Désavantage : peu précise (on peut faire mieux en utilisant les propriétés spécifiques d’une loi).
Remarque 3.
E(X)

7 > 1 et donc on retrouve

1. Si a < E(X), alors I'inégalité ne nous apprend rien. En effet, dans ce cas
P([X za]) s 1.

2. Sia = E(X) est trés grand, alors 1'inégalité nous apprend que la probabilité que X prenne de trés grandes valeurs
au dessus de son espérance est tres faible.

<
2
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Exercice 1 : (Inégalité de Markov : un théoréme puissant mais parfois grossier)
Soit n € N* et soit X < B(2n, %)
1. (a) Rappeler la valeur de I'espérance de X.
(b) En déduire que, pour tout 2 > 0, P([X = z]) < g
2. (a) Calculer P([X =n]).
(b) Montrer que P([X z2n+1]) =P([X sn - 1]).
(¢) En déduire que P([X zn+1]) < % Comparer cette majoration avec celle obtenue en question 1b.

3. Simulation informatique.

(a) Compléter la fonction Python qui suit pour qu’elle renvoie une approximation de P([X = z]).

def calculApproxLfGN(n, x):
c=0
for k in range(10%%5):
if rd.binomial (2*n, 1/2) >= x
c+= 1
return c / 10%x5

o o e o o =

(b) Ecrire une fonction Python, nommée majorationMarkov, qui prend en parameétre n et z et qui renvoie la
majoration obtenue en question 1b.

(c) Compléter le script Python ci-dessous afin d’obtenir le graphique qui suit. On expliquera en particulier le
choix du premier parametre ligne 2.

1 n=4

2 abscisse = np.linspace(_n , 2xn , 100)

3 ordonneeLfGN = [calculApproxLfGN(n, x) for x in abscisse]

4+ ordonneeMarkov = [majorationMarkov(n, x) for x in abscisse]
5 plt.plot(abscisse, ordonneeLfGN , ’.°)

¢ plt.plot(abscisse, ordonneeMarkov )

1.0 A

0.8 1

0.6

0.4 1

0.2 1

0.0 1 [essss s

4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0

Théoreme 2. Soit r € N. Soit X une v.a.r. possédant un moment d’ordre r.

E(|X]")

T

Va>0, P([ |X]|2a]) =

a
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Démonstration.
On applique I'inégalité de Markov a la v.a.r. | X|" (qui admet une espérance et qui est positive) et au réel a” > 0 :

E(1X]")

aT

P(1X]|" za"])
1
B([1X| > a]) o
1.2 L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Théoreme 3 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Soit X une v.a.r. qui admet une variance. Alors :

Ve>0, P([ X -E(X)|2¢e]) < Vg)

Démonstration. Soit € > 0. Considérons la v.a.r. Y = (X - IE(X))Q. On est dans le cadre d’application de I'inégalité
de Markov :

LY=(X- IE(X))2 est & valeurs positives.
2. la v.a.r. Y admet une espérance car X admet une variance.
En appliquant l'inégalité de Markov a la v.a.r. Y et au réel a = &

E(Y)

P([Y2e]) = P([ (X-EX))’27]) < =

E((X - E(X))*) _ V(X)

g? g2

P(LIX -E(X)| =€ ])

Remarque 4. Tout comme pour 'inégalité de Markov :
e Avantage : universelle (s’applique & toutes les v.a.r. qui admettent une variance, la loi n’importe pas).

o Désavantage : peu précise (on peut faire mieux en utilisant les propriétés spécifiques d’une loi).

Exercice 2 : (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : un théoréme puissant mais parfois grossier)

1. Soit X < u([0,1]).
(a) Rappeler les valeurs de E(X) et de V(X).
(b) Soit e > 0. A ’aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner une majoration de P ([ | X — E(X)| 2 ¢ ]).
(¢) Soit € = % Calculer P([ |X —E(X)| 2 ¢ ]). Commenter.

2. Soit X = & (1).
(a) Rappeler les valeurs de E(X) et de V(X).
(b) Soit e > 0. A I'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner une majoration de P ([ | X — E(X)| = € ]).
(c) Soit € 2 1. Calculer P([ |X —E(X)| = ¢ ]). Commenter.

3. Soit X = A7 (0,1).
(a) Rappeler les valeurs de E(X) et de V(X).
(b) Soit e > 0. A I’aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner une majoration de P ([ | X — E(X)| =z ¢ ]).
(c) Soit e = 1.

2

2 +00 —lt
i. Montrer que P([ |X —E(X)| > ¢ ]) = %f 3 dt,
15

21 _1.2
ii. En déduire que P([ | X —E(X)|2z¢e]) < —ze ¢,
4. Informatique. Compléter le script Python ci-dessous afin d’obtenir le graphique qui suit, représentant les diffé-

rentes majorations de P ([ | X — E(X)| = € ]) obtenues aux questions 2 et 3. Commenter.
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1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
3
4 def f(x):
5 return  1/x**2
6
7 def g(x):
s return np.sqrt(2/np.pi)*np.exp(-x**2/2) /x
9
10 def h(x):
u return  np.exp(-1-x)
12
13 X = np.linspace(1,4,100)
14 plt.plot(X, £(X), label=’Majoration via BT’)
15 plt.plot(X, g(X), ’g:’, label=’Majoration via la densité (loi normale)’)
16 plt.plot(X, h(X), ’r-’, label=’Calcul exact (loi exponentielle)’)
17 plt.legend(loc=’best’)
1.0 —— Majoration via BT
----- Majoration via la densité (loi normale)
—=—~- Calcul exact (loi exponentielle)
0.8 1
0.6
0.4 1
0.2 A
0.0 A
1I0 1I5 2IO 2j5 3IO 3I5 4I0
Exercice 3 :
1. Soit p €]0,1[. Soit n = 2. Soient X1, ..., X,, des v.a.r. mutuellement indépendantes et de méme loi B (p). Montrer
que :
1< p(1-p)
v o[15 o] ]) 022
i ne

2. On lance n fois une piéce équilibrée. On suppose que les lancers sont indépendants. Combien de lancers faut-il
effectuer pour pouvoir affirmer, avec un risque d’erreur inférieur a 5%, que la fréquence d’apparition du Pile au
cours de ces lancers sera comprise entre 49% et 51% ?

Démonstration.

1 &
1. On pose X,, = n Z X}, et on montre que :
k=1

. admet une espérance et ]E(X_n) =p

_ 1—
» admet une variance et V(X,,) = M

| &

>



Lycée Carnot Chapitre XVII : Convergence et approximation E2A

2. La fréquence d’apparition du Pile au cours de n lancers est la valeur prise par la variable aléatoire X,, si 'on
définit X}, comme le résultat du k° lancer (1 si on obtient Pile et 0 sinon). On cherche donc pour quels entiers
nona:

P([49% < X, < 51%]) = 95%

1
On sait que la piece est équilibrée donc p = 3 D’apres la question précédente, pour tout € > 0 :

B([[% -5 > <]) < B([[%0 -] <)) « X522

En passant a 1’événement contraire, on obtient :

p([[%n - <c]) > 1- 2LoP)

ne
et donc : (1 )
~ p\lL—=D
Pllp-esX,<p+e|)z21-—2""2
([» p+el) e’
d’ot1, en choisissant € = 1% :
— 1 10"
P([49%ans51%])>1—ﬁ=l—E
An 100)
Il reste a résoudre 'inéquation :
4 4
10 1
1-—295% = — <5%
4n 4n
_ 10" _ 5
dn =~ 102
06
= S~ s<n
<~ n = 50000

11 faut faire au moins 50000 lancers pour pouvoir affirmer, avec un risque d’erreur inférieur a 5%, que la fréquence
d’apparition du Pile au cours de ces lancers sera comprise entre 49% et 51%.

O

2 La loi faible des grands nombres (LfGN)

Théoreme 4 (Loi faible des grands nombres). Soit (X,,),,en+ une suite de variables aléatoires. On suppose que les
v.a.r. X, :

e sont indépendantes
e admettent toutes la méme espérance m

. . 2
o admettent toutes la méme variance o

1=
On pose, pour tout n € N*, X,, = n Y Xy (moyenne empirique). Alors,
k=1

Ve>0, lim P([ [X,-m|zc])=0

n—+00

Démonstration. Rappelons tout d’abord I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Soit Y une v.a.r. discréte admettant une
variance V(Y).
V(Y)

82

VYe>0, P([Y-E(Y)| z¢) <
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Soit € > 0. D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

P ([[% -] > ]) <

Remarque 5. Dans les sujets, on tombera parfois sur un énoncé introduisant une suite de variables aléatoires (X,,),,en*
telle que les variables X :

e sont indépendantes
e sont de méme loi
e admettent toutes une espérance et une variance
Ces trois hypotheses sont plus fortes que celles données dans ’énoncé de la LfGN, on pourra donc appliquer le théoréme.

Remarque 6. Dans la grande majorité des cas, ce théoreme est utilisé dans les questions d’informatique, pour trouver
une valeur approchée de ’espérance d’une variable aléatoire ou de la probabilité d’un événement (cf TP).

Exercice 4 : Soit n € N*. On considére une urne contenant n boules, numérotées de 1 & n. On effectue un unique
tirage aléatoire équiprobable d'une boule dans cette urne et on note X la variable aléatoire égale au numéro de la boule
obtenue. Si X prend la valeur k, on coupe alors en deux un ruban long de k centimeétres, en choisissant aléatoirement
et de maniére uniforme le point de découpe. On note Z la variable aléatoire égale & la longueur (en cm) du plus petit
des deux rubans ainsi obtenus.

1. Ecrire une fonction Python simulZ(n) qui simule cette expérience et qui renvoie la valeur prise par Z.

2. Ecrire une fonction Python approxEsp(n) qui renvoie une approximation de 'espérance de Z (on admet qu’elle
en admet une).

3 Convergence en loi d’une suite de v.a.r.

3.1 Limite simple d’une suite de fonctions (Hors-programme)

Definition 1 (Hors programme). Soit (f,,),en une suite de fonctions (pour tout n € N, f,, : R - R) et soit f : R > R
une fonction. Soit D une partie de R. On dit que la suite (f,,) converge simplement vers f sur D si :

VoeD, fula) =, /@)

Remarque 7. Attention a ne pas confondre les objets :
e (f,) est une suite de fonctions
e sin est fixé, alors f,, est une fonction

e si x est fixé, alors (f,,(z)) est une suite de réels
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Il s’agit donc dans cette définition de la « convergence simple » de vérifier la convergence de beaucoup de suites de
réels (toutes les suites (f,,(x))neny pour € D fixé). 1l faut commencer par fixer x puis faire tendre n vers +00.

Méthode. Pour montrer que : « Vx € D, f,(x) - f(x) », il faut en général distinguer des cas selon la valeur de
n—+00

x (car f, est définie par morceaux). Il est trés important de fixer x dans un intervalle qui NE DEPEND PAS de n dans

chaque cas.

Exercice 5 : (Un exemple ot les intervalles de définition de f, ne dépendent pas de n)

Soit (f,,) la suite de fonctions définie par :

0 siz<0
VneN" VzeR, f,(z)=12" si0Osz<1

1 siz=1

Calculer, pour tout = € R, f(x) wf 1i1}rf10o fn(2).

Exercice 6 : (Un exemple ot les intervalles de définition de f, dépendent de n)

Soit a > 0. Soit (f,,) la suite de fonctions définie par :

0 siz<0
22
VneN VzeR, fo(z)={1-c% "% si0<az<2n
1 six =2n

Calculer, pour tout = € R, f(x) def liIP ().

Exercice 7 : (Un exemple o1 les intervalles de définition de f, dépendent de n)

Soit (f,,) la suite de fonctions définie par :

0 sim<%
_ Jnzx—-1 « 1 1
Vn?3,Vm€R,fn(x)— e Sl;S.TSl—;
1 siz>1-=

Calculer, pour tout = € R, f(x) wf 1i1}rf10o fn(z).

Exercice 8 : (inspiré de HEC 2015)

Y .
1-e™ siz=z0

Soit A > 0. On consideére la fonction f : xz - { et on définit la suite de fonctions (g, )p=1 par :

0 sinon

Vnz1,Vz eR, g,(z) = (f (x + iln(n)))n

1. Soit z € R fixé.

(a) Déterminer le plus petit entier IV, (qui dépend de x) qui vérifie :

1

VnzN,, =+ /\ln(n)>0
o . 1 e
(b) En déduire que, pour tout entier n = N, ona: f|z + N In(n)|=1- m

-z
2. Montrer que, pour tout réel z, on a : lim g,(z) =€ °
n—+00
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3.2 Convergence en loi

Definition 2. Soit (X,,),en+ une suite de v.a.r. et soit X une v.a.r. . On dit que la suite (X,,),en* converge en loi

vers la variable X si
lim Fx (x)=Fx(x)

n—+00

. e s . <z
en tout point de continuité = de la fonction F'x. Lorsque c’est le cas, on note X, - X.
n—+00

<z
Remarque 8. Considérons une suite de v.a.r. (X,,)nen+ telle que : X,, — X. On a alors, pour tout (a,b) € R? ot a

n—+00

et b sont des points de continuité de F'x tels que a < b :

P([a< X, <b]) — P([a<X<b])

n—+00

Fx, (b) = Fx, (a) o Fx(b) = Fx(a)

3.3 Cas particuliers

Cas particulier des v.a.r. a densité. Soit (X,,),en+ une suite de v.a.r. . Soit X une v.a.r. & densité.

Comme X est a densité, sa fonction de répartition F'x est continue sur R. On peut alors reformuler la définition de
convergence en loi :

X, 5 X o VYzeR, lim Fy ()= Fx(z)
n—+0o

n—+00

Cas des v.a.r. discrétes. Soit (X,,),en* une suite de v.a.r. discrétes a valeurs dans Z. Soit X une v.a.r. discréte a
valeurs dans Z.

On a alors :

X, L X o Viez lim P([X,, = k]) = P([X = k])

n—+00

Ezemple 2. Dans le sujet 0 EML 2022 (exo 7 TD chaine de Markov), on étudie une chaine de Markov (X,,) telle que,
pour tout n € N :

On vérifie alors que :

ou X - U([1,3]).

3.4 Illustration sur des exemples

3.4.1 Cas d’une suite de v.a.r. discrétes convergeant en loi vers une v.a.r. discréte

A
Théoreme 5. Soit A > 0. Soit (X,,)nen+ une suite de v.a.r. . On suppose que : ¥n € N*, X,, = B(n, ﬁ). Alors :

X, X X oi X = P(N).

n—+00

Démonstration. On est dans le cas ou :
1. (X,,)pen* une suite de v.a.r. discrétes a valeurs dans N.
2. X est une v.a.r. discrete a valeurs dans N.

Il s’agit alors de démontrer :
Vk eN, 1iri100 P([X, =k]) =P([X =k])

10
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Soit n € N* et soit k € N.
Comme on s’intéresse a un résultat lorsque n — 400, on peut considérer n aussi grand que souhaité. En particulier :

n—+00
k € [0,n]. On a alors :

P([X, = k])

1]
—
> 3
S~ —
X
—
3| >
S—————

e

X
—

—

|
3| >
S—————
i
=~

!
_ AP (n?k)! 1 A\ . A\ 7P
Tk R T n n
Intéressons-nous aux termes de ce produit.
1. Tout d’abord :

n! k
n-r! _ n(n=-1)...(n=(k-1)) oy

nk nk nveo b
En effet, le numérateur apparait comme produit de k£ éléments qui sont tous équivalents, lorsque n tend vers
+00, & n.

A\ A
2. Notons u,, = 1—5 . Alors : u,, =exp(nln l—ﬁ .
Or: \ \
In(u,) = nln(l - ﬁ) o = A
On en déduit : In(u,) — -\ et u, =e™) —
n—+00 n—+00

3. Enfin, comme : 1 — - — 1, ona:
n n—+0o0o

En conclusion :

NG

o = P(X =k])

VkeN, P([X, =k]) -, ©

ot X est une v.a.r. telle que X — P ().

O

A
Remarque 9. La loi de Poisson apparait comme la limite de lois binomiales B (n, ﬁ)' Ainsi, si n grand (et donc %

A
proche de 0) la loi P (\) est une bonne approximation de la loi B (n, H)'

Dans la pratique, on considére qu’on peut approcher la loi B (n,p) par la loi P (np) lorsque n = 30 et p < 0,1 (mais
I’énoncé doit fournir les indications pour justifier les approximations, ce n’est pas exigible).

Si X = B(n,p)etsin=30etp=<0,1, on utilise alors ’approximation :

-np (np)k

Vk € [0,n], P([X =k]) = ™ —7—

Illustrons enfin ce résultat sur un exemple. Notons X une v.a.r. telle que : X <= B(100,0.05). Par définition de la loi

binomiale : ) o8
100 1 19
P([X=2])=< 9 )(%) (2—0) =~ (.0812

Comme n = 30 et p = 0.05 < 0.1, on peut approcher la loi de X par la loi de Poisson P (5). On obtient alors :

2
5 & < 0.0842

(X =2]) = 5

11
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3.4.2 Cas d’une suite de v.a.r. a densité convergeant en loi vers une v.a.r. discréte

Exercice 9 : (d’aprés ESCP 1987) Soit (X,,),en+ une suite de v.a.r. a densité telle que pour tout n € N*, la fonction

de répartition de X,, est définie par :
1

Fy :tx- (1—2x)"
1 siz>0

siz<0

Montrer que la suite (X, ),en* converge en loi vers une v.a.r. X dont on précisera la loi.

11
Exercice 10 : Soit (X,,),en+ une suite de v.a.r. & densité telle que pour tout n € N* : X, < Z/l([—ﬁ, ﬁ]) Montrer
que la suite (X,,),en* converge en loi vers une v.a.r. X dont on précisera la loi.

3.4.3 Cas d’une suite de v.a.r. discrétes convergeant en loi vers une v.a.r. a densité

Exercice 11 : Soit (X,,)pen+ une suite de v.a.r. telle que pour tout n € N* :
1 2 n-—1
Xn‘%u({ﬁ,ﬁ,, n ,1})

1. Soit n € N*. Montrer que pour tout réel z :

0 siz<t
L] !

F,(z) = — sitsz<l
1 siz=1

2. Montrer I'équivalent : [xz| ~ .
T—+00

3. Montrer que la suite (X,,),en+ converge en loi vers une v.a.r. X telle que : X — U([0,1]).

3.4.4 Cas d’une suite de v.a.r. a densité convergeant en loi vers une v.a.r. a densité

1
Exercice 12 : Soit X une v.a.r. & densité. Pour tout n € N*, on pose X,, = e» X. Montrer que (X,,) converge en loi
vers X.

Exercice 13 : Soit (X,,) une suite de v.a.r. telle que, pour tout entier n € N*, X, — & (1 + %) Montrer que (X,,)
converge en loi vers une v.a.r. X dont on précisera la loi.

4 Approximation de v.a.r. par le TCL

4.1 Théoréme central limite

Théoreme 6 (Théoréme central limite). Soit (X, ),en+ une suite de v.a.r. :
1. indépendantes
2. de méme loi
3. qui admettent une méme espérance m et une meéme variance o> %0

Pour tout n € N*, on note :
S, —nm _ S, —E(S,)

Vi T

e S, =X+ +X, etS) =

12
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X ++X, S, —+ X,-m X,-E(X,)

Alors, Sy = Y: et

XLz on ZoN(0,1)
n—+0o

Autrement dit, la suite (Y:)%N* converge en loi vers une v.a.r. de loi normale centrée réduite N (0,1). En particulier,
pour tout (a,b) € R? avec a < b :

1 _1,2

b
lim P([a<X,<b]) = P([a<Z<b])= P([asZsb])=I = dt

n—+0o0

Remarque 10. Le TCL peut s’exprimer a Paide de S;, (exo « approximation de loi ») ou X_n* (exo « estimation »).

Remarque 11. En pratique, on considere que ’on peut approcher la loi de yz par la loi normale centrée réduite des

Remarque 12. Ce théoréme peut étre interprété comme une précision de la loi faible des grands nombres. Celle-ci stipule
que la moyenne empirique converge vers la moyenne théorique. Le théoréme central limite précise que, grosso-modo,

L . 1
la convergence a lieu a la vitesse de N

4.2 1Idée générale de Yapproximation de lois par TCL

On se place dans le cadre d’utilisation du théoréme précédent. On a alors :

5 i;» Z on ZoN(0,1)
n—+0oo

Question : quelle est la loi de S, 7 Déterminons Fg_pour y répondre.

Soit z € R.

[S, —nm <z —nm])

(

(_

(P57 =)
(

(

_S: < x;\/nﬁm})

[ T —nm
Z < } ) (pour une valeur de n suffisamment grande)

I oyn
=]P’([a\/ﬁZ+nme])

=loyn Z+nm(x)

On peut donc considérer que, pour n suffisamment grand, les v.a.r. S,, et Z,, = o0y/n Z +nm ont méme loi. Mais quelle
est la loi de Z,, = o0y/n Z + nm ? Comme Z,, est une transformée affine de la v.a.r. Z qui suit une loi normale, Z,, suit
une loi normale. On détermine les caractéristiques de cette loi normale en déterminant l’espérance et la variance de
/A

E(Z,) =E(ocvn Z+nm) = ovyn E(Z)+nm = nm
V(Z,) =V(ovn Z +nm) = (ovn)’ V(Z) = no’

II faut savoir retrouver le résultat suivant :

Pour n suffissmment grand, la v.a.r. S,, suit approximativement la loi A/ (nm7 na2).

13
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4.3 Illustration sur des exemples
4.3.1 Approximation d’une loi binomiale par une loi normale

Théoreme 7 (A savoir retrouver via le TCL). Soit p € 10, 1[. Soit (X,,)nen+ une suite de v.a.r. indépendantes telle

e:VYneN*, X, - B(p). Pour tout n € N*, on note S,, = Y Xj. Alors,
k=1

1. pour tout n € N* : S, = B(n,p).

S’ —
9. |s5r =22 L, g 00 Z e N(0,1)

V(= p) "

3. Pour n suffisamment grand, la v.a.r. S, suit approzimativement la loi N (np,np(1 — p))

Démonstration.
1. Déja vu lors du chapitre sur les couples de v.a.r.

2. C’est une application directe du TCL.

3. Soit € R.
Fs, (z) =P([S, < 2])
]P’( S, —np < x—np])
I S, —np T —np
= ]P <
( | Vip(1 = p) \/np(l—p)})
* T —np
=P |5, ———
(_ vnp(l—p )b
= IP’( Z < ﬂ} ) (pour une valeur de n suffisamment grande)
np(1 —p)
= ([ np(l—p) Z +np < ])
= Ffrnti=p) Z+np()

Ainsi, les v.a.r. S, et Z,, = /np(1 —p) Z + np suivent approximativement la méme loi pour n suffisamment
grand.

Comme Z, est une transformée affine de la v.a.r. Z qui suit une loi normale, Z, suit une loi normale. On
détermine les caractéristiques de cette loi normale en déterminant espérance et variance de Z,,

E(Z,) = E(ynp(1 =p) Z +np) = ynp(1 -—p) E(Z) +np = np
V(Z,) = V(\/np(1 = p) Z +np) = (\Jnp(1-p))° V(Z) = np(1 -p)

Ainsi, pour n suffisamment grand, la v.a.r. S,, suit approximativement la loi N (np, np(1 — p)).

O

Remarque 13.  Considérons n et p définis de telle sorte qu’on peut approcher la v.a.r. S, (ou S, = B(n,p)) par la
v.a.r. Z, (avec Z, = N (np,np(1 - p))).
On aurait envie écrire :

Vi e [0,n], P([S, = k]) = P([Z, = k])

Or, comme Z,, est une v.a.r. a densité, on a : P([Z,, = k]) = 0. Ainsi, Papproximation ci-dessus n’est pas bonne. On
écrira plutdt :
P([S,=k])=P([k-0,5< S, <k+0,5]) = P([k-0,56<Z, <k+0,5])

On appelle cela utiliser la correction de continuité.

Exercice 14 : Soit X une v.a.r. qui suit la loi B(900,0.5). Donner une valeur approchée de P([405 < X < 495]).

14
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4.3.2 Approximation d’une loi de Poisson par une loi normale

Théoreme 8. Soit a > 0. Soit (X,,)pen+ une suite de v.a.r. indépendantes telle que : ¥Yn € N*, X,, = P (a). Pour
n

tout n € N*, on note S, = Y X;,. Alors,
k=1

1. pour tout n € N* : S, = P(na).

S,—na 2
2150 =" S Z o Zo N(0,1)]
n 1/“@ n—+0oo

3. Pour n suffisamment grand, la v.a.r. S, suit approzimativement la loi N (na, na).

Démonstration.
1. Déja vu lors du chapitre sur les couples de v.a.r.
2. C’est une application directe du TCL.
3. Soit z € R.

FS’ (JJ)— [Sn )
[S, —na<z-nal)

P(
= P(
(2 22)
(
(

Il
~

R

P

T —na
Z < } ) (pour une valeur de n suffisamment grande)

Vna
=]P’([\/%Z+na$x])
= MZ+7LO¢(‘T)

Ainsi, les v.a.r. S, et Z, = y/na Z + na suivent approximativement la méme loi pour n suffisamment grand.
Comme Z,, est une transformée affine de la v.a.r. Z qui suit une loi normale, Z, suit une loi normale. On
détermine les caractéristiques de cette loi normale en déterminant I’espérance et la variance de 7,

E(Z,) = E(vVna Z + na) = Vna E(Z) + na = na
V(Z,) = V(vVna Z +na) = (Vaa)? V(Z) =

Ainsi, pour n suffisamment grand, la v.a.r. S, suit approximativement la loi N (na, na).

Exercice 15 : Soit X une v.a.r. qui suit la loi P (64). Donner une valeur approchée de P([X < 74]).

Exercice 16 : (d’aprés ESSEC 2007 - Maths II)

Soit X une v.a.r. telle que X = P (5k), avec k € N*. On note o 'unique réel vérifiant ®(a) = 0,99. Justifier que 0,01
est une valeur approchée de P ([X -5k > av 5k:|), lorsque k est grand.

Exercice 17 : Soit (S,) une suite de variables aléatoires telle que, pour tout n € N*, S,, < P (n). Montrer que
. 1
Jim B[S, <n]) =

15
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