Lycée Carnot DM 4 : Zoologie des matrices de .#3(R) E2A

1 Une matrice possédant une unique valeur propre

4 -3 1
Soit M =|1 1 O0f.
0 1 1

1. On compile le code Python suivant :

1 M=np.array([[4,‘3,1],[1,1,01,[0,1,1]])
2 print(al.matrix_power (M-2*np.eye(3),3))

et on obtient 'affichage :

[[0. 0. 0.]
(0. 0. 0.]
(0. 0. 0.]]

Traduire ce résultat en une égalité matricielle.

Démonstration. Le code Python permet d’afficher la matrice (M — 2])3. Ainsi, | (M - 2])3 =0z, (R) |- O

2. Déterminer Sp(M).

Démonstration. D’aprés la question précédente, P(X) = (X — 2)° est un polynéme annulateur de M. On en
déduit que
Sp(M) c {racines de P(X)} = {2}

Ainsi : 2 est I'unique valeur propre possible de M.

De plus,
2 -3 1
rg(M-2I)=rg||1l -1 O
0o 1 -1
2 =3 1
=1g 0 1 -1 L2 — 2L2 - Ll
0o 1 -1
B 2 -3 1
“Bllo 1 a1

donc M — 21 n’est pas inversible et 2 est bien une valeur propre de M. On peut conclure que | Sp(M) = {2} | O

3. La matrice M est-elle diagonalisable ?

Démonstration. Supposons que M soit diagonalisable. Alors il existe :

e une matrice P € .#5(R) inversible

e une matrice D € .#3(R) diagonale, dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de M
telles que M = PDP™". On en déduit alors que

M = p@I)pP
=2PIP™
=2pp”"
=2]
Or M # 21, c’est donc absurde. On peut conclure que | M n’est pas diagonalisable | O
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2 Deux matrices possédant deux valeurs propres distinctes

2.1 Le cas diagonalisable

0
0.
1

1. Déterminer une base et la dimension de E;(A).

O O =

0
Soit A=1|1
0

X

Démonstration. Soit U = (y) € M51(R).
z

UeEi(A) = (A-1)U =04, (&

= [0 v -G

On en déduit que

Ey(A) = {(y) € M1 (R) |z = Z/}

z

Yy
= {(y) € Ms1(R) | (y,2) € RQ}

1\ [0
La famille 7y = [ |1 {,| 0| |:
0/ \1

e engendre E;(A)

e cst libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires

donc ‘ Fi est une base de E(A) et dim(E;(A)) = Card(F;) =2 ‘
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2. Déterminer une base et la dimension de E_;(A).

x
Démonstration. Soit U = |y | € M5,(R).
z

UeE (A) = (A+ DU =04, ()

1 1 0\(fx 0

— |1 1 0Of|ly|=|0

0 0 2/\z 0
T+y =0
= Jr+ty =0
2z =

On en déduit que

T
E_(A)=13|y|€ A.(R)|z=-y et 2=0
z
-y
= y |€#5.1(R)|y€eR
0
-1
= Vect 1
0
1
= Vect| | -1
0
1
La famille 7_; = || -1
0

e engendre E_(A)

e est libre car constituée d’un unique vecteur non nul
donc ‘ F_1 est une base de E_;(A) et dim(E_;(A)) = Card(F_;) =1 ‘ O

3. En déduire Sp(A). La matrice A est-elle inversible ?

Démonstration.
e Montrons que Sp(A) = {—1,1}. On a montré & la question précédente que {—1,1} C Sp(A), il reste a
montrer l'inclusion réciproque.

Notons
1 0 1
U1 = 1 3 UQ = 0 3 U3 - —1
0 1 0

D’apres ce qui précede, (U, Us) est une base de E1(A) et (Us) est une base de E_;(A). Supposons que A
posséde une autre valeur propre A (A # 1 et A # —1). Notons U, un vecteur propre de A associé a la valeur
propre A. On a en particulier Uy # 0_4, |, (r)-

Par théoreme de concaténation, la famille (Uy,U,,Us,Uy) est libre. On a donc construit une famille libre
de cardinal 4 dans un espace vectoriel (.#5 1(R)) de dimension 3. C’est absurde.

On en déduit que A ne posseéde pas d’autres valeurs propres que —1 et 1. Autrement dit, Sp(A) c {-1,1}.
D'oit | Sp(A) = {-1,1}}
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e (0 n’est pas valeur propre de A, donc | A est inversible |.

O
4. Démontrer I'existence :
e d’une matrice P € .#3(R) inversible, dont la 2¢ ligne est (=1 1 0)
e d’une matrice D € .#5(R) diagonale
telles que A = PDP™'. On explicitera les matrices P et D.
1 1\ (0
Démonstration. Par théoréeme de concaténation, la famille B'=||-1 . 11,101 | est libre. De plus,
0 0/ \1
Card(B') = 3 = dim(.#51(R))
Ainsi, la famille B' est une base de M5 1(R) formée de vecteurs propres de A.
La matrice A est donc diagonalisable et il existe
e une matrice P € .#5(R) inversible obtenue par concaténation des bases des sous-espaces propres de A
e une matrice D € .#5(R) diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A
telles que A = pPDP.
1 10 -1 0 0
On peut choisir par exemple P=|—-1 1 0]et D=| 0 1 O0/. Par la formule de changement de base, on a
0 0 1 0 0 1
bien A = PDP™". O
2.2 Le cas non diagonalisable
3 -2 3
Soit B=|1 0 2]
0 0 2
1. (a) Calculer (B —I)(B —2I) puis (B-1)(B - 2I)? en minimisant le nombre de produits calculés.
Démonstration. On a
2 -2 3\({1 -2 3 0 0 2
(B-I)(B-2I)=|1 -1 2||1 =2 2|=]|0 0 1
0 0 1/\0 0 O 0 0 0
puis
0 0 2\/1 -2 3 0 0 0
(B-I)(B-21)"=[0 0 1||1 -2 2|=]|0 0 0
0 0 0J\O 0 O 0 0 0
O

(b) En déduire que B est inversible et donner une expression de B! en fonction de B et I.

Démonstration. D’apres la question précédente : (B — I)(B — 2])2 = 0_z,(R)-

Or,
(B-1I)(B-2I)=(B-I)(B*-4B + 4I)
=B’ - 5B’ +8B -4l
1 2 .. . . . -1 1 2
Donc B (Z (B -5B + 8[)) = I. Ceci signifie exactement que B est inversible et | B~ = 7 (B - 5B + 8[) .

O

2. (a) Donner un polynéme annulateur de B et lister les valeurs propres possibles de B.
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(b)

4. On pose P =

Démonstration. D’apres la question 1a, le polynome P(X) = (X —1)(X —2)? est un polynéme annulateur
de B. On en déduit que les valeurs propres possibles de B sont : 1 et 2. O

Déterminer Sp(B).
Démonstration. D’une part :
2 =2

1

rg(B-1)=r1g -1
0 O

LQ — 2L2 _Ll

1l

[

0Q
—

e ~ ~
(el \V]
Ol
[\

W R P, W R NW

0 0
~ 2 -2
=llo o

donc B — I n’est pas inversible et 1 est valeur propre de B.
D’autre part :

1 -2 3
rg(B-2I)=rg||1 -2 2
0O 0 O
({1 -2 3
=il -2 2
2 =2 3
N I—
=2<3

donc B — 21 n’est pas inversible et 2 est valeur propre de B.

On en déduit que | Sp(B) = {1,2} | O

Calculer la dimension des sous-espaces propres associés aux valeurs propres de B. On ne demande pas d’en
déterminer une base.

Démonstration. D’apres le théoréeme du rang :

3 =dim(E;(B)) +rg(B-1)

d'oit | dim(Ey(B)) =3-2=1]|

De méme,

3 = dim(Ey(B)) + rg(B - 21)

d’ott \ dim(Ey(B))=3-2=1 \ O

La matrice B est-elle diagonalisable ?

Démonstration. On sait que Sp(B) = {1,2} et dim(E;(B)) = dim(E,y(B)) = 1.

Supposons que B soit diagonalisable. Alors il existe une base (Uy, Uy, Us) de .#51(R) formée de vecteurs
propres de B. Par principe des tiroirs, deux de ces vecteurs se trouvent dans le méme sous-espace propre
(E1(B) ou Ey(B)). On a donc une famille libre de cardinal 2 dans un espace vectoriel de dimension 1. C’est
absurde.

Donc ‘ B n’est pas diagonalisable. O
1 2 1
1 1 1|. Montrer que P est inversible et calculer p .
0 0 1
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Démonstration. Utilisons la méthode de Gauss-Jordan pour inverser la matrice P :

1 2 1|11 0 O
(PIL)=1 1 1|0 1 0
0 0 1|10 01
1 2 111 0 0
0 -1 0|-1 1 0 LQ(—LQ—L]_
0 0 1({0 0 1

Les coefficients diagonaux sont tous non nuls donc la matrice P est inversible. Continuons :

1 2 01 0 -1 Ll — L1 - L3
0O -1 0|]-1 1 0
0O 0 1{]0 0 1
1 0 0j1-1 2 -1 Ll <—L1+2L2
0O -1 0|]-1 1 0
0O 0 1{]0 0 1
1 0 0)-1 2 -1
0 0 110 0 1
Ainsi
-1 2 -1
P'=l1 -1 0
0 0 1
O
5. On pose T' = P'BP. Calculer T.
Démonstration. On a
-1 2 -=1\/3 -2 3\/1 2 1 1 0 0
T=|1 -1 0 1 0 2(|1 1 1|=]0 2 1
0 1 0 0 2/\0 0 1 0 0 2
O
6. Montrer que, pour tout n € N, B" = PT"P™".
Démonstration. Montrons par récurrence : Vn € N, P(n)
ot P(n): « B" = PT"P ™" »
Initialisation :
D'une part, B” = I. D’autre part, PT°P~" = PP™" = I. D’ou P(0).
Hérédité : soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).
Bn+1 - BnB
= PT"P-1PTP" (par hypothése de récurrence)
= PT"TP™
- PTn+1P—1
Dot P(n + 1).
On a montré, par principe de récurrence, que : | Vn € N, B" = PT" P—1. O

7. Onpose T = D+ N, ou D est une matrice diagonale et ou N est une matrice dont tous les coefficients diagonaux
sont nuls. Expliciter D et N.
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Démonstration. On a nécessairement :

D= et N

S O =

o NN O

N OO
I

o O O

o O O

o = O

8. Soit n € N.
(a) Exprimer T" comme une combinaison linéaire de D" et N prt puis sous forme de tableau matriciel explicite
en fonction de n.
Démonstration. Soit n € N*.

e Ona
0 0 O
DN=|0 0 2|{=ND
0 0 O
donc les matrices D et N commutent.

e Ona N?= 0.#,(r) donc, pour tout k = 2, N* = NF72N2 = 0.z, (r)-

e D’apres le bindome de Newton :

T" =(D+ N)"

= n k ~n—k
=Z<k)ND

k=0

=0\ knek e (0 ok ek
=Z<k)N D" +Z(/€)N D" (carn=1)
k=0 k=2

L (n
= Z (k)Nan_k (car pour tout k = 2, N = 0.,(r))
k=0

=| D" +nND"!

La formule précédente reste valable pour n = 0. En effet :
e D’une part : T =1I.
e D’autre part, la matrice D est inversible donc D! existe et D’ + OND™' = I.

De manieére explicite, on a, pour tout n € N,

1 0 0 0 0)/1 0
7" =10 2" 0 |+n|0 0 1]l0 2" 0

o o0 2" 0 0 0/\g o 2"t
1 0 0 00 0

=[0 2" 0 |+|0 0 n2"!
0o o 2" 00 0
1 0 0

=0 2" n2"!
0 0 on

(b) En déduire B" sous forme de tableau matriciel explicite en fonction de n.
Démonstration. Soit n € N*. On sait d’apreés la question 6 que

B" = pT" P!
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Ainsi,
1 2 1\/1 0 -1 2 -1
B"=[1 1 1|lo 2" n2" || 1 -1 0
0 0 1/\o o on 0 0 1
1 2 1\/-1 2 -1
=1 1 1 2rL _2n 2'n—1
0 0 1/\o0 0 2"

—14+2" 2—2" 14 (n+1)2"
=| —1+42"  2-2" —1+((n+2)2""
0 0 2"

3 Une matrice possédant trois valeurs propres distinctes

1 1 1
Soit C =] 0 0o -1
-2 -2 -1

1. La matrice C est-elle inversible 7 En déduire une valeur propre de C.

Démonstration. Les deux premieres colonnes de la matrice C sont identiques, donc | C n’est pas inversible | On

en déduit que |0 est valeur propre de C'|. O

2. On compile le code Python suivant :

C = np.array([[1,1,1],[0,0,-1],[-2,-2,-1]1])
a = al.matrix_rank(C-np.eye(3))

b = al.matrix_rank(C+np.eye(3))

print(’a =’,a)

print(’b =’,b)

B o =

jon

et on obtient l'affichage :
a = 2
b =2

En déduire deux autres valeurs propres de C.
Démonstration. D’apres l'affichage Python,

e rg(C —1I)=2<3donc C—1I nest pas inversible donc 1 est valeur propre de C.
o r1g(C +1I)=2<3donc C+ I n’est pas inversible donc —1 est valeur propre de C.

3. Donner Sp(C). La matrice C est-elle diagonalisable ?

Démonstration. On a vu que —1, 0 et 1 sont des valeurs propres de C. Or, C € .#5(R) donc C possede
au maximum 3 valeurs propres distinctes. On en déduit qu’on a trouvé toutes les valeurs propres de C :

‘ Sp(C) = {-1,0,1} ‘ La matrice C possede 3 valeurs propres distinctes et C' € .#5(R) donc’ C est diagonalisable |

4. Expliciter une matrice P € .#5(R) inversible et une matrice D € .#5(R) diagonale dont les coefficients diagonaux
sont dans l’ordre croissant telles que C = pPDP.
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Démonstration. e La matrice C' est diagonalisable donc il existe
— une matrice P € .#5(R) inversible obtenue par concaténation des bases des sous-espaces propres de C
— une matrice D € .#3(R) diagonale donc les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de C
telles que C = PDP .

x
e Déterminons des bases des sous-espaces propres de C. Soit U = | y | € 45 1(R).
z
UEE_l(C) — (C+I)U=O(/ﬂ3,l(R)
2 1 1 T 0
— | 0 1 -1|jy|=1]0
-2 =2 0 /\z 0
20+ y+z2=0
= y—2=0
|—2x — 2y =
Rr+y+2=0
= y—2=0
L —y+Z=O L3<—L3+L1
20 +y+2=0
=
y—2=0
20 +y =—z
=
y==z
2x = -2z Ll(_Ll—LQ
—
y=z
x =—z
—
y=z
On en déduit que
T
E(C)={|y|€ M (R) |[zr=-2 et y=z
z
-z

z €%371(R)|ZER
z

-1
Vect 1
1

-1
La famille F_; = 1
1

— engendre E_;(C)

— est libre car constituée d’un unique vecteur non nul

donc | F_; est une base de F_(C) ‘
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UeE)(C) CUZOL//[?M(R)

z+ y+2=0
= -2=0
-2 -2y—2=0
r+y+z=0
= ; -2z=0
z=0 Ly «— L3 +2L,

On en déduit que

Ey(C) = {(y €M 1 (R)[z=-y et z= 0}

z
)
= y |€#1(R)|y€eR
0
-1
= Vect 1
0

-1
La famille Fj = (( 1 )
0

— engendre Fy(C)

— est libre car constituée d’un unique vecteur non nul

donc ’ Fo est une base de Ey(C) ‘

UeE(C) = (C-1U =04,

10
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E2A

On en déduit que

z

E1(0)={ y|€ M1 (R)|x=0 et y=—z}

0
={ -z G///371(R)|ZER}

z

= Vect| | -1

0
La famille F; = || -1
1

— engendre F,(C)

— est libre car constituée d’un unique vecteur non nul
donc | F; est une base de F1(C) ‘
-1 -1 0 -1

0 0
e On pose alors P = 1 1 -1letD=]0 0 O0]. Parla formule de changement de base, on a bien
01

1 0 1 0
C =PDP™.

11

O
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