Lycée Carnot Feuille de calcul : densité d’une transformée E2A

1 Exercices

Exercice 1 : Soit X une variable aléatoire admettant une densité que l'on note f.

1. Soit (a,b) € R* x R. On pose Y = aX + b. Démontrer que la fonction

-b
Q:ZEHif(ma )

est une densité de Y.
2. OnposeY =X 2. Démontrer que la fonction
1

2\/E(f(\/i)#f(—x/f)) siz >0
0

sinon

est une densité de Y.

3. On pose Y = | X|. Démontrer que la fonction

g:x .
sinon

N flx)+ f(-z) siz>0
0

est une densité de Y.

4. On pose Y = . Démontrer que la fonction

gize {%f(ln(x)) siz>0
0

sinon

est une densité de Y.

5. On suppose que f est nulle sur ] — 00,0]. On pose Y = In(X). Démontrer que la fonction
graee fle)

est une densité de Y.
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2 Corrections détaillées

Correction détaillée de I’exercice 1 :
1. Tout d’abord : Y(2) C R (car X(Q2) C R).
Soit = € R.
e Premier cas : a > 0.

Fy(z) = P([Y < z])
=P([aX +b < x])

=p([sz;b]) (cara>0)

- Fx ()

Or, puisque X est a densité, F'x est continue sur R et de classe C ! sur R éventuellement privé d’'un nombre
fini de points. Ainsi, Fy est également continue sur R et de classe C' sur R éventuellement privé d'un
nombre fini de points (par composition). On en déduit que Y est & densité.

En tout point x ou Fy est de classe Cl, on a :

F;/(x)zéF),((x;b)zéf(x;b)zif(xc—lb>

|al

On pose g : x Lf(x—_b)
la]”\ @
— La fonction g est positive sur R car f est une densité donc f est positive sur R.
— La fonction ¢ coincide avec F;/ sur R éventuellement privé d’un nombre fini de points.
Ainsi : g est une densité de Y.

e Deuxieme cas : a < 0.
Fy(z) =P([Y < 2])
=P([aX +b < x])

=]P’([X2I;b]) (car a < 0)

-b
=1—Fx(xa ) (car X est a densité)

Or, puisque X est a densité, Fx est continue sur R et de classe C ! sur R éventuellement privé d’un nombre
fini de points. Ainsi, Fy est également continue sur R et de classe C' sur R éventuellement privé d’un
nombre fini de points (par composition). On en déduit que Y est & densité.

En tout point z ou Fy est de classe Cl, on a :
1 r—b 1 (x-0 1 x—0b
-3 (£52)- (252 (25

1 -b
On pose g : =+ —f($—)
la] =\ @

— La fonction g est positive sur R car f est une densité donc f est positive sur R.

— La fonction g coincide avec F;/ sur R éventuellement privé d’un nombre fini de points.
Ainsi : g est une densité de Y.

Bilan : quelque soit le signe de a, g est une densité de Y.
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2. Tout d’abord : Y(Q) c R" (car X(Q) c R).

Soit = € R*.
Fy(z) = P([Y < z])
=P([X" < z])
- P([-V7 < X < V7))
= Fx (Vz) - Fx (-Vx) (car X est a densité)
Dot

. {Fx(ﬁ)—Fx(—ﬁ) siz 20
y - TP 0

sizx<0

Or, puisque X est a densité, F'x est continue sur R et de classe C ! sur R éventuellement privé d’un nombre fini
de points. Ainsi, Fy est continue sur ]0, +0o[ et de classe C' sur ]0, +00[ éventuellement privé d’un nombre fini
de points (par composition).
De plus :

o Iy est de classe C' sur ] — 00, 0[ car constante,

. wli_)rg_ Fy(z) = lim 0=0= Fy (0) et Ji%g Fy(z) = Ji_)fgg Fx (Vr) = Fx (=Vz) = Fx(0) - Fx(0) =0 = Fy(0)

par continuité de F'x, donc Fy est continue en 0.

On en déduit que Y est a densité.
En tout point x > 0 ou Fy est de classe Cl, on a:

et en tout point z < 0, on a : Fy-(z) = 0.

1 .
On pose g : = ﬁ(f(\/f)Jff(—\/E)) 51x>0.
0 sinon

e La fonction g est positive sur R car f est une densité donc f est positive sur R.
e La fonction g coincide avec Fy sur R éventuellement privé d’un nombre fini de points.
Ainsi : g est une densité de Y.
3. Tout d’abord : Y(2) Cc R" (car X(Q) C R).

Soit = € R”.
Fy(z) =P([Y < z])
= P([1X] < z])
=P([-z< X <2])
= Fx (z) —= Fx (=) (car X est a densité)
Dot

{Fx(x)—Fx(—x) siz =20
Fy:l"—) 0

six <0

Or, puisque X est & densité, F'x est continue sur R et de classe C ! sur R éventuellement privé d’un nombre fini
de points. Ainsi, Fy est continue sur ]0, +0o[ et de classe C' sur ]0, +00[ éventuellement privé d’un nombre fini
de points (par composition).
De plus :
o Fy est de classe C' sur ] — 00, 0[ car constante,
. lirgl Fy(x) = lirr(l) 0=0=Fy(0) et lirgl Fy(x) = lirgl Fx (z) — Fx (—z) = Fx(0) — Fx(0) = 0 = Fy(0)
-0~ xr— -0t -0t

par continuité de F'x, donc Fy est continue en 0.
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On en déduit que Y est a densité.
En tout point = > 0 ou Fy est de classe Cl, on a :

Fy(z) = Fx () + Fx (-2) = f (2) + f (-2)
et en tout point z < 0, on a : Fy-(z) = 0.

{f(x)+f(—z) siz>0
Onposeg:zr ) .
0 sinon
e La fonction g est positive sur R car f est une densité donc f est positive sur R.
e La fonction g coincide avec Fy sur R éventuellement privé d’un nombre fini de points.
Ainsi : g est une densité de Y.
4. Tout d’abord : Y(2) c]0, +oo[ (car X(2) C R).
Soit x €]0, +oo[.

Fy(z) = P([Y < z])

= P([eX < J;])
=P([X < In(x)]) (car In est strictement croissante sur ]0,+00[)

= Fix (In())

FY:J?H .
siz<0

{FX (In(x)) siz>0

Or, puisque X est & densité, Fy est continue sur R et de classe C ! sur R éventuellement privé d’un nombre fini
de points. Ainsi, Fy est continue sur ]0, +00[ et de classe c' sur 10, +00[ éventuellement privé d’un nombre fini
de points (par composition).
De plus :
o Fy est de classe C' sur ] — 00, 0[ car constante,
e lim Fy(x) = 1lim0 =0 = Fy(0) et lim Fy(z) = lim Fy (In(z)) = lim Fx (y) = 0 = Fy(0) par
-0~ -0 z—07* z—-0* Yy——00
propriété des fonctions de répartition, donc Fy- est continue en 0.

On en déduit que Y est a densité.
En tout point = > 0 ou Fy est de classe Cl, on a :

Fy(2) = +Fx (In(2)) = 7. (In(a))

et en tout point z < 0, on a : Fy-(z) = 0.

On pose g : 7 > {%f (In(z)) siz> 0'
0 sinon
e La fonction g est positive sur R car f est une densité donc f est positive sur R.
e La fonction ¢ coincide avec F;'/ sur R éventuellement privé d’un nombre fini de points.
Ainsi : g est une densité de Y.
5. Tout d’abord : Y(2) C R (car X () c]0, +0o[ puisque f est nulle sur ] — 00,0] et In(]0, +oo[) = R).
Soit = € R.

Fy(z) = P([Y < z])
=P([In(X) < z])
=P ([X < ex]) (car exp est strictement croissante sur R)

= Py ()
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D’ou :
Fy N FX (CT)
Or, puisque X est & densité, F'x est continue sur R et de classe C' sur R éventuellement privé d’un nombre fini

de points. Ainsi, Fy est également continue sur R et de classe C' sur R éventuellement privé d’un nombre fini
de points (par composition). On en déduit que Y est & densité.

En tout point x ou Fy est de classe Cl, on a:
Fy(z) ="Fx (¢") = e"f (¢")

On pose g : x — e" f (e").
e La fonction g est positive sur R car f est une densité donc f est positive sur R.
e La fonction g coincide avec F{/ sur R éventuellement privé d’un nombre fini de points.

Ainsi : g est une densité de Y.
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