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DS7 (vB) - Concours blanc - Baréme (ESSEC I 2023)

La présentation, la lisibilité, [’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des rai-
sonmements entreront pour une part importante dans ’appréciation des copies.

Les candidat-es sont invité-es a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électro-
nique est interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de 'épreuve, un candidat ou une candidate repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il
sera amené o prendre.

On suppose, et c’est valable pour toute I’épreuve, que la librairie suivante est importée sous son alias
habituel :

e import numpy as np

e import numpy.linalg as al

e import numpy.random as rd

o import matplotlib.pyplot as plt

o import pandas as pd
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On s’intéresse dans ce sujet a la méthode de Stein, introduite par Charles Stein (1920/2016) en 1972,
dont les développements et applications sont nombreux.

Les parties 1 et 2 concernent la justification de la méthode, elles sont indépendantes.

Dans la partie 3, on s’intéresse a 1’estimation en un point d’une densité d’une loi de probabilité.
Cette partie peut étre traitée indépendamment des deux premiéres parties.

Dans la partie 4, on met en ceuvre la méthode de Stein, vue dans les parties 1 et 2, pour établir des
convergences « uniformes » en loi et on démontre le résultat admis dans la partie 3. Cette partie est
indépendante de la partie 3 a ’exception de sa derniére question.

Dans tout le probléme :
« les variables aléatoires considérées sont définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P).

« si X est une variable aléatoire, E(X) et V(X)) désignent respectivement, lorsqu’elles existent, I’espé-
rance et la variance de X.

o W désigne I'ensemble des fonctions h de classe C' sur R telles que :

Vz € R,

Wz)| <1

« N est une variable aléatoire qui suit la loi normale (0, 1).

« on admet que si X est une variable aléatoire possédant une espérance et h € W, E(h(X)) existe.

On note en particulier ¢;, 'espérance de h(N).

o On note @ la fonction de répartition de la loi normale (0, 1) définie par, pour tout =z € R,

€T 1 2
O(x) = / \/ﬂe_% dt. On rappelle que c’est la primitive sur R, qui vaut % en 0, de la fonction
1 e
e 2.
V2T

p:t—

Partie 1 - Transformation de Stein

)
Soit h € W. On définit sur R, la fonction 6 : x — (pgg et la fonction fp par,
x +o0o
frnix— 6(—:75)/ B (t)®(t) dt + O(x)/ B () (1 — ®(t)) dt

lorsque ces intégrales convergent.
L’objectif principal de cette partie est d’obtenir, pour X une variable aléatoire admettant une espérance,
une expression de E(h(X)) —E(h(N)) qui ne fait pas intervenir N directement.

1. a) Montrer que pour tout x > 0 et ¢ € [x,400[, 0 < zp(t) < tp(t). En déduire que :
Ve >0, 0<z(l—o(x)) < p(z)

(on remarquera que pour tout t € R, ¢'(t) = —tp(t))
e 1 pt: p(t) >0, p étant une densité

« 1 pt : par croissance de l’intégrale, les bornes étant rangées dans ’ordre croissant

B
.1pt:0<:1;/ (t) dt < p(z) — p(B)

B
e 1pt: lim o(t) dt =1— ®(x)

B—+oo /.




E2A

Mathématiques

3 Mars 2025

b)

Procéder de fagon analogue pour montrer que : Vo < 0, —¢(x) < 2®(x) < 0.
e 1 pt:to(t) <zp(t) <0 pourt<zx

« 1 pt : par croissance de l’intégrale, les bornes étant rangées dans ’ordre croissant

. 1pt:g0(A)—g0(a;)<:v/: p(t) dt <0

« 1 pt: Alim ’ o(t) dt = /x o(t) dt = ®(x)

——00 A — 00

¢) En déduire a ’'aide d’une intégration par parties, pour tout x réel, la convergence des intégrales

b)

qui suivent et montrer que :

— 00

T

T +oo
/ B(t) dt = 25(x) + p(x) et / (1= ) dt = —2(1 — B(2) + o)  (R)

e 1 pt : les fonctions ® et 1 — ® sont continues sur R donc / ®(t) dt est impropre

—00

“+o0o
seulement en —oo et / (1 — ®(t)) dt est impropre seulement en +oo
x
« 1 pt : IPP bien justifiée par la régularité C!
T
e 1pt: / O(t) dt =aP(x) — AP(A) + p(z) — p(A)
A

« 1 pt : par théoréme d’encadrement, Alim AP(A)=0
——00

B
.« 1pt: / (1—®(t)) dt = B(1 — ®(B)) — 2(1 — &(z)) + p(z) — p(B)

« 1 pt : par théoréme d’encadrement, Blim B(1-®(B))=0

—+00

Montrer que pour tous réels x et y,
[h(z) = h(y)| < |z —yl, puis que [(z)| < |z] +[h(0)]

e 1pt:commehecWW:

« la fonction h est de classe C' sur R,

x pour tout z € R, |A/(z)| < 1.
o 1 pt : inégalité des accroissements finis citée
e 1pt : [h(z) — h(0)] < |af

o 1 pt : inégalité triangulaire pour conclure
x

Pour tout x réel, justifier la convergence de / B (t)®(t) dt et montrer que :

/_x B (t)®(t) dt = h(z)®(z) —/_x h(t)p(t) dt

+o0o
On admet de méme que, / R'(t)(1 — ®(t)) dt converge et que,

T

+oo “+o0o
/ B (t)(1 — ®(t) dt = —h(x)(1 — ®(x)) +/ h(t)p(t) dt

e« 1 pt : h € W donc la fonction ¢t — h/(t)®(t) est continue sur R. On en déduit que

xT
I’intégrale / h'(t)®(t) dt est seulement impropre en —oo

—00
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o 1pt: [P'(0)2(t)] = [P/ (1) ©(t) < D(2)
e 1 pt : par théoréme de comparaison pour les intégrales généralisées de fonctions
continues et positives, / h'(t)®(t) dt est (absolument) convergente
e 1pt: / B (t)®(t) dt = h(z)®(x) — h(A)P(A) —/ h(t)p(t) dt
A A
edpt: lim h(A)PA) =0
A——00
x 1 pt: |h(A)P(A)| < —AP(A) + |h(0)| P(A)
x 1 pt : ® est une fonction de répartition donc : Alim P(A)=0
——00
x 1 pt : d’aprés la question 1.b), Alim AP(A)=0
——00
x 1 pt : thm d’encadrement cité
. 1pt: / h(#)o(t) dt = h(z)D(x) — h(A)B(A) — / B (£)®(t) dt pour justifier la conver-
A A
gence de / h(t)e(t) dt
¢) En déduire que, pour tout x réel :
x “+o0o
—/ B (t)®(t) dt +/ B (t)(1—®(t)) dt = cp — h(z)
T +o0 +o00
e 1pt: —/ B (t)®(t) dt+/ R (t)(1 — ®(t)) dt :/ h(t)p(t) dt — h(x)
o 1 pt : relation de Chasles citée
+oo
« 1 pt : par thm de transfert / h(t)p(t) dt = E(h(N)) = ¢y,
e 1 pt : h(N) admet une espérance pour justifier ’utilisation du thm de transfert
3. a) Etablir que pour tout z € R,
0 (z) =1+ z0(x)
0" (z) = + (1 +2%)0(z)
0(—x)®(x) = 0(x)(1 — ®(x))
« 1 pt : 0 est de classe C?> sur R comme quotient de deux fonctions de classe C? sur
R dont le dénominateur ne s’annule pas
e 1 pt:0(x)=1+20(x)
e Lpt:0'(x)=x+(1+2%)0(x)
e 1 pt:O(—2)P(x) =0(x)(1 — P(x))
e 1 pt : qualité des explications
b) En déduire que f}, est une fonction de classe C! sur R qui vérifie, pour tout z réel :

fala) = 2 fn(z) = cp — h(z)

Pourquoi peut-on alors affirmer que fj, est de classe C? sur R ?
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« 1 pt : par somme et produit de fonctions de classe C' sur R, f;, est de classe C! sur
R (en décomposant en des intégrales sur un segment pour la partie qui dépend de

x)
e 2 pt: fi(z) —zfp(z) =cp— h(x)
« 1 pt : f), est de classe C? sur R

¢) En conclure que, si X est une variable aléatoire admettant une espérance,
[E(h(X)) — E(h(N))| = [E(f(X) — X fa(X))]
e 1 pt : puisque h € W et puisque X et N admettent chacune une espérance, il vient
(d’aprés le résultat admis en début d’énoncé) que E(h(X)) et E(h(N)) existent
o 1 pt: E(f](X)— Xfn(X)) existe par transformation affine
« 1 pt : [E(h(X)) — E(h(N))| = [E(f}(X) — X fu(X))
« 1 pt : linéarité de ’espérance citée (si tout le reste est juste)
4. Majoration de | fp].
a) Montrer, en utilisant les égalités (1), que pour tout z réel :

—+00

0(—x) / o(t) dt+9(x)/ (1- () dt =1

—00 xT
x

+o0
B(t) dt + Q(x)/ (1— (1)) dt = (0(—2) + 0(2) ()

e 1 pt:O(—z)+06(z)= %

« 1 pt: 9(—x)/

—0o0

« 1 pt : explications

b) En déduire que pour tout z réel : |fn(z)] < 1.

.3ptwn@n<w—m/

T

“+o0o
W (t)| ®(t) dt+0($)/ W ()| (1= @(t)) dt

x 1 pt : calcul
x 1 pt : inégalité triangulaire citée
x 1 pt : justification pour enlever certaines valeurs absolues
o 1 pt: |W(t)| () < P(¢) et M) (1—®(t) <1— ()
« 1 pt : par croissance de l’intégrale, les bornes étant rangées dans ’ordre croissant :

/x |W'(t)| @(t) dtg/x d(t) dt et /+OO W (t)] (1—D(t)) dt</+oo (1-®(t)) dt

—0o0

5. Magjoration de | f}|.

a) Montrer que pour tout x réel :

0" (—x) /w O(t) dt + 0" () /+OO (1—-®(t) dt =1

e 3pt: 0 (-2 /x (t) dt + 6" (x) /m (1-®() dt=1
b) Etablir pour tout z réel 1’égalité :
T +o0
fl(x) =K (z) + «9”(—1:)/_ R (t)®(t) dt + 9”(95)/ B () (1 — ®(t)) dt
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e 2 pt: fil(z)=—-h(z)+ (1+ 22) fr(x) + z(cp, — h(z))

T +oo
. 1pt: 9”(—93)/ B (t)®(t) dt+0”(a:)/ R (t)(1—®(t)) dt = z(cp —h(x))+ (1+22) fr ()
x —+00
o 1 pt: fl(z)=—N(z) +0”(—x)/ B (t)®(t) dt+0”(a:)/ R (t)(1 — ®(t)) dt

c¢) Etudier les variations sur R de la fonction z — ®(x) + x ———5®(z). En déduire son signe et le
x

1+
signe de 6”.

En conclure que, pour tout z réel : |f; (z)] < 2

e« 1 pt : On note g: z — ®(x) + ° 5¢(x). La fonction g est dérivable sur R comme

somme et produit de fonctions dérivables sur R
2
e 2 pt:g(x)= (1f$))2
« 1 pt : g est strictement croissante sur R car ¢(z) >0

elpt: lim g(x)=0+0x0=0
T—r—00

« 1 pt : pour tout z € R, g(z) >0

e 1pt:0'(x)= {;E;;g(x) donc ¢"(z) >0
e 3pt:VzeR, |fl(z)] <2

x 1 pt : calcul

x 1 pt : inégalité triangulaire citée

x 1 pt : h € W et croissance de l’'intégrale avec les bornes dans ’ordre croissant

Partie 2 - Majoration uniforme de la distance de Kolmogorov

Dans la suite du probléme, si X est une variable aléatoire de fonction de répartition Fx, on définit,
pour tout x réel, dx (z) la distance de Kolmogorov au point = entre la loi de X et la loi normale centrée
réduite par :

dx(z) = [Fx(z) — ©(z)|
1 sit<z

On définit, pour tout x réel, la fonction h, sur R par h,(t) = _ :
0 sit>«x

On définit aussi la fonction v sur R par :

1 sit<O0
y(t) =10 sit>1
1-3t2+2t3 sitel0,1]

Soit X une variable aléatoire.

6. Pour tout z réel, quelle est la loi de la variable aléatoire h,(X)? En déduire que E(h,(X)) existe
et vaut Fx(x).

o 1 pt: hy(X)(R2) C{0,1} donc h,(X) suit une loi de Bernoulli
e 1 pt:[hy(X)=1]=[X < 1]
e 1 pt: hy(X)— B(Fx(x)), donc hy(X) admet une espérance et E(h,(X)) = Fx(x)

7. a) Ecrire une fonction Python gamma(t) qui calcule et renvoie la valeur de v(t), ¢ étant donné.
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def gamma(t):
if t < 0:
return 1
elif t > 1:
return O
else:
return 1 - 3 * t*x*2 + 2 * t*xx3

[ B [ [ [ N N N

« 3 pt : 1 pt par cas

b) Utiliser la fonction précédente pour écrire un script qui affiche le graphe de ~ sur le segment
[—1,2] dans un repére.
e 1 pt : abscisse = np.linspace(-1,2,100)
e 1 pt : ordonnees = [gamma(t) for t in abscisse]
o« 1 pt : plt.plot(abscisse, ordonnees)

8. a) Montrer que 7 est continue sur R, de classe C! sur R privé de 0 et 1.

« 1 pt : v est de classe C' sur R privé de 0 et 1
e« 1 pt : v est continue en 0
e« 1 pt : v est continue en 1

b) Etudier les variations de y sur [0, 1] et montrer que pour tout ¢ € R, v(t) € [0, 1].
« 1 pt : v est strictement décroissante sur |0, 1]
« 1 pt : v est continue sur [0, 1], donc ~ est strictement décroissante sur [0, 1]
e« 1pt:

t 0 1

Signe de +/(t) -

Variations de v \

« 1 pt : pour tout ¢t € R, ~(t) € [0, 1]

c) Etablir que v est dérivable en 1 et que +/(1) = 0.
On montrerait de méme que v est dérivable en 0 et que 7' (0) = 0. On l'admet.

b 20 =)

01 1 :0
pte 0 T
) — ~(1

cipt: lim 2O M
t—1— t—1

[\CRGV]

d) Justifier que 7 est de classe C! sur R et que pour tout ¢ réel |7/ (¢)| <

o 1 pt : 7/ est continue en 0

« 1 pt : 7/ est continue en 1
3
« 2 pt : pour tout ¢ réel |7/ (t)] < 5 (1 pt pour le cas 0 <t < 1)

On suppose dans la suite de cette partie que X admet une espérance et on considére un réel Myx qui
vérifie, pour tout h € W, |E(h(X)) —E(h(N))| < Mx.
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—x
9. Soit t > 0 et x un réel. Pour tout y € R, on pose k,(y) = <y ; )

a) Montrer que pour tout y réel, hy(y) < kz(y).
elpt:casy<=x
e2pt:casy>=x
b) On admet lexistence de E(ky(X)) et de E(kz(N)). Justifier I'inégalité suivante :

E(he(X)) = E(he(N)) < E(kz(X)) = E(kz(N)) + E(kz(N)) — E(ha(N))

e 1 pt: hy(X) < ki(X)
« 1 pt : par croissance de ’espérance E(h,(X)) < E(k;(X))

T+t
c¢) Montrer que E(k,(N)) — E(hy(N)) = / ky(u)p(u)du.

e 1 pt : k, est continue sur R comme composée de v et d’une fonction affine toutes

les deux continues sur R
“+o0o
« 1 pt : par théoréme de transfert, ’intégrale / ky(u)p(u)du est absolument
—0o0
convergente et vérifie :

e 1 pt:ky(u)=0 <= u>z+tdonc E(k(N)) = / ky(u)o(u)du

xT

e 1 pt: E(hy(N)) =Fn(x) =(x) = / o(u)du

—0o0

e 2 pt:ky(u)=1 <= u<xdonc E(hy(N)) = /x 1 % p(u)du = /I ky(u)o(u)du

—00 —0o0

. 2t
d) Etablir que la fonction g, définie sur R par g : u — gkﬁx (u), appartient a W. En déduire que :

3 t

3 t
E X)) —E N) <=M — <=M —
(1 (X)) = B(la(N)) € 5, M+ = < M+

« 1 pt : g est de classe C! sur R comme transformée affine de k,
2t 2t 1 U—2 2 U—2 2 3
o 1 t: ! :*k'/ — = = ! <* — =1
e 19/l = [ r)| = 51 (F0)| =31 (55 <5 %5
3
e 2 pt: |E(ks(X)) —E(ks(N))| < Q—tMX

3

3 x+t
e 1 pt: E(hy(X)) —E(hy(N)) < EMX —|—/ ke (u)o(u)du
e 2 pt: kx(uw)p(u)du < —
R e
t t
e 1 pt:m>3donc2r >6 >4 donc vV27 > 4 =2 donc < =
P Vv V4 =<3
On admet de méme, qu’en utilisant la fonction ks, on a :
3
E(he(N)) = E(ha(X)) < 5, Mx + 5
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3 t
10. En étudiant la fonction ¢ — — My + — sur |0, +oo][, en déduire que, pour tout = réel,

2t 2
[E(ha(X)) — E(ha(N))] < /30y, puis que dx () < /3Mx (Ry)
2_ — /
« 1 pt:
t 0 V3Mx +-00
Signe de ¢'(1) - 0 +
+00 400
Variations de v \ /
V3Mx

o 1 pt : pour tout ¢t > 0, |E(hy(X)) — E(hy(N))| < ¢(t)
o 1 pt : choix de t = /3Mx
e 1 pt:dx(z)=|Fx(z)— ®(z)| = |E(he(X)) — E(hz(N))| < V3Mx

Partie 3 - Estimation d’une densité

On considére X une variable aléatoire & densité de fonction de répartition F et de densité de probabilité
f qui dépendent d’un parameétre inconnu 6, ot # € ©, © un intervalle de R.
Soit a un point de continuité de f, fixé. On souhaite estimer f(a).

Par exemple, si X suit la loi exponentielle de paramétre 6 et @ > 0, on souhaite estimer fe =92,

On dispose pour tout 6 € ©, d’une suite de variables aléatoires (X;);>1 indépendantes de méme loi que
X.

On choisit une suite (hy),>1 de réels strictement positifs tels que :

lim h,=0et lim nh, =4+
n—-+o0o n—-+o0o

Pour tout n € N* et w € 2, on définit :

Cp(w) comme le nombre d’indices i € [1,n] tels que X;(w) € Ja — hy,a + hy,]

1

Ch(w).

11. On suppose que l'on dispose d’un fichier stats.csv qui comporte une colonne nommeée salaire.
On considére que les valeurs de cette colonne constituent la réalisation d’un échantillon de la loi de
X dont la taille dépasse 10000.

a) Aprés avoir exécuté import pandas as pd, quelle(s) instruction(s) permet(tent) de lire dans le
fichier stats.csv les valeurs de la colonne salaire et d’affecter cette série pandas obtenue a
une variable échantillon ?

On supposera que le fichier stats.csv se trouve dans le répertoire de travail.
e 1 pt : donnees = pd.read_csv('stats.csv')

e 1 pt : échantillon = donnees|['salaire']
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b) On souhaite calculer et afficher f,(w) pour a donné, lorsque la réalisation d’un échantillon
(X1(w),..., Xn(w)) de la loi de X est représentée en Python par échantillon et, pour tout

N* h, = —.
n e , \/ﬁ

Compléter le script suivant pour qu'il réalise cette tache.

= float(input('a="'))
échantillon.count ()
=1 / np.sqrt(n)
0
for i in range(n):

if ... and ...:

oo =1

print(C / ...)

QP B w
|

Lo O B e o N O N N N

e 1 pt : if échantillon[i] > a - h and échantillon[i] <= a + h:
e lpt:C +=1
e 1 pt:print(C / (2 * n * h))

12. Montrer que C), suit une loi binomiale de paramétres (n,p,) en précisant 'expression de p,, en

13.

fonction de a et h,,.
F(a+ hyp) — F(a— hy)

2hy, ’
« 2 pt : explications pertinentes pour obtenir que C), suit une loi binomiale de para-

métres (n,p,) (1 pt pour I'indépendance)
e 1 pt:p,=F(a+hy,) —F(a—hy)
« 1 pt : f,, admet une espérance en tant que transformée affine de C,
F hn) — F(a—h
o« 1 pt:E(fy) = (a+hn) (a n)
2hy,
a) En utilisant la dérivabilité de F' en a, montrer que lirf E(fn) = f(a).
n—-+00

En déduire que E(f,,) existe et vaut :

par linéarité

e« 1 pt : f est continue en a donc F' est dérivable en a

e« 1 pt : F admet un développement limité a ’ordre 1 au point a qui s’écrit :

F(a+h)=F(a) +hF'(a)+ o (h) = F(a)+ hf(a) +h30(h)

e 1 pt: F(a+hy)— F(a—hy) =2h,f(a)+ o (hy)

« 1pt: E(fn) = fla)+ o (1)

n—-+oo

b) Montrer que V(f,) existe et que lim V(f,)=0.
n—-+00
e 1 pt : f,, admet une variance en tant que transformée affine de C,

C1pt s V() = 5 E()

o1 pt:V(fn)n_>—+>OOO><f(a):O

On suppose désormais, que f(a) > 0, que pour tout n € N*, p, €]0,1[, que F est de classe C* au

votsinage de a et que BI_P nh} = 0.

On note pour tout n > 1, o, = /npn(1 — pp) et 0, = \/2h, f(a).

On définit les variables aléatoires : D,, = Cn = pn et fn = H}L(\/)ﬁ(fn — f(a)).
on a

10
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14. a) En utilisant le développement limité de F' a 'ordre 2 au point a, montrer que :
pn = 2hnfa)+o(hy) = 0, +o(hy)
[ee) n—-+o0o

« 1 pt : F est de classe C? au voisinage de a donc admet un développement limité
d’ordre 2 au point a qui s’écrit :

F(a+h)= F(a)+hF'(a) + %hQF”(a) + o (h?)

h—0

— F(a) + hf(a) + %h2F”(a) + oo ()

h—0

e 1pt: Fla+hy,) — F(a—hy) =2h,f(a)+ o (h2)

n—-+oo

b) En déduire que : p, ~ 2h,f(a), puis que lim np, = +o0.
n——+o0o

n——+oo

2hnf(a)+ o (h3)

n n—-+oo
. -1 hy) et hy, —s 0O
2 f (a) 2 f (a) F ol € P

e« 1 pt:2f(a)>0 et nh, — +oo donc, par produit, 2nh, f(a) — oo
n——+00 n——+o0o

o].pt:

On

O/

¢) Montrer que fn =

D, ++/n <§n —9n> et que l'on a :

On

lim —1 lim \/ﬁ(p"—en) —0

n—+oo Hn\/ﬁ T S teo Hn

. 1pt:fn:ﬁ0n—0n\/ﬁ

On

Pn 1 _
.1pt.9n\/ﬁDn+\/ﬁ<0n 9n>_0nﬁcn O/

1pt: 2" 1
° p.gn\/ﬁn—w-oo DPn

. 1pt=\/ﬁ<§Z—9n): 0 (m)

n—-+oo

~

On admet, dans la suite de cette partie, que (fn)n>1 converge en loi vers N ce qui implique que pour
tout (z,y) € R?, avec x < Yy, on a :

lim Pz < fo<y)=2(y) — 2(z)

n—-+00

15. Soit a €]0,1[. On pose 7o = t2 ol t, est le quantile d’ordre 1 — § de la loi normale (0,1).

a) Montrer que lim P ((f(a))2 - <2fn 4 o ) fla)+ 2 < 0> =1-a.

n—+00 2nh,

e« 3pt: [(f(a))2 - <2fn + 2;72 ) fla)+ f2 < O] = [—ta < fa < ta} (1 pt pour les justifi-

cations sur les signes)
« 1 pt : par convergence en loi de (f,),>1 vers N, on a :

P ([—ta < fa< taD s B(te) — B(—ta) = 20(a) —1=1—a

n—-4o0o

11
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2
b) On note, pour n > 1, A, = fn+ o - [
4nh,

Montrer que :

. N U 1
nETooP(f(“)e[f”+4nhn A”’f”+4nhn+A”]>_1 @

. 3pt: [<f<a>>2 - <2fn oo ) fla)+ f7 < 0] = [f@ & [+ gl = A du+ gl + A

Partie 4 - Convergence « uniforme » en loi vers la loi normale

Soit n € N*. On considére n variables aléatoires X7, ..., X, indépendantes centrées qui possédent un
moment d’ordre 3. On admet alors que ces variables aléatoires possédent une variance.

n n
On pose, pour tout k € [1,n], E(X?) = vg, Sp = > Xg, Y = S, — Xy et on suppose que > vy = 1.
k=1 k=1
Soit f une fonction de classe C? sur R telle que pour tout x réel, |f(x)| < 1 et |f"(z)| < 2.

On admet que si X et'Y sont des variables aléatoires possédant une espérance alors E(Y f(X)) et
E(f (X)) existent.

n

16. @) Montrer que 3= wE(f'(S,)  £/(¥0) + 3 B(XEF/(Y4)) = B(7/(5.).

« 3 pt : toutes les variables aléatoires admettent une espérance (1 pt pour le lemme
des coalitions, 1 pt pour ’indépendance citée pour ’espérance du produit)

n

L2 pt s X uB((S) ~ F0) + é E(X2f/(Yr)) = E(f'(Sh))

b) Montrer que kil E(Xk [f(Sn) — f(YR)]) = kil E(Xrf(Sn)) = E(Snf(Sn)).

« 3 pt : toutes les variables aléatoires admettent une espérance (1 pt pour le lemme
des coalitions, 1 pt pour ’indépendance citée pour 1’espérance du produit)

.2 pt: kil E(X; [f(Sn) — f(Vi)]) = kz E(Xf(Sn)) = E(Snf(Sn))

¢) En déduire que :
E(f/(S0) — Suf(S0) = 3 wiB(f/(Sa) = f/(Y)) + 3 E (X [Xuf' (Vi) = (£(Sn) = F(Y2))])

k=1 k=1

« 1 pt : toutes les variables aléatoires admettent une espérance

e 2t E(f/(S)—Suf(Sn) = 3 wE(f/(Sn)—f'(Yk)HkilE(Xk X0/ (V) — (£(Sn) — F(Y))])

k=1
17. Soit a et b deux réels.

a) Montrer que :

1
bf'(a) — (fla+b) — f(a)) = /0 b(f'(a) — f'(a + th)) dt
« 1 pt : Pintégrale /1 b(f'(a) — f'(a+tb)) dt est bien définie
0

1
e 2 pt s bf'(a) — (fla+b) - f(a)) = /0 b(f'(a) — f(a+ b)) dt

12
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b) En déduire que :
[bf'(a) = (f(a+b) = f(a))| <V°
o 1 pt : inégalité triangulaire
e« 1 pt: IAF
« 1 pt : par croissance de l’intégrale, les bornes étant rangées dans ’ordre croissant
¢) En conclure que :

E(7(5:) - Su£(Sw)] <23 wE(Xi) + 3 E(Xef’)

puis, grace a l'inégalité (R5), que, pour tout x réel :

ds, () < \/3 <2i wE(Xe)) + E(|Xk3)> (R3)

k=1 k=1

n

o 1pt: [E(f'(Sn) = Snf(Sn))| < 32 vk [E(f'(Sn) — fl(Yk))|+k£:1 B (X [Xef (Vi) = (f(Sn) = F(YR))])]

k=1
e 3 pt: [E(f(Sn) — f'(Yx))| < 2E(]X%|) (2 pt pour les explications)

« 3pt: [E(Xy [Xef' (Vi) — (f(Sn) — f(YR))| <E <|Xk|3) (1 pt pour les explications)

« 1 pt: poser Mx =25 v E(|Xi]) + 3 E(X5]%)
k=1 k=1
« 1 pt : vérification que ’on peut appliquer la majoration |E(f'(S,) — S, f(Sn))| < Mx
avec f = fj pour tout he W

o 1 pt : vérification que ’on peut appliquer la question 10

Une définition - Dans la suite du sujet, si (X, )n>1 est une suite de variables aléatoires réelles et
(0n)n>1 une suite réelle de limite nulle qui vérifient,

Vn € N* Vo € R,dy, () < dn

on dira alors que (Xy)n>1 converge uniformément en loi vers N.
On remarque, et on l'admet pour la suite, que si (X, )n>1 converge uniformément en loi vers N alors
(Xn)n>1 converge en loi vers N.

18. Une premiére application. On suppose dans cette question que (Zx)g>1 est une suite de variables
aléatoires indépendantes, suivant la méme loi et admettant des moments d’ordre 1 & 3.

; Zy —E(Z
On note pour i € [1,3], s; = E(|Zx — E(Zp)["), 0 = /s2 et , X} = k\r(k)
ovn

pour tout k € N*,
On suppose que o # 0.
On utilise les notations de la question précédente.

a) Montrer que 'on peut appliquer 'inégalité (R3) qui donne ici :

20251 + s3

d <y/3

o 1 pt : indépendance des X
« 1 pt : existence des moments d’ordre 1 & 3 des X,

o« 1 pt : les X sont centrées
n

elpt: > =1
k=1

13
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20%s; + S3
a3\/n

b) En déduire que (S),)n>1 converge uniformément en loi vers N, donc converge en loi vers N. Quel
résultat du cours nous aurait permis d’obtenir cette derniére convergence directement ?

o3pt:MX:

. _ 202s1+s3
. 1pt.5n— 370_3\/5 n_>—+>000

o 1 pt : citer le TCL
e 1 pt : vérifier que ’on peut appliquer le TCL
n
e2pt: S, =WrouaW,=> Z
k=1
19. Une deuxiéme application. On suppose dans cette question que Z1,..., Z, sont des variables aléa-
toires indépendantes suivant la méme loi de Bernoulli de parameétre p,, € 0, 1].

7 —
On pose g, = \/npn(1 —pp) et X = Zk P pour tout k € [1,n].
o

n

2 2
a) Montrer que E(|Xy|) = 2% et E(|X;*) < —.
n noy,
« 1 pt : loi de |X}| et de |X;|*
20
« 1pt: E(|X;)) ==+
n
2
e 2 pt: B(|X)*) < —
noy

b) En déduire que, pour tout x réel :

on 1
d <23 —+—
s <zfs( %45
« 1 pt : on démontre comme a la question 18.a) que ’on peut appliquer (R3)
1
.« 2pt: MX<4<0”+>
n

¢) Justifier le résultat suivant :

si pour tout n € N*, T}, est une variable aléatoire qui suit la loi binomiale (n,p,) avec

T, —n
lim p, =0et lim np, = +oo alors, L converge uniformément en loi
n—+00 n—+o00 npn(l _ pn) o1
vers N.
n
« 1 pt: poser T, = > Zj ou les Z; sont indépendantes et suivent toutes la méme loi
k=1
. < . Zj; — Pn
de Bernoulli de parameétre p, puis poser o, = /np,(1 —p,) et X = ——
On
n T,—n
. 1pt:5n:ZXk:n—pn
k=1 npp (1 —pn)

1
e 1 pt : poser 9, =2 3<Jn+>
n 20,

e2pt:d, — 0
n—-+o0o
20. Un petit lemme. Soit (V;,),>1 une suite de variables aléatoires réelles qui converge uniformément en
loi vers N. Soit (an)n>1 une suite de réels strictement positifs qui converge vers a, tel que a > 0, et
(bn)n>1 une suite de réels qui converge vers b.

14
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a) Soit X une variable aléatoire et (a, 5) un couple de réels avec & > 0. On note Fyx15 et Fynip
les fonctions de répartition respectives de aX + 5 et alN + 5.

Montrer que, pour tout x réel,

x_
Faxcssla) = Faxplo)] = dx (27
e 1 pt : calcul
elpt:a>0

b) Montrer que pour tout x réel,

lim (P(a,Vy 4+ b, < z) —P(apnN +b, <z))=0

n——+oo

« 1 pt : poser (J,),>1 une suite de limite nulle telle que
Vn € N*,Vz € R, dy, () < 0,

e 1 pt: |P(a,V,, +b, <2x)—Pla,N+b, <) <y
e 1 pt : thm d’encadrement

¢) Etablir que nEIJIrlOO P(anN + b, < z) = P(aN + b < z) puis en déduire que (a,Vy + bn),5y
converge en loi vers alN + b. Quelle est la loi de la variable aléatoire aN 4+ b7

. 1pt:IP’(anN+bn<:E)—IP’(aN+b<x):<I><%)—@(ﬂ)

a a

. r—2b

e 1 pt : & est continue en ——
a
« 1 pt : pour tout z € R, P(a,V,, + b, < x) —P(aN +b < z) " 0
n—-+0oo
el pt: N — N(0,1) et a > 0 donc, par transformation affine, aN + b suit une loi
normale

e 1 pt:aN+b— N (ba?)
21. On reprend les notations de la partie 3.

a) Justifier que (Dy,),>1 converge uniformément en loi vers N.

lpt'D :Cn_npn: Cn—npn
" On npn(l _pn)

o 1 pt : vérification des hypothéses pour appliquer la question 19.c)

b) En utilisant les résultats des questions 14. et 20., en déduire que la suite ( fn)n>1 converge en
loi vers N.

e 1 pt : récapitulation des résultats de la question 14.

e 1 pt: (a,Dy + by)n>1 converge en loi vers 1 x N+0=N
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