ECG2 Mathématiques appliquées

Planches HEC

Sujet Maths appliquées 7

Exercice avec préparation 1

Soient N € N* et n € [0, N]. Un joueur arrive au casino avec une fortune de n euros et joue a la
roulette. A chaque partie, la probabilité de gagner vaut p avec p €]0,1[. Le déroulement d’une partie
est le suivant : le joueur mise un euro, s’il gagne on lui rend son euro avec un euro de plus, s’il perd
on ne lui donne rien.

Le joueur a décidé de s’arréter de jouer lorsqu’il aura tout ’argent disponible dans le casino, soit N
euros, ou lorsqu’il n’aura plus d’argent. On note 7T, la variable aléatoire représentant le temps de jeu
du joueur.

On admet que la variable aléatoire T}, admet une espérance notée E(T},).

1. Question de cours : Enoncer la formule des probabilités totales.
2. Ecrire une fonction Python qui renvoie une simulation de la variable aléatoire T),.
3. Soit j € N*. On suppose dans cette question que n € [1, N — 1].
Montrer que P(T,, = j) = pP(Ths1=7—1)+ (1 —p)P(Th—1 =7 — 1).
4. En déduire que, pour tout n € [1, N — 1],

E(Tn) = p(l + E(Tn-i-l)) + (1 - p)(l + E(Tn—l))

1
5. On suppose que p # 3 Déterminer une expression de E(7},) en fonction de n, p et N. On pourra

faire intervenir une suite (u,)pen de terme général u,, = E(T),) + na avec o un réel a déterminer.

Exercice sans préparation 1
On s’intéresse a la suite suivante :

’LL2
U = ——"— ug >0
1. Convergence de (uy) (en fonction de ug) ?
2. Etudier la convergence de :
/UOf
vg >0

n
v = —
n+1 Tro. To,
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Réponses de I’exercice avec préparation 1 :
1. Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Soit (A4;);cr un systéme complet d’événements (ot I C N). Soit
B un événement. Alors :

P(B) = Y P(4; N B)
el

Si de plus, pour tout ¢ € I, P(4;) # 0, alors :

P(B) = %:1 P(Ai)P4;(B)

2. On propose la fonction Python suivante :

def simulT(n, N, p):

1

2 T=20

3 fortune = n

4 while fortune > O and fortune < N:
5 T += 1

6 if rd.random() < p:

7 fortune += 1

8 else:

9 fortune -= 1

10 return T

3. Soit j € N*. Notons A : « le joueur gagne la premiére partie ». D’aprés I'énoncé : P(A) = p # 0.
D’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (A, A) :

P(T, = j) = P([T, = j] N A) + P([T,, = j] N A)
=pPa(Tn =j) + (1 —p) Px(Tn = j)
:pP(Tn—H :j_ 1) + (1 _p)P(Tn—l :j_ 1)

En effet :

o Sil’événement A est réalisé, alors pour que 'expérience se termine en j parties en partant d’une
somme de n euros, il faut et il suffit que I’expérience se termine en j — 1 parties avec une somme
de n + 1 euros (on vient de gagner 1 euro), mais cette fois-ci en commengant a compter & partir
de la deuxiéme partie. De plus, on suppose que les résultats des parties sont indépendants entre
eux. Pour terminer, la loi de 7T}, ne change pas selon la partie de départ que 1’on choisit.

« De maniére analogue, si I’événement A est réalisé, alors pour que 'expérience se termine en j
parties en partant d’une somme de n euros, il faut et il suffit que I'expérience se termine en
j — 1 parties avec une somme de n — 1 euros (on vient de perdre 1 euro), mais cette fois-ci en
commencant a compter & partir de la deuxiéme partie.

o Comme on a supposé dans cette question que n € [I,N — 1], on a bien n +1 € [0, N] et
n—1¢€[o,N].




ECG2 Mathématiques appliquées

Commentaire .

On peut sans doute se contenter d’une explication telle que présentée ci-dessus pour
justifier la formule demandée.

De maniére plus formelle, on peut introduire la variable T}, définie exactement comme la
variable aléatoire T, mais en commencant le décompte & partir de la deuxiéme partie. Il
est clair que T}, et T}, suivent la méme loi (temps d’attente avant la fin du jeu, en partant
de la méme somme d’argent initiale). On a alors :

P([Tn:ij):P([TnH:j—@ mA)

=P <|:Tn+1 =j— 1}) P(A) (par indépendance des parties)
([ -5-1)
=pP([Th+1=7—1)) (car Ty et Tpi1 suivent la méme loi)

et le calcul est analogue avec A.

\. J

4. Soit n € [[1, N—1]. On a supposé que T} admettait une espérance pour tout entier naturel k& € [0, N]
donc les sommes infinies qui suivent sont bien définies.

E(Tn> = —iio jP(Tn = .])
7=0

+oo
= Z JP(Tn = .7)
j=1

+oo
= 3 J (PP =i =)+ (1= D) (T =~ 1)

+oo +o0o
=p 3 JB(Tha == 1)+ (1= p) L jE(Tur = - 1)
J= J=

_ Ef:; G+ D) P(Thes = )+ (1 — p>§z G+ 1) BTy = )

+00 +o00 “+oo +oo
=p ( JP(Tnsr=7) + > P(Thn =j)> + (1 -p) (ZOJ'IP’(Tnl =j)+ 2 Pl = j))
j=

j=0 =0
=p(E(Th41) +1) + (1 = p)(E(Th-1) + 1)

en utilisant le fait que les familles ([T,41 = j])jen et ([Th—1 = j])jen sont des systémes complets
d’événements.

Commentaire

On peut aussi utiliser le thm de transfert. Par exemple :

%O G+ 1D)P(Thy1 =) =E(Tp41+1) =E(Th41) + 1

Jj=0
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5. Soit n € [1, N —1]. On cherche une valeur de a telle que la suite (up),e[o,n] Soit récurrente linéaire
double.

Tout d’abord, en traduisant la formule obtenue a la question précédente, on obtient :

Up —na=p(l+upt1 —(n+1)a)+(1—p)(1+up—1 — (n—1)a)

(aprés avoir développer

=1+ a(l —2p) —na+pupyr + (1 —p)up—1 et simplifier)

D’ou :
PUnt1 — Un + (1 = plup—1=(2p —a—1
On pose donc :

1

1
a= 51 (possible car p # 5)

. . 1 . : : .
Dans la suite de ’exercice, on suppose que p < 5 (ce qui est toujours vrai en pratique lorsque 'on
joue a la roulette au casino : « le casino est toujours gagnant » ).
L’équation caractéristique associée a la suite (uy,) est :

pr’—x+(1—p)=0

de discriminant :
A=1—4p(1—p)=4p* —4dp+1= (1 —2p)?
et dont les racines sont :
1-VA 1-(1-2p)
= = = 1, x2
2p 2p 2p 2p P

:1+\/Z:1+(1—2p) 1—p

€1
Ainsi, il existe deux réels A et u tels que, pour tout n € [0, N] :

1_ n
un—)\—l—u(p)
p

De plus, on a les conditions aux bords :

uo =E(Tp) +0x aa =0, uy =E(ITn)+ Na=Na

On remarquera que, dans cet exercice, on ne connait pas uj; et donc on ne peut pas
raisonner avec les « conditions initiales » comme on le fait habituellement.

Trouvons maintenant les valeurs de A et  :

( N
A :_1—QN
A+ po =0 <_p> 1
1-p\" — p
A +<) uw =N« . Na
P B= NN
(57) -
\ p
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Ainsi, pour tout n € [0, N] :

Réponses de I’exercice sans préparation 1 :

1. « On commence par démontrer par récurrence (immédiate) que :

pour tout n € N, u,, > 0.

« Etudions la monotonie de la suite (u,). Soit n € N.

Up+1 Unp

Up, vV 1+ ug,

Soit & > 0.

T
>1 << z>V1+zx
Vit

— 2*>1+z

2

<— xz*—ax—1>0

2_x—1est:

A=14+4=5

Le discriminant du polynéme P(z) = x

Ses racines sont :

1—-+5 1 5
2\[<0 et Ty = +2f

On démontre alors par récurrence la disjonction de cas suivante :

>0

x Siug > x9, alors la suite (u,) est strictement croissante et a valeurs dans [ug, +00.
x Si ug = x9, alors la suite (u,) est constante.
x Siug < x9, alors la suite (uy,) est strictement décroissante et a valeurs dans ]0, ug).
« Traitons le cas ol ug < x9.
Dans ce cas la suite (uy) est décroissante et minorée par 0 donc, par théoréme de convergence

monotone, elle converge vers une limite ¢ > 0.
2

z
Vit

Par théoréme de point fixe (la fonction f : x — étant continue sur RT), on a £ = f().

Or :
(=ft) <= (V1+(-0)=0
= (=0 ou Viti=1¢
= (=0 ou 140 =1r? (car € >0)
—= (=0 ou P)=0
— (=0 ou {=x9

De plus, par décroissance de (uy), on a £ < ug < z. Donc on a forcément ¢ = 0.
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La suite (u,) converge vers 0.

o Traitons le cas ol ug > 9.
Dans ce cas la suite (uy,) est croissante. Supposons qu’elle soit majorée. Alors elle converge vers
un point fixe de f. Or sa limite ¢ vérifie (par croissance de (uyp)) : £ > ug > w2 > 0. Donc £ ne
peut pas étre égal & un point fixe de f. C’est absurde.

On en déduit que la suite (uy,) est croissante et non majorée et donc wu, —+> +00.
n—-—+0oo

1+5

5 déterminer un équivalent simple de uy,

Question supplémentaire : dans le cas ot uy >

lorsque n — +00.

« Commencons par une heuristique pour trouver une conjecture.

On sait dans ce cas que u, — 4o0. Ainsi :
n—-+00

2
(%
n 3/2
n—-+00 Un

et donc

3
In(upy1) ~ 3 In(uy,)

n—-+oo

Posons z, = In(u,). La suite (z,) doit se comporter comme une suite géométrique de raison 3

lorsque n est grand. Ainsi, on peut conjecturer que :

3 n
~ Al =
Zn n——+oo <2>

oll A est un terme compensant le comportement de la suite (z,) pour les premiers termes (penser

3\"" : .
que Zn  ~_ Zng (2 ol ng est le « rang a partir duquel » la suite (z,,) se comporte comme
n oo

. . 3\ "™
une suite géométrique et poser A = z,, <2> ).

3 —-n
On conjecture alors que la suite (zn <2) ) est convergente.
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3

—-n
o Démontrons la conjecture précédente. Posons w, = z, <) .

2
o=z (2)
e (2)
()6
(2t - S+ (2)
_<2ln<un>—§ ‘1“(” ))()
(i) ()
() e

Or, u, — +oo donc :

n—+o0o
1 3\ ! n
v~ —a () = ol @ W

n——+oo 2’u,n n——+oo

2
oﬂq:ge]—l,l[.

Il suit que la série > (wp4+1 — wy) est convergente et donc la suite (wy) converge. Notons w sa

limite.
+o0
o Posons R, = > (wr — wg41) de sorte que wy, = w + R,,.
k=n
Ainsi : " N
et

wen (o () 2))

3\" 3\"
On pourra conclure que u, ~ exp <w <2) > si on démontre que R, <2> — 0, t.e. si

n—+oo n—-+o0
R,= o (q").
n—-+oo
« La démonstration de la relation de négligeabilité R, = o (¢") déborde largement du cadre

n——+oo

du programme d’ECG maths appliquées. Il s’agit d’un résultat de sommation des relations de
comparaisons que l'on applique & (%) conjugué au fait que :

400 n
E_ 94
X4 =1

k=n

q

2. « On commence par démontrer par récurrence (immédiate) que :




ECG2 Mathématiques appliquées

pour tout n € N, v, > 0.

3 1
« Traitons le cas ou o < <5 On aalors a — 1 < <35 Soit n € N. De deux choses 'une :

x sl vy, 21 alors : vy~ L < Son <AV/TF op,.
x 510<vn<1alorb: vg L<1<VIFo,.

Dans tous les cas, on a :

—1
Un+1 UZ‘

<1
Up, vV1i+o,

et donc la suite (v,) est décroissante. Puisque elle est minorée par 0, on peut conclure qu’elle
converge.

Traitons dans la suite le cas ou o > ok

« Si la suite (vy,) converge vers une limite notée ¢, alors ¢ vérifie nécessairement 1’équation de point
fixe :

CP2—0-1)=0

2a0—2

Posons, pour tout x > 0 : g4(x) == —x — 1. I’équation de point fixe se réécrit alors :

=0 ou g.(f)=0 (%)

« Etudions la monotonie de la suite (v,). Soit n € N.

-1
Ungl U

Up, V14 v,

Soit x > 0.
o >1 <= 297 > V1 +
x x
Vvi+z

= 222> 142

= 22?7 - 1>0

= go(z) >0
On a

g(z) =2(a — 1)z 3 — 1
et
g()>0<:>m2a3>; (cara—1>0)
o 2(a—1)
1
1 200 —
<:>x><2(a_1)> . 3:yoc (car2a—3>0)
Le tableau de variations de g, est donné par :
x 0 Yo —+00
Signe de ¢/, () — 0 +
-1 +o0o
Variations de g, \ /
Go(Yar)
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Puisque g, est strictement décroissante sur |0, y,], il suit que go(yo) < —1 < 0 et g, ne s’annule
pas sur |0, Yo .

En appliquant le théoréme de la bijection sur [y, +0o[, on démontre qu’il existe un unique réel
Za > Yo tel que go(za) = 0.

On démontre alors par récurrence la disjonction de cas suivante :

x Siwg > zq, alors la suite (v,) est strictement croissante et a valeurs dans [z, +0o[. Puisque
aucun point fixe (solution de (x)) ne se trouve dans cet intervalle, la suite (v,) diverge vers
+-00.

x Si vy = zq, alors la suite (v,) est constante.

x Si vy < zq, alors la suite (vy,) est strictement décroissante et & valeurs dans ]0,vg]. Puisque
(vy,) est minorée par 0, elle converge (vers 0 qui est 'unique point fixe dans ’adhérence de cet
intervalle).
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Sujet E8

Exercice avec préparation 2
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (92, o7, P).
Soient a,b, ¢ des réels tels que 0 <a <b < 1etc>0.Soit fop. la fonction définie sur R par :

c(l—%) si0<z<a
Ve €R, faper) =45 (1+4}) sib<a<l
0 sinon

1. Question de cours. Définition de la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires (X, )nen
vers une variable aléatoire Y.

2. Décrire la courbe de f, . dans le cas général et tracer la courbe de f%%,ﬁl'

3. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Déterminer ¢ pour que f 11, soit une densité de probabilité.
On note désormais pour n > 2, f, la densité trouvée et X,, une variable aléatoire admettant f,
comme densité.

4. Montrer que (X,,)n>2 converge en loi vers une variable aléatoire Y quand n tend vers +oc.

5. Soient a,b,c tels que f,p . définisse une densité de probabilité. On suppose que b = 0.8 et que
la fonction Python simul permet de simuler une variable X dont une densité serait f,; .. Que
pensez-vous du script suivant ?

1 W=20

2 for i in range(1000):

3 S = simul()

4 if S < 0.8 and S > W:
5 W=2_S

6 print (W)

6. a) Déterminer la limite quand n tend vers 400 de fp,(x) pour x réel différent de 0 et 1.
b) Quelle est 'espérance E(X,,) de X, 7 Que vaut EIE E(Xp)?

C

S1-D)(+2).

1
On pourra utiliser le résultat suivant : / zfope(x) de =
b

+o00
¢) Comparer nEIfoo E(X,), E(Y) et /_oo xnil\rfoo fn(x) dx.

Commentez.

10
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Exercice sans préparation 2
La base de données GAMESTAT d’un jeu vidéo comporte deux tables : la table joueurs représente les
joueurs et la table parties représente les parties. Le schéma est le suivant :

o joueurs(id,pseudo,credit,niveau)
avec
id : identifiant d’un joueur, type entier
pseudo : type chaine de caractéres (pseudonyme du joueur)
credit : type entier (nombre de crédits)
niveau : type entier (niveau atteint par le joueur)
e parties(id,date,score)
avec
id : identifiant d’un joueur, type entier
date : type chaine de caractéres (date de la partie)
score : type entier (score de la partie)

Voici un exemple d’enregistrement de ces deux tables :

table joueurs

id pseudo credit niveau
49250 princesse 3800 4
49251 oiseau 4200 2
49252 lutin 3100 5
49253  canard 2900 1

table parties
id date score

49250 2023-05-11 30500
51210 2023-07-12 61200

1. Quel attribut de la table joueurs peut étre la clé primaire ? Justifier.
2. Ecrire la requéte SQL donnant le niveau du joueur dont I'identifiant est 52725.

3. Ecrire la requéte SQL donnant le pseudo et le niveau des joueurs dont le nombre de crédits est
supérieur ou égal a 3000.

4. Ecrire la requéte SQL donnant le pseudo des joueurs ayant joué une partie le 1 juin 2024.

5. Ecrire la requéte SQL donnant le pseudo et 'identifiant des joueurs ayant obtenu au moins une fois
le score 50000.

6. Modifier la table parties afin de doubler les scores de toutes les parties jouées le 28 mai 2023.

11
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Réponses de I’exercice avec préparation 2 :

1.

Pour tout  point de continuité de Fy : lim Fx, (z) = Fy(x).
n—+00

2. La fonction fu . est affine par morceaux, nulle sur |—o0,0[, ]a,b[ et |1, 4o00[. Pour tracer le reste

du graphe, on relie les points (0,c) et (a,0) par un segment, ainsi que les points (b,0) et (1, §).

Graphe de f_{1/3, 2/3, 4}

4.0 1

3.5+

3.0

2.5+

2.0

154

1.0+

0.5+

0.0 1

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

n’

4dn
3. f1,_1 . est une densité de probabilité ssi c = 5 On calcule les intégrales non nulles comme aires

4.

de triangles.
Soit z € R.

« Premier cas : z < 0. Alors, pour tout n € N*, Fx (z) =0 donc Fx,, () - 0.
n—-+0oo

« Deuxiéme cas : > 1. Alors, pour tout n € N*, Fx, (z) =1 donc FY, (x) - 1.
n—-—+0o0

o Troisiéme cas : 0 < z < 1. Alors, pour tout n assez grand, % <xr<l1l-— % et donc

FXn(x):/_z Falt) dt:/o" %”(1—7115) dtz%

N 2
d’on FXn(.fL') njoo 3

Notons Y «— B (%) D’aprés ce qui précéde, pour tout z € R point de continuité de Fy, on a
Fx, (r) — Fy(z) donc X, Z vy,
n——+00 n——+o0o

Ce programme simule un échantillon de 1000 réalisations de X et renvoie la plus grande valeur prise
par cet échantillon qui soit inférieure & b. Cette valeur est probablement proche de a puisque X
prend ses valeurs dans X (Q2) = [0,a] U [b, 1].
a) fn(x) n—>—+>oo 0.

3 1
b) B(Xn) = T et lim E(X,) =

n n—-+o00

Wl

1 . oo .
¢) OnaE(Y) = 3= ngl—ri-loo E(X,) et /OO xnll)rfoo fn(x) dz = 0.
On ne peut pas intervertir les symboles limites et intégrales.
Il semble bien plus pertinent (au moins sur cet exemple) de définir la convergence en loi en

cherchant la limite de la fonction de répartition plutdét qu’en cherchant la limite de la densité.

12
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Réponses de I’exercice sans préparation 2 :

1. L’attribut id et lattribut pseudo peuvent étre des clés primaires car chacun identifie un joueur de
maniére unique.

2.
1 SELECT niveau
2 FROM joueurs
s WHERE id = 52725
3.
SELECT pseudo, niveau
2 FROM joueurs
3 WHERE credit >= 3000
4.
1 SELECT pseudo
2 FROM joueurs INNER JOIN parties
3 ON joueurs.id = parties.id
4 WHERE parties.date = '2024-06-01"'
5.
1 SELECT pseudo, id
2 FROM joueurs
3 WHERE id IN (SELECT id FROM parties WHERE score >= 50000)
6.

UPDATE parties
SET score = scorex*2
WHERE date = '2023-05-28'

jw N =

Question supplémentaire :

La fonction d’agrégation MAX renvoie la valeur maximum des enregistrements d’une sélection.
Ecrire la requéte SQL donnant les identifiants et pseudo des joueurs (éventuellement ex-aequo) ayant
obtenu le meilleur score.

SELECT id, pseudo

FROM joueurs INNER JOIN parties

ON joueurs.id = parties.id

WHERE score = SELECT( MAX(score) FROM parties)

e N =

13



