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1 Notion de suite

1.1 Définition générale

Definition 1. Une suite (de nombre réels) u est une application de N dans R :
J N - R
u
n + u(n)

Notation 1.
e On notera u,, a la place de u(n).
e Pour cet élément u,,, on préférera parler de valeur de la suite au rang n ou encore de terme général de la suite.
e Une telle application u sera généralement notée (u,,),en ou tout simplement (wu,,).
Ezemple 1. On consideére la suite (u,, ) définie par : pour tout n € N*, u,, = %
o (u,) = (1, %, %, i, . ) est une suite.
Il ne faut pas introduire le n avant d’écrire (u,), car n est une variable liée dans cette écriture.

1 1 1
® uy =35, Up = 75, Un = ;; sont des nombres.
Il faut introduire le n avant d’écrire u,,, car n est une variable libre dans cette écriture.

Dans les exercices, les suites peuvent étre définies de trois manieres différentes.

1. Par formule explicite .

Exemple : Vn € N, u,, = 2" + 3n — 2.

2. Par formule récurrente : uy = a et, pour tout n € N, u, 1 = f(u,).

=0
Exemple : {uo

Ups1 = Uy + 5

3. Par formule implicite :Vn €N, f,(u,)=00uVneN, f(u,) =n

Exemples : Vn € N, ui +2u, —In(l+n)=00ou Vn €N, u,e"" =n

1.2 Propriétés, vocabulaire
1.2.1 Sens de variations

Definition 2. Une suite (u,,),en est dite

o croissante si: Vn €N, u,.1 = u,

o strictement croissante si: VYn € N, u,.1 > u,

e décroissante si: VYn €N, u,iq < u,

o strictement décroissante si: VYn €N, u,,q1 < uy,

o (strictement) monotone si elle est (strictement) croissante ou (strictement) décroissante

e constante si : il existe un réel a € R tel que, pour tout n € N, u,, = a

‘VnEN,uml:un‘

e stationnaire si : elle est constante a partir d’un certain rang , i.e.

‘EInOEN,VnEN, (nzny=u, =uy,,)
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Meéthode. 11 existe deux méthodes pour montrer qu’une suite (u,,) est croissante :
1. Remarquons que
VneN up2u, &= VneN, uy1 —u, =20

Ainsi, on peut étudier le signe de wu,+; — u,. Cette méthode est particulierement adaptée lorsque u,, est donné
sous forme de somme .

2. On suppose ici que pour tout n € N, u,, > 0. On a alors

Un+1 1

VneN, u,1 2u, &= VYneN, 2
n

Un+1

Ainsi, on peut étudier le quotient et le comparer a 1. Cette méthode est particulierement adaptée lorsque

n
u,, est donné sous forme de produit et ne change pas de signe

Remarque 1. Lorsque 'on souhaite démontrer de maniére directe (sans passer par une récurrence) une propriété de la
forme « Vn € N, P(n) », il faut commencer par fixer un entier n. On écrira alors : Soit n € N .

Exercice 1 : Trouver le sens de variations des suites suivantes a 'aide de la premiere méthode.

. =" | =
1. VneN, u, =2 3. VnEN*,unZZ—Q 5 Uy =5 )
=k Vn €N, Uupiq = Up + Us
= In(1+k =0
, 4 vneN,unzzM 6. {0 )
2. VneN u, =-3n" +1 = ek VneN, u,1 =u, +5u, +4

Exercice 2 : Trouver le sens de variations des suites suivantes & l'aide de la deuxiéme méthode.

1. VneN, u, =2 3 VnEN,un=l_[(k+1)2 5. ug = —1 )
5=0 VneN, Uy = upe "
N _VE ug =1
4. YneN, u, = e 6. —u
2. VneN, u, = (n+2)° Q {Vn €N, Uy = upe "

Exercice 3 : Trouver le sens de variations des suites suivantes en choisissant la méthode la plus adaptée.

— In(k =1 =

1. Vnal,un=zgl(2) 3. Vn?l,un=ZE 5. {0 0 u
k=1 + k=1 VneN, upyy =u, +e "
- 1 | UO=5

2. Vn22,u, = 1-—= _ 6.
lk:l( k2) 4 Vn;l?un_ ﬁ {VREN, un+1=un(1_un)
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1.2.2 Bornes

Definition 3. Soit (u,),en une suite. Soient M € R, m € R.
e On dit que M est un majorant de (u,) (ou que (u,,) est majorée par M) si: VYneN u, <M

On dit que (u,,) est majorée si elle admet un majorant, .e. IM € R,Vn € Nu,, < M

On dit que m est un minorant de (u, ) (ou que (u,) est minorée par m) si: VneNu, =2m

On dit que (u,,) est minorée si elle admet un minorant, .e. Im € R,Vn € N,u, =m

On dit que (u,,) est bornée si elle est a la fois minorée et majorée

Proposition 2. On a les équivalences suivantes

La suite (uy, )pen est bornée < I(m, M) € R> VneN, m<u, <M
«— dCeR,VneN, -C<su,<C
— ACeR, VneN, |u,| <C

> La suite (|uy|)nen est majorée

Ezemple 2. On considére la suite (u,,) définie par : pour tout n € N, u,, = 2" + 1.
On remarque que 0 et 1 sont des minorants de (u,,).

Ezemple 3. On considere la suite (u,,) définie par : pour tout n € N, u,,
On remarque que 1 est un  majorant de (u,,).

e

Remarque 2. Si une suite (u,,) admet un majorant M, alors tout réel R = M est aussi majorant de la suite puisqu’on
a:VneN, u, <M < R. Ainsi, on retiendra que

‘ Si une suite (u,,) admet un majorant, alors elle en admet une infinité. ‘

L’expression « M est le majorant de la suite (u,) » est donc  incorrecte .

Remarque 3. Attention, un majorant d’une suite (u,,) est un réel indépendant de la valeur de n. Par exemple,

. 2 .y 2
sion a (u,) telle que : Vn € N, u, €n”, on ne peut pas en conclure que (u,,) est majorée par n”.

Ezxemple 4. On considére la suite (u,,) définie par : pour tout n € N, u,, = n.
On remarque que : Vn € N, u,, € n”. Pour autant, la suite (u,) n’est pas majorée .

1
Exercice 4 : On considere la suite (u,,) définie par : Vn =1, u, = 2 — 7- Montrer que 1 est un minorant de (uy,) et
que 2 est un majorant de (u,,). Proposer d’autres minorants et d’autres majorants.

Definition 4. Soit (u,),en une suite. Soit ng € N.

e On dit qu’une suite (u,,) admet un mazimum atteint au rang ng si:  Vn € N, u, < uy,
Dans ce cas, le nombre u,, est appelé le maximum de la suite (u,). Ce maximum est nécessairement
unique et est noté max,en U, -

e On dit qu’une suite (u,,) admet un minimum atteint au rang ng si:  Vn €N, u, = uy,
Dans ce cas, le nombre u,, est appelé le  minimum  de la suite (u,,). Ce minimum est nécessairement unique
et est noté min,enyu, -
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Ezemple 5. Le maximum (resp. le minimum) d’une suite peut étre atteint en plusieurs rangs . Considérons la
suite (u,,) définie par : pour tout n € N, u,, = (=1)".

o Le maximum de cette suite est 1 . Il est atteint aux rangs 0,2.4,...

o Le minimum de cette suite est —1 .1l est atteint aux rangs 1,3,5,...
2
Y
14 + + + + +
x
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 + + + + +

1
Exercice 5 : On considere la suite (u,,) définie par : Vn = 1, u, = 2 — —. La suite (u,,) admet-elle un maximum
et/ou un minimum ? Si oui, en quels rangs sont-ils atteints ?

1.2.3 Suites extraites

Definition 5. Soit (u,) une suite. Une sous-suite (ou suite extraite) de (u,,) est une suite de la forme (u,(,)) olt
¢ : N — N est une application strictement croissante

Remarque 4. L’idée derricre cette définition est que 'on choisit certains nombres de la suite (u,, ), sans changer I'ordre
dans lequel ils étaient rangés.

4
Ezemple 6. On considere la suite (u,,) = (ﬁ) et on note (v,,) = (uz,). On trace la suite (u,) en bleu et la suite (v,,)
en rouge.

a +
Y
3
2 + +
+
+ +
1 + + +
+ +
T ¥ + + 1 o

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Proposition 3. Soit (u,) une suite. Les suites (g, ) et (Uspe1) sont des suites extraites de (uy,).

(-n"
n+1°
e Si on note (v,,) = (us,), alors (v,) est une suite extraite de (u,,) définie par :

Ezemple 7. Considérons la suite (u,,) de terme général u,, =

VneN, v, =
e Si on note (w,) = (Ug,4+1), alors (w,,) est une suite extraite de (u,,) définie par :
VneN, w, =

e La suite (u35,42)ns0 st aussi une suite extraite de (u,, ).

o La suite (tiy(n))ns>1 N'est pas une suite extraite de (u, ), car In(2) n’est pas un entier par exemple.

(_1)k+1

Exercice 6 : On considere la suite (S,,) de terme général S,, = 3 ', B — Déterminer le sens de variation des

suites extraites (Sa,) et (San+1)-

2 Suites usuelles

2.1 Suites arithmétiques

Definition 6. Une suite (u,,) est dite arithmétique si il existe un réel r (appelé raison) telque: VYn € N, u, .y =u, + 7

Théoreme 4 (Caractérisation des suites arithmétiques). Soit (u,) une suite et r un nombre réel.

’ (uy,,) est une suite arithmétique de raison r < Vn € N, u,, = nr + ug

ug = 3
Ezemple 8. La suite (u,,) définie par 0 a pour formule explicite : Vn €N, u,, =5n+3
Up+1 = Up T 5

2.2 Suites géométriques

Definition 7. Une suite (u,,) est dite géométrique si il existe un réel g (appelé raison) tel que:  Vn € N, u,,1 = qu,

Théoreme 5 (Caractérisation des suites géométriques). Soit (u,,) une suite et ¢ un nombre réel.

’ (u,,) est une suite géométrique de raison ¢ < Yn € N, u,, = upq" ‘

ug =3
Ezemple 9. La suite (u,,) définie par { 0 5 a pour formule explicite : Vn €N, u,, =3 x5"
Up4+1 = Uy

Théoreme 6 (Somme des termes d’une suite géométrique). Soit ¢ € R. Soient n € N et m € N avec m < n.
1. Siq#1, alors

Mz
(=)
=
I}

=
Il
(=)

et

Il 3
™M
K
S
|
K
—
|
()

2. Siq=1, alors
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Remarque 5. Si on calcule une somme qui ne s’arréte pas & n (par exemple & n + 1), on substitue ’expression dans le
n de la formule générale, a I’aide de parentheses. C’est un principe général.

Ezxemple 10. Soit ¢ # 1 et soit n € N.

2n+1 b
Y 4 =
k=0
2.3 Suites arithmético-géométriques
2.3.1 Définitions
Definition 8. Une suite (u,,) est dite arithmético-géométrique si il existe un réel a € R\ {0,1} et un réel b + 0 tels

que Vné€N, u,.q =au, +0
On appelle équation de point fize associée & la suite (u,,) Péquation (en la variable x) suivante

r=ar+b

Remarque 6. Les solutions de cette équation sont les points fixes de la fonction f(x) = ax + b.

2.3.2 Méthode d’étude

Méthode. Soit (u,,) une suite arithmético-géométrique.
Pour trouver ’expression explicite de (u,,), on construit une suite géométrique en utilisant 1’équation de point fixe.

Etape 1 : On commence par résoudre I’équation de point fize x = ax + b.

Cette équation a pour solution A\ = ﬁ.

FEtape 2 : On introduit une suite auxiliaire (v,,) géométrique.

Unp+1
A

un+1_)\:ax(un_>\)

On sait que

IS

X Uy,

+ b
X A + b

1l
S|

et en faisant L; — Lo, on obtient

On note alors (v,,) la suite de terme général v,, = u,, — A. D’apres I’égalité précédente, on a : Vn € N, v,,,1 = av,.

FEtape 3 : Obtention de la formule explicite pour la suite (v,,).
La suite (v, ) est géométrique de raison a. Ainsi, pour tout n € N,

(%) vy = voa

Etape 4 : Obtention de la formule explicite pour la suite (u,,).

On remplace v,, par son expression en fonction de u,, dans la formule (*).
On a alors, pour tout n € N, u,, — A = (ug — A)a" et donc

‘VnEN, un=)\+(uo—/\)an‘

Remarque 7. 11 ne faut pas apprendre cette formule par cceur. Il faut par contre connaitre la méthode.

Exercice 7 : Trouver une formule explicite de (u,,) dans chacun des cas suivants en appliquant la méthode précédente.

U0=0 9 U0=1 3 ’LLO=2
" |Vn €N, uysq = 3u, +2 " |Vn €N, uyyq = 4u, —6 " |Vn €N, uyq = —4u, +5

’LLO=O

Exercice 8 : On considére la suite (u,,) définie par { Vn €N, u,., =2u, +3" °

u
1. Montrer que la suite (v,,), de terme général v,, = 3—2, est une suite arithmético-géométrique.

2. En déduire une expression de u,,.
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2.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2
2.4.1 Définitions

Definition 9.

e Une suite (u,,) est dite récurrente linéaire d’ordre 2 si il existe deux réels a et b tels que :
Vn €N, u,i0 = alyyq + buy,

N . N L 2 o ) . ;
e On associe a une telle suite un polynéme caractéristique P(X) = X" —aX —b ainsi qu'une équation caracté-

ristiqgue  x” =ax +b , de sorte que les solutions de I’équation caractéristique soient exactement les racines
___du polynéme caractéristique.

2.4.2 Méthode d’étude

Soit (u,) une suite récurrente linéaire d’ordre 2 vérifiant I’équation : Vn € N, u, 40 = au,,; + bu,. Pour étudier
(uy,), on calcule les racines du polyndme caractéristique. La formule explicite de (u,,) dépend de ces racines et de leur
nombre. On note A le discriminant du polynoéme caractéristique pour effectuer une discussion par cas.

Théoreme 7. Trois cas sont possibles selon le signe de A.

St A > 0 : alors le polyndme caractéristique admet deuz racines réelles distinctes ri et ro. La formule explicite de
(u,,) est donnée par

(1) ‘VnEN, Uy = AT] + pry

ot les réels \ et p sont donnés par la résolution du systéme

{ A+ I

Ug
Uy

mMA + Tou
Ce systéme est obtenu en remplacant n par 0 et 1 dans (1).

Si A =0 : alors le polynéme caractéristique admet une racine réelle double r. La formule explicite de (u,,) est donnée
par

(2) ‘ Vn €N, u, = " + unr”

ot les réels \ et u sont donnés par la résolution du systeme

A = U
rA o+ rp = w
Ce systéme est obtenu en remplagant n par 0 et 1 dans (2).

Si A <0 : alors le polynéme caractéristique n’admet aucune racine réelle. Une formule explicite pour la suite (u,,)
eriste mais est hors-programme.

Exercice 9 : Trouver une formule explicite de (u,,) dans chacun des cas suivants en utilisant le théoréme précédent.

’U/O =2 "LL() =1 ’U/O =2
1.<u1=0 3.<u1=1 5.<u1=—1
(V1 €N, upio = =2y + 3uy, V1 €N, upo = dup,q — 4u, (Vn €N, Uy = 4u,
Uy = 1 Uo = 2 Uy = 1
10
2_<u1: 4-"U11:? 6_<u1:
(Vn €N, tpio = 3upyr — 2u, VY €N, Bupio = dupsr —up (Vn €N, tpo = —2Upyr — Uy
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3 Convergence, divergence

3.1 Définitions et propriétés élémentaires
3.1.1 Suites réelles convergentes

Definition 10. Soit (u,,) une suite et £ un nombre réel. On dit que la suite (u,,) converge vers £ (ou admet la limite
¢, ou tend vers ¢ quand n tend vers +00) si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les termes de la suite
(u,,) sauf un nombre fini d’entre eux. Autrement dit, la suite (u,,) converge vers £ si, quelque soit 'intervalle ouvert
I contenant ¢ que ’on se donne, les termes de la suite (u,,) appartiennent tous & I & partir d’un certain rang.
Lorsque (u,,) converge vers £, on note :

lim wu, =¢ ou encore u, — £
n—+00 n—+00

Remarque 8. On prendra soin de ne pas mélanger ces deux notations.

n—+oo0 1 n—+00 n—+00

1 “n 1
Ezemple 11. lim — =0, lim e =0, lim ln(l—ﬁ)zo.

1
Ezxemple 12. On considere la suite (u,,) définie par : Vn = 1, u,, = 2— e On représente ci-dessous un intervalle ouvert
centré en 2 qui contient tous les termes de la suite (u,,) & partir d’un certain rang :

Definition 11 (Hors-Programme). Soit (u,,) une suite et £ un nombre réel. On dit que la suite (u,,) converge vers ¢
si

‘V5>0, dng €N, Vn = nyg, |un—€|S5‘

3.1.2 Suites réelles divergentes

Definition 12. Soit (u,,) une suite. On dit que la suite (u,,) est divergente si elle n’est pas convergente. Autrement
dit, la suite (u,,) est divergente si il n’existe pas de nombre réel ¢ tel que (u,,) converge vers /.

Remarque 9. Attention, une suite peut étre divergente mais tout de méme avoir une limite (infinie). On retiendra le
diagramme qui suit.

Suites convergentes

Suites Suites qui divergent vers 'infini

Suites divergentes

Suites qui n’admettent pas de limite

10
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FEzxzemple 13.

e La suite ((—1)") diverge car  elle n’admet pas de limite

e La suite (e") diverge car elle tend vers +oo

e La suite (In(n)) diverge car elle tend vers +0o

3.1.3 Cas des limites infinies

Definition 13. Soit (u,,) une suite.

e On dit que la suite (u,,) diverge vers +00 (ou tend vers +00) si

[VA>0,3ng €N, ¥n 2 ng,u, > A

Lorsque (u,,) diverge vers +00, on note :

lim u, = +00 ou encore u, —> =+00
n—+0oo n—+0oo

e On dit que la suite (u,,) diverge vers —oo si

VA>0,3dng € N,Vn = ng,u, < -4

Lorsque (u,,) diverge vers —oo, on note :

lim u, = —o00 ou encore U, —> —00
n—+0oo n—+0oo

Théoreme 8 (Unicité de la limite). Soit (u,) une suite. Si (u,,) tend vers ¢, € R et vers 5 € R alors {1 = 0.

3.1.4 Quelques propriétés élementaires issues des définitions

Proposition 9. Soit (u,) une suite.

La suite (u,) converge vers £ € R si et seulement si la suite (u, —f) converge vers Q.

La suite (u,) converge vers 0 si et seulement si la suite  (Ju,|)  converge vers 0.

Si la suite (u,) est convergente, alors (u,) est bornée . Autrement dit, une suite non bornée ne peut
pas converger.

Si la suite (u,) converge vers £ € ﬁ, alors toute  suite extraite de (u,) converge également vers £.

Remarque 10. La suite ((=1)") est bornée mais n’est pas convergente. Il n’y a donc pas de réciproque au troisiéme
point de la proposition 9.

Remarque 11. Le quatrieme point de la proposition 9 fournit un critere de divergence.
e Si (u,) admet une sous-suite divergente, alors (u,,) diverge.
e Si (u,) admet deux sous-suites tendant vers deux limites distinctes, alors (u,,) diverge.
Exemple 14. D’aprés la remarque précédente, on peut montrer que la suite ((—1)") est divergente en considérant la

sous-suite des termes pairs (qui converge vers 1) et la sous-suite des termes impairs (qui converge vers —1).

Proposition 10. Soit (u,,) une suite. Si les suites extraites (usy,) et (Ug,41) convergent vers la méme limite £, alors
(u,) converge vers {.

11
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3.2 Opérations sur les limites

Dans la suite, on parle de forme indéterminée (et on note F.I.) quand on ne peut déterminer, de maniére générale, la
limite d’une opération sur les suites. Dans ce cas, il faudra faire une étude au cas par cas.

3.2.1 Somme de deux suites

(2 + 00 — 00
un
Calcul de lim wu,, + v, : b litly +00 -o00
n—+00
+00 +00 +o00o F.L
—00 —00 FI -
Le cas de la somme de deux suites apporte une F.I. : | 0o — 0o
3.2.2 Produit de deux suites
/UTL
u £2>0 €2<0 ZQZO + 00 — 00
{1 >0 1205 1282 0 +00 —00
Caleul de lim 1w, X v, : <0 | by Lt 0 00 +00
e 0 = 0 0 0 FI F.L
+00 +00 —00 F.I +00 —00
—00 —00 +00 F.I —00 400
Le cas du produit de deux suites apporte une F.I. :
3.2.3 Passage a l’inverse
lim wu,,
n—+0oo

£+0 £=0 +o00 —00

1 N \ .
N N
Calcul de nl_l)I_'I_loo u Cyas ol u, > 0 & partir 1 oo 0
d’un certain rang 0
Cas ou u,, < 0 a partir 1
b . _ —OO O
d’un certain rang ¢
3.2.4 Quotient
w Un €2>O €2<0 €2=+ £2=0 +00 —00
14 14
l >0 2 a +o0 +oo 0 0
Ly lq
4y 4
Calcul de lim Z—" : 6 <0 7 A —00 —00 0 0
n—+oo Un
ty=0 0 0 F.I F.I 0 0
+oo +00  —00 400 —c0 FI FL
—00 —00 +00 —00 +00 FI1. FI
; : 0 00
Le cas du quotient de deux suites apporte deux F.I. : 0 =
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3.2.5 Techniques pour lever une F.I.

Tout d’abord résumons les F.I. rencontrées lors de I'étude des différentes opérations algébriques sur les limites :

8l 8

0
0

Afin de lever une F.I., on pourra penser & utiliser I'une des méthodes (plus généralement une combinaison des méthodes)
suivantes.

1. Penser a la quantité conjuguée lorsqu’il y a des racines.

2. Pour les fonctions puissances : retour a la définition a ’aide des fonctions exp et In.
3. Penser aux croissances comparées.
4

. Factoriser par le terme dominant (i.e. celui qui tend le plus vite vers 00 ou le moins vite vers 0).
Cela revient a trouver un équivalent simple de la suite.

5. Utilisation d’inégalités précédemment démontrées. Le théoréme d’encadrement est souvent utilisé pour détermi-
ner un équivalent ou pour montrer qu'une suite tend vers 0.

6. Utilisation du taux d’accroissement.

Exercice 10 : Calculer lim wu, dans les cas suivants.

n—+00
1 n®+1 3. u, = (n2—n3)en 5. w. = 1
C Uy = —— Uy,
" n+3 1
h’l(l'{‘ﬁ)
2. u, = (n” = 1)e" 4. Un=nﬁ 6. u, =vn+2-vn+1

3.3 Compatibilité avec la relation d’ordre
3.3.1 Démontrer des inégalités sur les limites pour les suites convergentes

Théoreme 11 (Passage a la limite dans les inégalités). Soit (u,,) une suite convergente, de limite £ € R. Soient a € R
et b € R.
1. Si il existe un rang ng d partir duquel u, = a alors ona: f£2a
2. Si il existe un rang ng a partir duquel u,, <b alors ona: £<b .
3. Si il existe un rang ng 4 partir duquel a € u, <b alorsona: a<sl<bh

Remarque 12. Attention, il faut vérifier que la suite (u,,) converge avant de pouvoir effectuer un tel passage a
la limite. Autrement dit, il faut montrer que la limite existe avant de faire des opérations dessus. En particulier, il ne
faut pas confondre ce résultat avec le théoréme d’encadrement présenté plus tard dans le cours.

Typiquement, on pourra rédiger de la maniere suivante :

« Par passage & la limite (toutes les suites étant convergentes) : »

Remarque 13. Attention, si u,, > a & partir d’un certain rang, on ne peut pas conclure dans le cas général que ¢ > a.

1
Ezemple 15. On considere la suite (u,,) définie par : Vn = 1, u,, = 2— e Pour tout n = 1, u,, < 2 et pourtant ce serait
une erreur de conclure que lim,,_, ;o u,, < 2. En effet, on a lim,,_, ;o u, = 2. On retiendra que

Lorsque 'on passe a la limite dans des inégalités, les inégalités strictes deviennent larges

Théoreme 12 (Théoréme de comparaison des limites). Soit (u,) une suite convergente, de limite £1 € R et soit (v,,)
une suite convergente, de limite €y € R. Supposons que u,, < v, a partir d’un certain rang. Alors 01 < fy .

13
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3.3.2 Démontrer de la convergence

Théoreme 13 (Théoréme d’encadrement). Soient (u,,), (v,), (w,) trois suites telles que
o la suite (u,) est convergente, de limite £,
e [a suite (w,,) est convergente, de méme limite £,
o il existe un rang ng € N tel que : ¥Yn = ng, u, < v, < w,.

Alors la suite (v,) est convergente, de limite {

Remarque 14. Dans cet énoncé, on ne suppose pas que (v, ) est convergente mais on le démontre . Il ne s’agit
donc pas d’un passage a la limite.

Exercice 11 :

1. Démontrer que, pour tout n € N,

1 1 1< /1 1<1 1
+%—F\ +ﬁ_ +%

2. En déduire la limite des suites (u,,) et (v,,) de termes généraux

5 1
Uy = —— et vp =\ [n7 {1+ o] =n
3.3.3 Démontrer de la divergence vers 1’infini
Théoreme 14 (Théoréme de comparaison).

Soit ng € N et soient (u,) et (v,) deuz suites réelles telles que : Yn = ng, u, < v,.

1. Si lim wu, = +00, alors lim,_,, o v, = +00
n—+00

2. 57 lim v, = —00, alors lim,_, 0o U, = —00
n—+00

3.4 Théorémes de monotonie
3.4.1 Théoréme de convergence monotone

Théoreme 15 (Croissance et majoration). Soit (u,) une suite et soit M € R tels que
e [a suite (u, ) est croissante,
o la suite (u,) est majorée par M.

Alors la suite (u, ) est convergente et sa limite ¢ vérifie { < M

Remarque 15. Attention, une grosse erreur serait de conclure que (u,,) est convergente de limite M.

1
Ezemple 16. On considere la suite (u,,) définie par : Vn = 1, u, = 2 — —. La suite (u,,) est croissante et majorée par
100. Elle est donc convergente et sa limite ¢ vérifie £ < 100. 11 est clair que £ = 2 # 100.

Exercice 12 :

1
1. Démontrer que : Vn € N*, — < o
n! on 1
no1
2. En déduire que la suite de terme général S,, = 7] Converge vers un réel S € ]2,3].
k=0 %'
Proposition 16. Soit (u,) une suite. Si (u,) est croissante et converge vers £ € R, alors : ¥Yn €N, u, </

Théoreme 17 (Décroissance et minoration). Soit (u, ) une suite et soit m € R tels que
e [a suite (u, ) est décroissante,
o la suite (u,) est minorée par m.

Alors la suite (u, ) est convergente et sa limite { vérifie { = m

14
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3.4.2 Suites adjacentes

Definition 14. Deux suites (u,,) et (v, ) sont dites adjacentes si
e (u,) est croissante.
e (v,) est décroissante.

e la suite (u, —v,) converge vers (

Théoreme 18. Soient (u,,) et (v,) deuz suites.
Si les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes, alors elles sont convergentes et admettent la  méme limite

Remarque 16. Attention a ne pas confondre la définition et le résultat. On ne sait pas qu’elles sont chacune convergentes
a priori.

k+1
(-1
Exercice 13 : On consideére la suite (S,,) définie par : Vn € N*, S, = ) (T)
k=1
1. Démontrer que les suites (S5, )nen* €t (Son41)nen sont adjacentes.

2. En déduire que la suite (S,,) converge.

15
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4 Suites récurrentes du type u,.; = f(u,)

On s’intéresse dans cette partie a des suites définies par des relations de récurrence de la forme

ug € R
0 ou f : R — R est une fonction donnée
Vn € Na Un+1 = f(un)

Aux concours (EML/EDHEC/ECRICOME), les exercices portant sur de telles suites suivent toujours le méme schéma :
1. Etude de la fonction f.
2. Etude de la suite (u,,).
Plus précisément, la partie sur la suite (u,,) ressemblera essentiellement &
1. Montrer que, pour tout n € N, w,, est bien défini et u,, € I (o I est un certain intervalle).
2. Ecrire/compléter une fonction Python qui affiche les n premiers termes de la suite / le n® terme de la suite.
3. Montrer que (u,,) est croissante / décroissante.
4. Au choix :
(a) Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite £.
(b) Montrer que la suite (u,,) tend vers +00 / —oo0.
5. Au choix :
(a) Ecrire/compléter une fonction Python qui affiche le premier entier n vérifiant |u,, — €| < 107

)
b) Ecrire/compléter une fonction Python qui affiche le premier entier n vérifiant u,, = 10%.
a) Montrer que, pour tout n € N, |u,41 — €| < M |u, — £|.

)

(
6. (
(

b) En déduire que, pour tout n € N, |u, — €] < M" |ug — .

Ezemple 17. On considere la fonction f définie, pour tout réel z € [0, +00[, par :

f(z)

B T
(z+1)2
et on considere la suite :

Uy = 1
Vn €N, uppr = f(uy)

On commence par tracer le tableau de variations de f :

x 0 1 +00
Signe de f'(z) + 0 -
1
o 4
Variations de f \
0 0

On trace ensuite son graphe :

16
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Observations issues de la représentation graphique.
e Les éléments de la suite (u,,) semblent tous se retrouver dans [0, 1].
e La suite (u,,) semble décroissante.
e La suite (u,,) semble converger vers 0.

Toutes ces propriétés de la suite (u,,) peuvent se déduire de propriétés de la fonction f. Listons ces propriétés.

4.1 Présence d’un intervalle [ stable par f

Definition 15 (Hors programme). Soit f : R — R une fonction et soit I un intervalle de R. On dit que I'intervalle T
est stable par f si f(I) C I. Remarquons que

f)cl < Vzel, f(zx)el
— VzeR,[zel = f(z)el]
Autrement dit, I est stable par f si f renvoie tous les éléments de I dans I.

Proposition 19 (Hors programme). Soit f : R — R une fonction et soit I un intervalle de R stable par f. Soit (u,,)
une suite définie par la relation de récurrence

Ug eR
Vn €N, upy = f(un)

Siug € I, alors, pour tout n € N, u,, € I . Plus généralement, si un terme de la suite (u,) est dans I, alors tous les
termes suivants sont égalements dans I.

Exemple 18. On reprend I'exemple précédent.
e Montrer que [0, 1] est stable par f.

e Montrer que, pour tout n € N, u,, est bien défini et u,, € [0, 1].

Rappelons dans le tableau ci-dessous comment déterminer I'image d’un intervalle I par une fonction f dans le cadre
idéal ou f est continue et strictement monotone sur I.

Intervalle 1 Intervalle f(I)
Cas f strictement croissante sur I  Cas f strictement décroissante sur I
[a,b] [f(a), f(b)] [f(b), f(a)]
Lo, o).t )] [ty 7. 5@
Ja,b] Jtim £a), £(0)] [ £ 1im 7]
Jo, b [ o).t )] [ty 7 1 00|

17
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4.2 La fonction [ est croissante

Proposition 20 (Hors programme). Soit f : R = R une fonction croissante et soit I un intervalle de R stable par
f. Soit (u,) une suite définie par la relation de récurrence

Ug el
Vn € N, tp4r = f(un)

La suite (u,) est monotone et son sens de variations est déterminé par la dichotomie suivante.
Siuy = ug : alors (u,) est croissante.

Siuy < ug : alors (u,) est décroissante.

Ezemple 19. On reprend ’exemple précédent.

e Montrer que (u,,) est décroissante.

4.3 La fonction f vérifie la propriété : Ve € I, f(z) =2 x

Proposition 21 (Hors programme). Soit f : R — R une fonction et soit I un intervalle de R stable par f. Soit (u,,)
une suite définie par la relation de récurrence

ug € 1
VneN, up1 = f(uy,)

Si pour tout = € I, f(x) = z, alors (u,) est croissante.

Si pour tout = € I, f(x) < z, alors (u,) est décroissante.

Remarque 17 (Interprétation géométrique). Dire que pour tout x € I, f(z) = x, c’est dire que la courbe représentative
de la fonction f est au dessus de la droite d’équation y = x.

Remarque 18. Contrairement a la proposition précédente, ici nous n’avons pas besoin de recourir & un raisonnement
par récurrence. 11 suffit de remplacer x par wu,,.

FEzemple 20. On reprend 'exemple précédent.

e Montrer que : Vz 20, f(z) < .

e Montrer que la suite (u,,) est décroissante.

18
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4.4 Continuité de f et point fixe

Théoreme 22 (Théoréme de composition des limites). Soit (u,) une suite qui converge vers { € R. Soit f:R—>R
une fonction qui admet en { une limite a € R. Alors la suite (f(u,)) converge vers a . Autrement dit,

U, — £

Si noteo , alors lim  f(u,) =lim f(z) =a
flx) —e) a n—+00 x>l

Definition 16. Soit f : R —» R une fonction. Soit € R. On dit que x est un point fire de fsi  f(z)=x .

Théoreme 23 (Théoréme du point fixe). Soit f : R = R une fonction et £ € R. Soit (u,) une suite définie par la
relation de récurrence

Ug € R
Vn € Na Unp+1 = f(un)

Siu, — L et [ est continue en £, alors L= f({) . Autrement dit, la limite de la suite (u,) (si elle existe) est

n—+00

un point fixe de f.
Exemple 21. On reprend I'exemple précédent.

e Déterminer les points fixes de f.

e En déduire la limite de la suite (u,).

19
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4.5 La fonction f est décroissante

Ce cas est plus compliqué et a la limite du programme. On privilégie alors I’étude d’un exemple plutét que de donner
un exposé théorique. L’idée centrale est que la fonction fo f est alors croissante et qu’on peut donc utiliser les résultats
précédents avec les sous-suites des termes pairs et impairs (us,) et (ugn41)-

1

Ug = =
Exercice 14 : On considére la suite (u,,),ey définie par : 0~ 2 9
VneN, u,pr = (1—uy,)

On note f la fonction définie sur R par f:z = (1 —z)°.
1. (a) Etudier les variations de la fonction f.
(b) Vérifier que l'intervalle [0, 1] est stable par f.
(c) Déterminer les points fixes de la fonction f.
(d) Préciser le sens de variations de la fonction g = f o f sur [0,1].
2. La suite (u, ),en est-elle monotone ?
3. (a) Démontrer que (g, )nen €6 (Uops1)nen sont & valeurs dans [0,1].

(b) Démontrer que les suites (ua, )pen €6 (Uapi1)neny SONt Monotones.
Préciser leur monotonie.

(c) Justifier que les suites (ua, )pen €t (Uapi1)nen sont convergentes. On note respectivement £; et £y les limites
des suites (uQn)nEN et (u2n+l)nEN~

(d) La suite (u,),en est-elle convergente ?

(e) Déterminer ¢; et 5.

20



Lycée Carnot Chapitre II : Suites réelles | Séance 3 : suites récurrentes E2A

4.6

Résumé du plan d’étude

On dispose maintenant de la chaine compléte d’étude afin de réaliser I’étude d’une suite de la forme u,,41 = f(u,).

1. On démontre d’abord que : Vn € N, w,, € I (ou I est un intervalle stable).

2. On démontre ensuite que la suite (u,,) est croissante (ou décroissante).

Si I est un intervalle borné (i.e. si I a des extrémités finies), on en déduit que la suite (u,) est convergente (par
théoréme de convergence monotone) de limite finie £. On obtient de plus que ¢ € I, adhérence de U'intervalle I
(intervalle auquel on a ajouté ses bornes finies). Par exemple, si I = ]0,2[, on obtient que : ¢ € [0,2].

Enfin, on démontre que £ est un point fixe de f. Ainsi, s’il n’y a qu’un point fixe de f dans I (c’est le cas le plus
simple), c’est forcément la valeur de £ cherchée.

L’exercice suivant illustre un cas classique. On cherche a démontrer qu’un des points listés au-dessus n’est pas vérifié.
Pour ce faire, on raisonne par I’absurde et on suppose qu’il I’est. Cette hypothése permet de conclure que les points
suivants sont aussi vérifiés (on déroule le raisonnement). On peut ainsi aboutir & une contradiction.

Exercice 15 : On considere la suite (u,,) définie par : {

1.

U():l

et onnote f:x - e” —1.
VYneN, u,, =" -1 f

Montrer que 1’équation f(z) = x a une unique solution qui est 0. Déterminer le signe de f(z) — z. Préciser le
sens de variation de f.

2. Montrer que, pour tout n € N, 1 < u,, < tp41-

Montrer que la suite (u,,) n’est pas majorée et en déduire sa limite.

Remarque 19. 11 faut toujours penser a raisonner par I’absurde quand on demande de démontrer qu’'une propriété
n’est pas vérifiée.
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Représentation graphique

1 vy v1 v2 | |

Remarque 20. Les propriétés évoquées précédemment se lisent sur ce graphique.

Les points fixes de f se situent a l'intersection de la courbe représentative de f et de la droite d’équation y = x.
La limite (éventuelle) de (u,,) est 'un de ces points fixes. Il y en a ici 3 que nous notons (dans l'ordre croissant)
fla 62 et éd

Les intervalles ] — 00,4, ], [41,45], [£2, 3], [{5,+00[ sont des intervalles de stabilité par f. Ainsi, si ug est dans
I'un de ces intervalles, tous les éléments de la suite (u,,) seront dans cet intervalle.
(%) el

VneN, vy = f(vn)
En effet : Vo € I, f(x) 2 2 (la courbe représentative de f est située au-dessus de la droite d’équation y = x).
La suite (v, ) est convergente (car majorée) de limite /5.

Si I’on choisit vy € I =141, 45, la suite (v,,) définie par { est croissante.

U eJ

VneN, uyy = f(un)
En effet : Yz € J, f(z) < « (la courbe représentative de f est située en-dessous de la droite d’équation y = x).
La suite (u,,) est convergente (car minorée) de limite £5.

Si I’on choisit ug € J =]y, 43[, la suite (u,,) définie par { est décroissante.

Wo eK

Vn €N, wyy = f(wn)
En effet : Vo € K, f(«) 2 z (la courbe représentative de f est située au-dessus de la droite d’équation y = x).
Démontrons par l’absurde que la suite (w, ) est non majorée. Supposons qu’elle soit majorée. Elle est alors
convergente et sa limite £ est un point fixe de f. Or : Vn € N, w,, = wy (par croissance de (w,)). D’ou, par
passage a la limite : £ = wy > £3. C’est impossible : ¢ ne peut étre strictement plus grand que le plus grand point
fixe de f. Ainsi la suite (w,,) n’est pas majorée et donc elle diverge vers +00.

Si I’on choisit wy € K = ]¢3, +oo[, la suite (w,,) définie par { est croissante.
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4.7 Utilisation de 1’inégalité des accroissements finis

Théoreme 24 (Inégalité des accroissements finis). Soit f : I — R une fonction, ot I est un intervalle. Si f est
f'(t)’ < M, alors pour tout (z,y) € I°,

dérivable sur I et si il existe un réel M = 0 tel que pour toutt € I,

. . . : i ] w=0 .
Exercice 16 : On considere la suite (u,,) définie par : { VneN, u,,, = Ji. ¥T et on note f :x > v+ 1.

1. Montrer que : pour tout n € N, u,, est bien défini et 0 < u,, < 2.
1
2. Montrer que : Yz € [0, 2], |f’(aﬁ)’ <3

3. Déterminer les points fixes de f sur [—1, +0o[. Notons a I'unique point fixe de f dans [0, 2].

1
4. Montrer que : Vn € N, |u,s1 — a] < 3 |u, — .
1
5. En déduire que : Vn € N, (5 - al.
Enfin, en déduire que : Vn €N, |u,, — af < 2n_1 )

Montrer que (u,,) converge et déterminer sa limite.

Déterminer un entier N tel que |uy — | <10

© ®» 3 >

Compléter le script Python suivant pour qu’il renvoie une valeur approchée de a a 107° pres.

import numpy as np
N = int(np.ceil(5 * np.log(10) / np.log(2) + 1))

1

2

3 u=20

2 for k in  range(N) :
5 u = np.sqrt(u+l)
s print(uw)

M¢éthode. On considere un intervalle I stable par f. D’autre part, on note o € I un point fixe de la fonction f.
L’utilisation de 'TAF permet d’obtenir plusieurs propriétés sur (u, ). Les exercices d’étude de suites récurrentes a
l’aide de I'TAF suivent la trame suivante.

1. On démontre tout d’abord par récurrence : VYn eN, u, €1

2. On démontre que la dérivée de f est bornée : Vz €1, |f'($c)| <M

3. En appliquant 'TAF a x =u, €l et y=« €l ,on obtient :

‘VnEN, |ty — ] < M|un—a|‘

4. On en déduit par récurrence : VneN, |u,—al < M" |uy—«af

5. Si on sait de plus que 0 < M < 1, alors M" — 0.

n—+00

Ainsi, par théoréeme d’encadrement, on obtient que : |u, — | - 0 et ainsi que  lim, o U, = @
n—

6. Il est aussi souvent demandé d’écrire un programme Python permettant de trouver une valeur approchée a 107*
pres de a.
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5 Suites implicites

Une suite (u,,) est dite implicite lorsque son terme général est donné comme solution d’une équation dont on ne peut
déterminer explicitement la solution. Dans les énoncés, 'introduction d’une suite implicite se fait généralement de
I'une des deux maniéres suivantes.

1. « Soit m € N. Démontrer que ’équation f(x) = n admet une unique solution w,, dans l'intervalle I. »
(ot f: I — R est une fonction indépendante de n).
Par définition, on a alors :  f(u,)=n .

2. « Soit n € N. Démontrer que I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution u,, dans 'intervalle I. »
(ot f, : R — R est une fonction qui dépend de n).
Par définition, on a alors :  f,(u,) =0 .

Exercice 17 : On définit sur R} la fonction f par : f(z) = z + In(z).
1. Dresser le tableau de variations de f.
2. Soit n € N. Montrer que I’équation f(x) = n posséde une unique solution dans R}. On la note u,,.

3. Montrer que la suite (u,,) est croissante.

Exercice 18 : On définit, pour tout n € N*, la fonction f,, sur R par : f,(z) = 2° + nx — 1.
1. Faire I’étude de la fonction f,,.

2. Montrer que, pour tout n = 1, il existe une unique solution a 1’équation f,,(z) = 0. On la notera u,,.

1

3. Montrer que : Yn € N*, 0 < u,, < w

In(1 - x)

n(2) définie sur ]0, 1[.

Exercice 19 :(d’aprés EML 2020) On considére la fonction f : z +—

Partie A : Etude de la fonction f
1. Montrer que f est dérivable sur ]0,1[ et que 'on a :

1

Vze ]0,1[, f(z) =
z(1-z)(In(z))

5 (—zn(z) - (1—2) In(1-2))

2. (a) Justifier : V¢ € 10,1[, ¢ In(¢) < 0

(b) En déduire que la fonction f est strictement croissante sur 0, 1[.

3. (a) Montrer que la fonction f est prolongeable par continuité en 0.
On note encore f la fonction ainsi prolongée en 0. Préciser f(0).

(b) Montrer que f est dérivable en 0 et préciser f'(0).
4. Calculer la limite de f en 1. Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de f 7

5. Tracer l'allure de la courbe représentative de f dans un repere orthonormé, en faisant figurer la tangente en 0
et les branches infinies éventuelles.

Partie B : Etude d’une suite

On note, pour tout n de N*, (E,,) I'’équation : 2" + 2 — 1 = 0.
6. Soit n € N*. Etudier les variations sur R, de la fonction z — 2" + z — 1.
En déduire que I’équation (E,) admet une unique solution sur R, que ’on note u,,.

7. Montrer que, pour tout n de N*, u,, appartient & I'intervalle ]0, 1[.
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8. Déterminer u; et us.

9. (a) Recopier et compléter la fonction Python suivante afin que, prenant en argument un entier n de N*, elle
. , P < s , . .
renvoie une valeur approchée de u,, & 10 ° pres, obtenue a ’aide de la méthode par dichotomie.
1 def Dichotomie(n)
2 a,b = 0,1
3 while b-a > 10%*(-3)
4 c=(a+Db) /2
5 if (c**n + ¢ - 1) >0
6 b=c
7 else
8 a = ¢
9 return C
(b) On représente alors les premiers termes de la suite (u, )nen+ €t on obtient le graphe suivant.
Quelles conjectures peut-on faire sur la suite (u,,),en* concernant sa monotonie, sa convergence et son
éventuelle limite 7
12 4----+ (il T----- r-==--" (nlaliaiiel T----- === (it T----- - 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
114 ----- SR, 1o Lo SR, 1o Lo [, Lo Lo '
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
14 ----- I= = === - —-——- === I= === = 4= - o= - 1= = === +---=-= F-—== - 1
: . . . . . | ' : VPP,
0005000090000 00
09 ----- e iy i ;;;»W“?”—’-’-?'—- e R F----- :
1 : soee?? : : : : : : :
.
08 ===~ ool i R i R T b
E ‘0 I I I I I I I I I
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
07T 8T . . T . . . . . ,
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
06 4 -F-mamo Fo---- e EEEE Fe--- e Rl Fe--- :
4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
05 4€@----1----- 4 - - L I i 4 - - - - R i - — - b—— - 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
04 4 ----- - - Tmm--- Fm---- - 1o F----- - - T Fo---e :
i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
03 ----- e riiatelae o el riiaieie i el Ciadaieiee o g
B 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
024 ----- 1= === = 4 -—-——— === 1= === = 4= === 1= - === +m———— Fo=—— = 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
h 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.1+ ----+ == mm - Fo---- = mmm g F----- === Fo---- \
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I S
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
10. (a) Montrer, pour tout n de N* : f(u,) = n.

(b) En déduire que la suite (u,,),en* est croissante.

(c) Montrer que la suite (u,),en+ converge et préciser sa limite.
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6 Comparaison des suites réelles

6.1 Négligeabilité

Definition 17. Soient (u,) et (v, ) deux suites réelles. On suppose que v,, # 0 & partir d’un certain rang. On dit que
la suite (u,,) est négligeable devant la suite (v, ) (ou dominée par la suite (v,,)) si

Si c’est le cas, on note u,, = o (v,), ce qui se lit « u,, est un petit o de v,, » (o = 15°™¢ lettre de Ualphabet).

On écrit aussi u,, << v, (pas dans les copies!).
Méthode. Comment montrer que u, = o (v,)?
n—+0o

On revient & la définition, on calcule le quotient — et on montre que — — 0.
vn Un n—+0o

Definition 18. Une suite (u,,) est dite

e logarithmique si son terme général est de la forme u, = (In(n))" (ot b > 0).

. . . 2 N
e polynomiale si son terme général est de la forme u, = ag + ain + asn” + -+ + apnp (ot p € N et
D
((lo,...,(lp)eR).

e géométrique ou exponentielle si son terme général est de la forme u,, = ¢" (ot g > 1).

Théoreme 25 (Croissances comparées). Pour tout a >0,b>0,¢>1, ona :

ie. In(n))’= o (), n"= o ("), ¢"= o (), nl= o (n").

7

La croissance logarithmique est beaucoup plus faible que la croissance polynomiale, qui est elle-méme beaucoup
plus faible que la croissance exponentielle, qui est elle-méme beaucoup plus faible que la croissance factorielle.

Remarque 21. Le théoréeme des croissances comparées permet de lever des F.I. lors de calculs de limites.

Exercice 20 : Soient a > 0, b > 0, ¢ > 1. Déterminer la limite des suites suivantes (dont on donne le terme général) :

2n 3 3n
L — 7. o 13. <%
n In(n)
5 ()" o 14, %
' n? Tem n
a 2”
(In(n))* 9 15. ——
S (in(n))" (n)
n
5 n e
n q 16.
4. 30 10. o nloln(n)Q
2 n? n3en
n e
5. 7 1. — 17—
n
Jn V" 8 "
O 2o (In(n))*2"
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Théoreme 26 (Comportement asymptotique des suites géométriques). Soit g # 0.
e Siq=1, alors la suite (¢") est constante égale a 1. Elle converge donc vers 1.

e Sig>1,alors lim,,,00q" = +00

e Silgl <1, alors lim,,ie0q =0

o Siq< —1, alors la suite (¢") m’admet pas de limite

6.2 Equivalence
6.2.1 Définition

Definition 19. Soient (u,,) et (v,,) deux suites réelles. On suppose que v,, # 0 & partir d’un certain rang. On dit que
la suite (u,,) est équivalente a la suite (v,,) si

Si c’est le cas, on note u,, ~ v,.

n—+00
Méthode. Comment montrer que u,, ~ v,7?
n—+00

. N JP . Un, Un,
On revient a la définition, on calcule le quotient — et on montre que — — 1.
U’n Un n—+0oo

Méthode. Comment déterminer un équivalent d’une somme ?

Considérons une suite (u,) dont le terme général est donné sous la forme d’une somme : u,, = v,, + w,.
Supposons que w,, soit le terme dominant , c’est-a-dire que v,, = 0 w(wn). Alors

U v, +w v
LU et LSS LA N |
wn wn wn n—+00

et donc u,, ~ w,.
n—+00

En pratique :

e Si les deux termes de la somme tendent vers 00, le terme dominant est celui qui tend le plus vite vers
Iinfini.

e Si les deux termes de la somme tendent vers 0, le terme dominant est celui qui tend le moins vite vers 0.

On pensera alors a utiliser des croissances comparées en cas de F.I.

Exercice 21 : Déterminer des équivalents simples des suites suivantes (dont on donne le terme général) :

1. n4+3n2 8 l+n+e” 14 l_'_i
“nlon®
2. —n’ +2n' —=n + 10 9. nl+In(n) —n'
1
3. In(n) +5n 10, 1— 1 15. o T n?
1 o
4.1 + — 1 1
n(n) + 5 11. " +e™" 16. o5 — 3w
5. In(n) + (In(n))? 11
12. n + — 1 1 2n 8
" 5 n 7. 5+e —(2n+1)
6. 2¢" —6(In(n)) n:
1 1
7. n® = 3" 13. n3 + In(n) 18. 1+In(n)+n+e" +nl+n"
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6.2.2 Opérations sur les équivalents et propriétés élémentaires

Théoreme 27. Soient (u,), (v,), (w,), (2,) des suites réelles (lorsque nécessaire, on ajoutera ’hypothése que ces
suites ne s’annulent pas & partir d’un certain rang). La relation d’équivalence ~  wvérifie les propriétés suivantes.

mn—+00
o Réflexivité :

Uy ~ Uy

n—+00

o Symétrie :
Uy, ~ UV, = U, ~ U,
n—+00 n—+00
o Transitivité :
Up ~ Uy
n-—+00 N U - w
Up ~ Wy " nore
n—+00
o Compatibilité avec le produit :
Uy, ~ Uy
n—+00
= U, XW, ~ U, Xz
wn ~ Zn n n o400 n n
n—+00
o Compatibilité avec le quotient :
Uy, ~
n n—+00 n un Un
= R ~ —_
Wy, ~ Zn Wy n-o+o Zp
n—+00
e Fquivalent et limites :
Up ~ Up
n—+00 _ = w N E
v, — Y4 (E R) " notoo
n—+00
o FElevation d une puissance fixe : soit a € R une constante

a
Up ~ Up = Uy ~ Uy

n-+00 n—+00

Remarque 22. Attention, il existe plusieurs pieges avec les équivalents.

1. Ecrire u,, ~ 0 n’a aucun sens

n-+0oo

Si on est amené a écrire u,, ~ 0, c’est forcément que l’on a fait une erreur de calcul.
n—+00

Il ne faut jamais écrire u,, ~ 0 sur une copie!
n—+00

2. La propriété « Equivalent et limites » listée ci-dessus implique la propriété suivante :

Proposition 28. Soient (u,,) et (v,) deuz suites qui admettent une limite (éventuellement infinie).
Siu, ~ w,,aors lim wu, = lim wv,.
n-—+00 n—+00 n—+0oo
e La réciproque est fausse en général, c’est-a-dire que si lim = lim w,, on ne peut pas en déduire

(22
n—+00 " n—+00
que u, -~ Up.
n—+00

. 2 . . . . ,
— Exemple 1 :siu, =netv, =n",onabien lim wu, =+4+00= lim v, maisonn’apasu, =~ v,
n—+00 n—+0o n—+00

. 2 . . . .
— Exemple 2 :siu, =1/netwv, =1/n",on a bien lim u, =0= lim wv, maison n’a pasu, ~ v,
n—too

n—+00 n—+00
s . . . . . * . .
e La réciproque est vraie si lim wu, = lim v, = ¢ € R". Dans ce cas, on a bien v, ~ v, (puisque
- n—+0oo n—+0oo n—+00
. . . . *
U, fv, — £[€=1). En particulier, si lim w, =£€R", alors u,, ~ /.
n—+0o0o

n—+00 n—+00

Les suites convergeant vers un réel non nul ont un comportement asymptotique simple. Les suites ayant pour
limite 0 ou 00 ont un comportement asymptotique complexe et varié, c’est d’elles dont il faut se méfier.
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3. Le théoréeme précédent stipule que 'opérateur ~ est compatible avec les opérations de produit et quotient.
n—+00
Nous allons maintenant voir que ~ n’est pas compatible avec 'opération de somme. On pose u,, = n + /n,
n—+00
v, =n+In(n), w, = -n, z, = —n. Onabienu, ~ wv,etw, ~ z,,pourtant u,+w, =+/n et v, +z, =In(n)
n—+00 n—+00

donc (u,, + w,) et (v, + z,) ne sont pas équivalentes.

‘ On ne peut pas sommer des équivalents! Il est interdit de sommer des équivalents! ‘

4. On pose u,, =n + 1 et v,, =n. On a bien u,, o~ Une Par contre,

eun n+1

T = on =e+1

e

donc (e"") et (") ne sont pas équivalentes.

On ne peut pas appliquer de fonction de part et d’autre d’une relation d’équivalence! La seule exception est
I’élevation & une puissance fixe.

Exercice 22 : Déterminer la limite des suites suivantes (dont on donne le terme général) :

. 3" - 2" ; Bn+4)*@n 2 +2n7")
©3n yon : 9n + 10

2 n 2n

n“e’ +ne

o ViZi3—n b ) + n ()

6.2.3 Equivalents usuels tirés des taux d’accroissement

En reconnaissant des taux d’accroissements de fonctions dérivables, on obtient les limites suivantes :

x
-1 In(1 + In(z
lim S =1 lim BOED) lim )y
-0 X 750 T -1 T —1
D’ou, par le théoreme de composition des limites :
u, — 0 = In(1+wu,) ~ u, e e" =1 ~ wu,
n—+00 n-—+00 n—+00
Ezxemple 22.
1 1 eln(l+e™) ~ "
L] ln(l + ﬁ) n:;oo n ( ) no+0o
1 1 1 1
e In(l+ — ~ — w o ~ =

Exercice 23 : Déterminer la limite des suites suivantes (dont on donne le terme général) :

1\" 1 n’
n
n+3)

1\" 9
2. (1+F) 4. (2n - 3) ln(n_'_2
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7 Exercices supplémentaires

7.1 Suites usuelles

FO =0
Exercice 24 : (Suite de Fibonacci) On considére la suite (F;,) définie par  Fy =1 .
VTLEN, Fn+2:Fn+1+Fn

Donner une expression de F;, valable pour tout entier naturel n.

Exercice 25 : (Suite de Fibonacci, le retour) On considére a nouveau la suite de Fibonacci (F;,) définie dans I'exercice

1 1
précédent. On pose A = (1 0)'

Fn Fn—l ’
2. En déduire que, pour tout (m,n) € N* XN : F,,,,, = F,,_1Fp, + F,Fppi1-

F, F,
1. Montrer que, pour tout entier n =2 1: A™ = ( n+l " )

3. En déduire que, pour tout entier naturel p, F5,,1 peut s’écrire comme la somme de deux carrés d’entiers.

n
4. Vérifier I'égalité AP = A+ I, et en déduire que, pour tout entier n >0 : Fy, = ) (Z)Fk

5. Simplifier le produit (I, — A)(Io + A+ --- + A") et calculer 'inverse de la matrice I, — A.

n
6. Conclure que, pour tout entier naturel n : Y Fj = F,,o — 1.
k=0

Uy = 1
Exercice 26 : Soit (u,,) la suite définie par { VneN, u,,, = 3u, +1
2u, +4
On introduit la suite auxiliaire (¢,,) de terme général :
2u, — 1

tn = U, + 1

1. Montrer que (t,) est une suite géométrique.

2. En déduire une expression de t,, puis de u,,.
Exercice 27 : On cherche & déterminer toutes les suites (u,,) vérifiant la relation :
VneN, upo —3upsq + 2u, =3
1. Déterminer deux réels a et b tels que la suite (v,,) définie par v,, = an + b vérifie la relation ci-dessus.

2. Déterminer la suite (z,,) de terme général z, = u,, — v,,. En déduire la valeur de u,,.

Ug = 4
Exercice 28 : On considere la suite (u,,) définie par { 1

V’I’LEN, ’I,Ln+1=u _2+2 '

1. Montrer que la suite (u,,) est bien définie et : Vn € N, u,, > 2.

2. On consideére la suite (v,,) définie par v,, = In(u,, — 2). Justifier que (v,,) est bien définie.
3. De quel type est la suite (v,,)?
4

. En déduire la formule explicite de u,,.

Ug = 1
Exercice 29 : On considere la suite (u,,) définie par { u; =4 .
Vn € N» Up+2 = /UpUn+1

1. Montrer que la suite (u,,) est bien définie.

2. Déterminer une expression explicite de u,,. Comme dans l’exercice précédent, on introduira une suite auxiliaire
(v,,) bien choisie.
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7.2 Définition de la convergence

Exercice 30 : Vrai ou Faux ¢
1.

© %o N s ok w

10.

11.

12.

13.

Si lim wu, = 400, alors (u, ) n’est pas majorée.

Une suite croissante a partir d’un certain rang est minorée.

n—+00

Si (|u,|) converge alors (u,,) converge.

Si (|up|) tend vers 0 alors (u,,) tend vers 0.

Une suite convergente est monotone a partir d’un certain rang.

Une suite convergente et majorée est croissante.

Une suite divergeant vers +00 est croissante a partir d’un certain rang.

Une suite strictement croissante diverge vers +0o.

Une suite strictement décroissante diverge vers —oo.

Si (u,,) est croissante et u,, < v, alors (v, ) est croissante.

u
Si (u,,) tend vers 0 et (v,,) tend vers +00, alors on ne peut conclure sur la limite du quotient U—n (F.I.).
n

Si (u,,) est divergente, alors la suite définie par :

Si (uy,) tend vers £ # 0 alors : lim wu,.; —u, =0et lim
—+00 n—+oo Up

n

Exercice 31 :(propriété de recouvrement)

Soit (u,,) une suite telle que :

o (U, )nen est convergente, de limite £ € R,

® (Uopi1)nen €St convergente, de méme limite £ € R.

Montrer que (u,,) converge vers £ en revenant a la définition.

7.3 Comparaison de suites, calculs de limites

Vn €N, v, = u,41 — u, est divergente.

Up+1 =1

Exercice 32 : Comparer les suites suivantes a I’aide du symbole mathématique approprié ( ~ ou o ), si c’est

possible.

NS O W=

U, =3n et v, =3"

Up
Up
Unp
Unp
Up

Unp,

27" et v, =2"

5
n

et v, =5"

n+5et v, =n—1000

n®+neto,=(mn+1)>

1
o

et v, =3"

3n° — 201602 et v, = 3n° + 10000

10.
11.

12.

13.

Unp,

Unp,

=2" +100n” — 100 et v, = 5" — 5n + 10

n—+0o

nlo—n5+netvn=5n10+10n—20

enetvn=nn
2"+n2—10netfun=3n+n2
n" —10n° + 3n — 46 4
n8—20n7+3n4—netvn=n

In(n®+1) et v, =n’+n—3

Exercice 33 : Donner I’équivalent en +00 le plus simple possible des suites suivantes :

1.

2.

3.

Un,

Unp,

Unp,

2
n

1+1
n?  nd

2
=n

+3n—-3

Sl

n
* ¥ 200
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4. u, =exp(n® +n+1)

5.

un

3n'% = 100n" + 38n° — 100001 + 2*°

6. u, = 5n° — 100n + 400
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Tun =5+ 553 8wy = Sy =g = 1000+ —
Exercice 34 : Soit (u,,) une suite telle que pour tout n = 1,
Inn < u, <In(2n)
Trouver un équivalent de wu,,.
Exercice 35 : Chercher un équivalent de u,, + v,, en +00 :
1. un=n5+n2—let Uy, = -n® +n® - 5. 3. U, =n’+e" —Inn et Uy, = —n’+1-Inn.
2. u, =n"+n>—1letv, =-n"+n’. 4. up, =1+1In(n) —n! et v, =n" —In(n)
Exercice 36 : Donner un équivalent des suites suivantes en +00 :
5+2n° 34 u
—_ . —_ - . —_ . —_ n . —_
un_n_—looa Up = Up nga wn_3una tn_n2_4na Spn = VUp.
. . . s 1
Exercice 37 : Soit (u,,) la suite définie par : Vn = 1, u,, = e
1. Donner un équivalent de u,, en +00.
2. Trouver un équivalent de v,, = 1 — u,, puis donner sa limite.
3. Donner un équivalent de In(1 — u,, ).
Exercice 38 : Calculer les limites suivantes.
1\" 1\" 7. li n %
i - = ; _ = . lim (" +V2)n
1 nl—l>IPoo (1 TL) 4. nl—lgloo ( 712) notoo
2 1
. % % n 1+ LAY
2. lim n ln(1+ - ) 5. lim (27 +57) 8 lim Gte )
n—+00 n“+1 n-o+00 n lnn — ﬁ
1
n+ 10 — n
i rv-- . 2 . x
Exercice 39 : Calculer les limites suivantes.
. 1-3n" +5n—-n° . n?e" — ne’" 7. lim vn2+2n—+vVn2+n
1. lim 5 4. lim 3 n—+00
n—+oo n®+1 n=+00 n3Inn —n (lnn)
2
o (=1)"n*+3n (Inn) +3n + 1 8. lim 3" ™"
2. lim 5. lim ~——— n—-+eo
n—too  p?+./n C nS+oo Inn+5
) V42 R —bnyn+n—lnn+nt "
3. lim T a— 6. lim 3 — 9. lim —
n—+00 @ -5 n—+00 e —e" + 1 —e™ " no+oo n!
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7.4 Théoréme de convergence monotone / d’encadrement

Exercice 40 :(d’aprés EDHEC 2001) On considére la suite (u,,) définie par :

U():l
1
Vn €N, Ups1 = Up + =
n

Montrer que la suite (u,,) est bien définie et & termes strictement positifs.
En déduire que la suite (u,,) est monotone.

. 2 2 . 2
Pour tout k € N, exprimer uy,1~ — u;”~ en fonction de uy”.

- L b=

En déduire que, pour tout n > 0, on a :

n—1 1

un2 =2n+1+ 5
k=0 Uk
En déduire que, pour tout n # 0, un2 =2n+ 1.

En déduire la limite de (u,,).

Ecrire une fonction Python qui prend en parametre un entier n et qui affiche la valeur de u,,.

® N oo

Ecrire un script Python qui affiche le plus petit entier n tel que u,, = 100.

™M=
-

Exercice 41 : On considere la suite (S,,) définie pour n = 1 par : S,, =

k=1
1 1
1. Montrer que pour n = 1, on a : <2(Vvn+1-+yn) s —.
Vn+1 ( Vi) N

[\

. En déduire la limite de la suite (S,,).
3. On pose T), = S,, — 2y/n. Démontrer & I'aide du théoréme de convergence monotone que (7},) converge.

4. Donner un équivalent simple de la suite (.S,,).

n
Exercice 42 : Soit x € R. On considere la suite (u,,),en+ de terme général u,, = — ) | kz|. Déterminer sa limite.
k=1

1
n2

7.5 Suites adjacentes

Exercice 43 : Soient (u,,) et (v,,) définies par les relations suivantes :

Uy = 3 et vy = 11
3u, + v, Uy, + 30U,
Uns1 = — 7 et Upy1 = -1

1. Etudier la suite (v, — u,,). Calculer son terme général en fonction de n. Quel est son signe ? Donner sa limite.
2. Montrer que (u,,) est croissante et (v,,) est décroissante. Que peut-on en déduire ?

3. Etudier la suite (u,, + v, ). Que conclure ?

Exercice 44 : On considére les suites (u,,) et (v, ) définies par :

Montrer que ces deux suites sont adjacentes.
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7.6 Suites de la forme v, = f(u,)
Exercice 45 : Soit f la fonction définie par :

1+zx

Vre[0,1], f(x)= 5

Soit (u,) la suite définie par ug € [0,1] et, pour tout n € N, u,1 = f(u,) .
1. Etudier les variations de f.

Résoudre I'équation f(x) = z.

Montrer que pour tout n € N, 0 < u,, < 1.

Montrer que la suite (u,,) est croissante.

ANl

Etudier la convergence de la suite (u,,).

2u
Exercice 46 : Soit (u, ),en la suite définie par ug = 5 €t tnyy = u—-:l pour tout n € N.
n
1. Démontrer que la suite (u,,) est bien définie et que, pour tout n € N, u,, > 0.

1
2. Démontrer que, pour tout n € N, 3 <u, < 1.

3. Démontrer que la suite (u,,) est monotone.

4. Démontrer que la suite (u,,) converge et déterminer sa limite.

Exercice 47 :(d’aprés EML 2016)
On considere lapplication f : [0, +0o[ —» R définie, pour tout ¢ de [0, +oo[, par :

[ —tm(r) sit#0
f(t)_{o sit=0

On admet : 0, 69 < In(2) < 0, 70.
On consideére la suite (u,,)yen définie par :

1
b et VYn €N, uyy = f(uy)

Uy =
Montrer que f est continue sur [0, +oo[.
Justifier que f est de classe C* sur ]0, +0o[ et calculer, pour tout ¢ de ]0, +oo[, £'(¢) et f"(t).
Dresser le tableau des variations de f. On précisera la limite de f en +o00.
Montrer : Vn € N, u,, € [%, 1]

Montrer que la suite (u,, ) ey €st croissante.

AR S

En déduire que la suite (u,,),en converge et déterminer sa limite.
(on pourra étudier les variations de la fonction t — t —In(t))

7. Ecrire un programme en Python qui calcule et affiche un entier naturel N tel que 1 — uy < 1074

Exercice 48 :(d’aprés ESC 2009)

1. (a) Etudier les variations de la fonction h : 2 = 2" — 4z + 1. On précisera les limites de h aux bornes de son
ensemble de définition.

(b) En déduire que I’équation z* = 42 4+ 1 = 0 admet exactement deux solutions réelles o et 3, avec a < 3.
(c) Montrer : « € [0,1[ et que 3 > 1.

Ug = 0
2. On considere la suite (u,, )neny définie par : (un ) +1
Vn? un+1 - 4
zt+1

(a) Etudier les variations de la fonction g : z +

(b) Montrer par récurrence : Vn € N, 0 < u,, € upqq < 1.
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(¢) Montrer que nEToo Uy, = Q.

(d) Ecrire une fonction en Python qui prend en paramétre un entier n et qui affiche la valeur de u,,.

Exercice 49 :(d’aprés EML 1995)
... [ [0,400[ - R

SOItf’{ z +— zxln(l+az)
1. (a) Montrer que f est de classe C? sur [0, +00[, et calculer, pour tout = € [0, +oo[, f'(z) et f"(z).

(b) Etudier les variations de f', puis celles de f.

. On considere la suite (u,,) définie par : ug € ]0,+00[ et Vn € N, u,q = f(u,).

(¢) Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.
2. Résoudre ’équation f(x) = z, d’inconnue z € [0, +oo[.
3. On suppose dans cette question : wuy € Je — 1, +0o[.

(a) Montrer que pour tout n € N: e —1 < u, < t,41.

(b) En déduire que w,, tend vers +00 lorsque n tend vers +00.

4. On suppose dans cette question que ug € ]0,e — 1[. Etudier la convergence de la suite (u,,)nen-

Exercice 50 :(d’aprés EML 2007) On donne : 0,69 < In2 < 0, 70.

I. On considere I'application :
{ 10;+00[ - R
g- 2
x » 2z +1nz
1. Montrer que g est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[ et déterminer les limites de g en 0 et en +00.
2. Montrer que I’équation g () = 0, d’inconnue x € ]0; +0o[, admet une solution et une seule.
On note a 'unique solution de cette équation.

3. Montrer que % <a<l.
II. On note I = [%, 1] et on considere ’application :

I - R
I 1.2 1

— _1,2_ 1
T T— T 4lnx

4. (a) Montrer que f est strictement croissante sur I.
(b) Montrer que % < f(%) <f(1)<1.
(¢) En déduire que pour tout x € I, f (x) € I.

5. On considére la suite réelle (uy,), ey définie par

Uy = 1
Ups1 = f(u,) VYné€N.
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7.7 IAF pour I’étude des suites du type u,,; = f(u,)

2
Exercice 51 : On considere la fonction f : x - e 7.
ug € [0,1]
VneN, upy = f(un)
1. Montrer que I’équation f(x) = x admet une unique solution dans [0, 1], que I’on notera a.
2. Montrer que U'intervalle [0, 1] est stable par f. En déduire : Vn € N, u,, € [0,1].

3. (a) Montrer : Yz € [0,1], |f'(z)] < \/lé

On définit la suite (u,) par : {

(b) En déduire : Vn €N, |uys —al € \/lé |u, — .
(c) Puis: VneN, |u, —«af < (\/lé) .
(d) En déduire enfin que (u,) est convergente et déterminer sa limite.

4. Ecrire un programme Python donnant une valeur approchée de a & 107! pres.

Exercice 52 : Soit f:z - 2° + 13—6 et (u,,) la suite définie par : { %’On_EQN, s = )
Calculer u;.
Déterminer les limites possibles de la suite.

Démontrer que f ([O, 1—76]) C [O, %]

En déduire que pour tout n = 1, u,, € [O, %}

RN el

. * 1 1
Démontrer que pour tout n € N*, |un+1 - Z| < % |un - Z"

En déduire que pour tout n € N*, |un - i| < (%)n_l .

16
7. En déduire la limite de (u,,).

&

x
Exercice 53 :(d’aprés EML 2001) On consideére la fonction f : z pe il 10, +oo[.

1. Calculer f'(z).

1

x

2. Montrer : Y € 10, +0o[, f'(z) = 5 (ze” = 2" + 1 +2).

e
(e” 1)
3. Etudier les variations de la fonction g : [0, +0o[ — R définie, pour tout z de [0, +0o[, par : g(z) = ze” —2e" +x+2.
En déduire : Yz € ]0; +oo[, f"(z) > 0.
1

4. En déduire le sens de variation de f (on admettra que f'(:c) — —5).
z—0"

On précisera la limite de f en +00. Dresser le tableau de variation de f.

U0=1

5. On considére la suite (u,,) par : { VneN, u,. = f(u,)

1
Montrer : Vz € ]0, +0o[ |f'(x)‘ < g et 0s< f(x) <1.
6. Résoudre I'équation f(x) = x, d’inconnue x € ]0, +00[.

1
7. Montrer : Yn € N, |u,4; — In(2)| < 5 |u, —In(2)].
1 n
8. En déduire : Vn € N, |u, —In(2)| < (5) |ug — In(2)].

9. Etablir que la suite (u,),so converge et déterminer sa limite.
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7.8 Suites implicites

n
Exercice 54 : Pour tout entier naturel n, on note f,, la fonction définie sur ]0, +oo[ par f, : x — In(z +n) — z
Pour tout entier naturel n, on définit I’équation (E,,) par :

1n(x+n)=g

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, I’équation (E, ) admet une unique solution dans ]0, +oo[, notée wu,,.
2. Déterminer ug.

3. Démontrer : Vn € N, Va >0, fh.1(z) — fn(2) < 0. En déduire que la suite (u,, )nen €st monotone.

4

. Démontrer que la suite (u,, ),ey est divergente, puis montrer :

. n
lim — =0
n—+oo T

5. En déduire un équivalent de wu,, lorsque n tend vers +o00.

Exercice 55 :(d’aprés EDHEC 2008) Pour tout entier naturel n non nul, on considére f, : x + nx.

_-
1+e”
On note (%,,) sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i, 7).

1. (a) Déterminer, pour tout réel z, fi(z) et fn(x).

(b) En déduire que la fonction f,, est strictement croissante sur R.
2. (a) Calculer xl_i)r_noo fn(z) ainsi que wl_l)anoo fn(x).
(b) Déterminer les coordonnées du seul point d’inflexion, noté A,,, de (¢,,).
(¢) Donner I’équation de la tangente (77) & la courbe (%) en A; puis tracer la droite (T7) ainsi que lallure
de la courbe (%}).
3. (a) Montrer que I'équation f,(z) = 0 posséde une seule solution sur R, notée w,,.
(b) Montrer que I'on a : Vn € N*, —% <u, <0.
(¢) En déduire la limite de la suite (u,,).
(d) En revenant a la définition de w,,, montrer que u, e —%-

Exercice 56 : On considére les fonctions f, : x + 2" + 2 — 1 pour n € N*.

1. Soit n € N*. Démontrer que I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution z,, € 10, 1[.
Démontrer que, pour tout n > 0 : f,41(25) < fae1(Zpe1). En déduire : Vn > 0, z, < Tp41-
Démontrer que (x,,) converge et que sa limite £ est telle que 0 < £ < 1.

Démontrer : Vn >0, z,, <£.

Rl

En procédant par I’absurde, montrer que £ = 1.

Exercice 57 :(d’aprés EML 1994)

1 _
1. On considére la fonction f définie sur [0, 5] par f(z) =2y/ze ".
(a) Etudier les variations de la fonction f.
(b) Montrer que f admet une fonction réciproque que ’on notera g.

Dresser le tableau de variations de g.

—
o
~

2
(d) La fonction g est-elle dérivable en 07 En \/; ?

1
2. (a) Pour tout entier n 2 2, montrer que 1’équation f(x) = n (d’inconnue z) admet une unique solution dans le

1
segment [O, 5}. On notera a,, cette solution.

(b) Montrer que la suite (a,)ns2 est décroissante.

(c) Montrer que la suite (a,,),s2 converge vers 0.
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