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Algébre linéaire (matrices et endomorphismes) - niveau 3

I. Puissances d’une matrice via le binome de Newton

Exercice 1

1. On considére les matrices suivantes.

111 010 1 0 -1
A=(111], B=(oo 1], ¢=[0 0 o0
111 000 -1 0 1

a) Déterminer A%, Démontrer alors : Vk € N*, A¥ = 3+=14,
b) Déterminer B? et B3. En déduire B* pour tout k € N.

¢) Déterminer C2. Conjecturer une formule pour C* et la démontrer.
2. Soit (a,b) € R?. On considére la matrice :

a 0
M=10 b
0 a

1 00 010
a) Ecrire la matrice M en fonction des matrices I = (O 1 0) et J = (0 0 1).
0 01 0 00

[SE =

o

b) A T'aide de la formule du binéme de Newton, déterminer M™ pour tout n € N.

Exercice 2

—a—0f a
On note G = ( 0 0 0) , et [ étant des réels strictement positifs.
0 0 0

On note également, pour tout ¢ > 0 : M(¢t) = lim (13 + %G)k
k——+o00
1. Montrer que pour tout i € N*, G = (—a — )~ 1G.
2. En déduire que pour tous k € N* et ¢ réel : (I3 + LG)F = I3 + ( (f)(%)’(—a - B)i_1> G.
1

k
1—(1—(a+B)p)"
a+p

)

k A A
3. Montrer que pour tous k € N* et ¢ réel, > (f) (H)i(—a—p)~t = et en déduire
i=1

que pour tout t > 0,
1 — exp(—(a + B)1)
a+

M(t):Ig—i- G
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II. Puissances d’une matrice via une division euclidienne de polynémes

Exercice 3
1 [~ « 0 1 1 -1 0
OnnoteG== 0 —-a a |,oua>0.OnnoteaussiA==-(0 1 -1].
3\4a 0 -4a 3\ 0 4
On note également, pour tout ¢ > 0 : M(t) = lim (I, + %G)k

k—+o0

27\—s4 24 60
dire du polynéme U (z) = 2® — 202 + 7

-3 -3 6
1
1. On admet que A% = — ( 24 -3 —21) . Calculer A% —2A42% + A (on explicitera A2). Que peut-on

Soit 8 € R et k € N*, on admet qu’il existe un polyndéme @ et des réels a, b, ¢ tels que, pour tout x
réel : (1+ %aj)k =Q(2)U(x) +ax® +bx +c (x).

2. Déterminer une factorisation de U(z) et en déduire que ¢ =1 et (1+ %)k =a+b+ec

3. En dérivant la relation (%), montrer que, (1 + %)k_l =2a+ 0.
En déduire que a = 0 (1 + %)k_l — (1 + %)k +1,6=2 (1 + %)k -0 (1 + %)k_l — 2.

4. En conclure que pour tout ¢t > 0,

M#t)=(1-(1+at)e ™) A%+ ((2+at)e ™ —2)A+ I3
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ITI. Trace d’une matrice

Dans la suite n est un entier supérieur ou égal a 2.

» (Hors-programme) Si A = (a; )1<ij<n €St une matrice carrée appartenant a #,(R), on définit la
trace de A, notée tr(A) par :

tr(A) = i (17;72'
=1

» (Au programme de 2° année) Soient A et B deuxr matrices de #,(R). On dit que A et B sont
semblables si il existe une matrice P inversible vérifiant : A = PBP™1.

Exercice 4
Notons A = (a; j)1<ij<n €t B = (bij)1<i,j<n-

1. Montrer que : tr(AB) = Z <Z ai,jbj@) = Z ai7jbj7i.
i=1

Jj=1 1<i,j<n

2. En déduire que : tr(AB) = tr(BA) et tr(*AA4) = a?’i.

1<i,j<n
Que peut-on dire de A si tr(*fAA) =07
3. Si A et B sont semblables, montrer que tr(A) = tr(B).
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IV. Algébre théorique

Exercice 5
Soit E un espace vectoriel et soit f un endomorphisme de F (i.e. f € Z(F)).

1) Démontrer : Im(f) C Ker(f) = fof=0gm).
2) Démontrer : fo f=0gm = Im(f) C Ker(f).
3) Conclure.
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