E2A Mathématiques appliquées

Planche HEC : séries

Exercice avec préparation 1
Soit o > 0 et Y wu, une série convergente a termes strictement positifs.
Pour tout n € N*, on note :

oo . Un
R,= > et,sin>2, v, = ———
k=n+1 (Rn—l)

1. Question de cours : énoncer le théoréme de comparaison pour les séries a termes positifs.

2. On supposera dans cette question que u, = o
a) Montrer que > wu, converge et calculer R,,.

b) En déduire v, puis donner une condition sur a pour que » v, converge.

Désormais, on ne suppose plus que u, = 2% et on traite le cas général.
3. Exprimer v, en fonction de R,,, R,_1 et a.
4. En prenant o = 1,
a) Exprimer In(1 — v,,) en fonction de In(R,,) et de In(R,,—1).
b) En déduire la nature de ) vy,.
5. On suppose : a > 1.
a) Montrer qu’il existe N € N* tel que pour tout n > N : R} | < R,,_1.
b) En déduire la nature de la série ) v,.
6. On suppose : 0 < a < 1.
|
a) Calculer/ o dt.
b) En déduire ;a nature de ) vp.
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Réponses de I’exercice avec préparation 1 :
1. Soient Y wu, et > v, deux séries & termes positifs.
« Si, pour tout n € N, 0 < u,, < vy, et si la série Y v, converge, alors la série > u, converge.

e Siup= o (vy) et silasérie Y v, converge, alors la série Y, wu, converge.

n——+oo
o Siu, ~ vy, alors les séries > uy et Y v, ont méme nature.

n——+oo

1
2. a) La série ) wuy est une série géométrique de raison 3 € ]—1,1] donc elle converge. Soit n € N*.

e S SRR 0
S k=ntl \2 k=0 \2 2 k=0 \2 2 T
2

Finalement, on trouve : R,, = u,,.

b) Soit n > 2.

1
o gna—« 20 n 1 n
T 5 ()
us_y 1 2 2 21—«
on—1
La série ) . v, est une série géométrique (a constante multiplicative prés) de raison ¢ = 5T a > 0.
On a
L P
21—

< In(1) < (1 — o) In(2) (par stricte croissance de In sur]0,4o00[)

<~ 1-a>0

— a<l

La série ) v, converge si et seulement si a < 1.
3. Soit n > 2. On remarque que u, = R,_1 — R,.
R, 1—R
On en déduit que : v, = — 1a i
Rn—l
4. En prenant a =1,
a) Soit n > 2. On a
R, 1—R R
In(l—-wv,) =In (1 - nln) =In ( - > =In(R,) — In(R,—1)
Rnfl Rnfl
b) Soit n > 2. Par sommation télescopique :
n n

> In(1—wp) = > (In(Rg) —In(Ri—1)) = In(R,) — In(Ry)

k=2 k=2
Puisque la série ) w, converge, il vient : lim R, =0.Dou: lim In(R,)—In(R;)= —oc.

n—-+o0o n——+oo

n
Ainsi: lim > In(1 —vg) = —oo et donc la série > In(1 — v,) diverge.
n—+00 1o

On sépare ensuite deux cas.
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x Si (vp) ne converge pas vers 0, alors la série Y v, diverge (grossiérement).
x Si vy, = 0, alors In(1 —v,) ~ —w, et donc les séries Y v, et > In(1 —v,) ont méme
n—-+00 n—-+oo

nature par critére de comparaison par équivalence. On en déduit que la série Y v, diverge.

5. On suppose : a > 1.
a) On sait que R, —+> 0, donc il existe un entier N € N* tel que, pour tout entier n > N, on
n—-+0o0

a 0 < R,—1 < 1. Par suite, pour tout entier n > N, on a RS _; < R,—1 (car a > 1).

b) Pour tout entier n > N, on a :
Un o Un

=
o Rn—l

n—1

Un =

Un

Or, la série ) 7
n—1

comparaison pour les séries & termes positifs, on en déduit que la série > v,, converge.

diverge d’aprés le cas @ = 1 traité a la question précédente. Par critére de

6. On suppose : 0 < o < 1.
a) Soit n € N*.

Rn—l 1 Rn—l
/ — dt = / T dt
n Rn
t—a+1 Fn—
B [ —a+1 }
Rp
1

~1_a (R, — Ry,™®)

1

1
b) On pose f : 1+ —. La fonction f est décroissante sur 10, +00]. Par croissance de l'intégrale, les

bornes étant rangées dans l'ordre croissant :

Rn—l - Rn Fn— 1 1 1— 1—
n = —— < — dt = R~ —R,~“
Y RS /n e l-a ( w )

n
Or, puisque 1 —a > 0 :
n

3 (Rio2—Bi®) = R - R — R

k=2 n—-+00

donc la série ) (R}I:(f — R}fa) converge. Par critére de comparaison pour les séries & termes
positifs, on en déduit que la série > v, converge également.




