E2A Mathématiques appliquées

Planche HEC : étude d’une suite implicite

Exercice avec préparation 1

2n
Pour tous n € N* et 2 € R, on pose P,(z) = > .
k=0

1. Cours : Enoncer les trois théorémes de comparaison de séries & termes positifs.

2. Ecrire un script Python permettant de représenter la fonction Pjgg sur [—1,1].

3. Pour z € R\ {1} et n € N*, montrer que P)(x) = @17
x [e—

ol (), est une fonction polynomiale &

déterminer.

4. Déterminer les variations de P, pour n € N*. Montrer en particulier que P, admet un minimum
sur R atteint en un unique point u, de | — 1,0].

5. Compléter le code ci-dessous afin que I'instruction u(n) renvoie une approximation de u, a 1073
prés.

def Q(n,x):
return ...

def u(n):
a, b= ..., .
while b-a > ...:
c = (a+b)/2
if Q(n,a)*Q(n,c) < O:

j© joo N o ot b jw N e

else:

L
b o

return ...

‘ =
)

6. Déterminer un équivalent simple de In(2n + 1 — 2nuy,).
7. En déduire la limite de u,, lorsque n tend vers +o0.

8. On pose, pour tout n € N*, h,, = u,, + 1. Déterminer un équivalent de h,, lorsque n tend vers +oc.
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Réponses de I’exercice avec préparation 1 :

1. Soient Y wu, et > v, deux séries & termes positifs.
« Si, pour tout n € N, 0 < u,, < vy, et si la série Y v, converge, alors la série > u, converge.
e Siup, = o0 (vp) et silasérie Y v, converge, alors la série > u, converge.

n——+oo

o Siu, ~ wy,alors les séries > u, et Y v, ont méme nature.

n——+oo

2. On donne ci-dessous un script Python permettant de représenter la fonction Pjgo sur [—1,1].

1 def P(n,x):

2 S=0

3 for k in range(2%n+1):

4 S += xxx*xk

5 return S

6

7 n = 100

s abscisse = np.linspace(-1,1,1000)

9 ordonnee = [P(n,x) for x in abscissel

plt.plot(abscisse, ordonnee)
plt.grid()
plt.show()

e
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On peut améliorer le code en faisant moins de calculs de produits pour les puissances de z.

def P(n,x):
S=20
puissancex = 1
for k in range(2*n+1):
S += x¥xk
puissancex *= x
return S

n = 100

abscisse = np.linspace(-1,1,1000)
ordonnee = [P(n,x) for x in abscisse]
plt.plot(abscisse, ordonnee)
plt.grid()

plt.show()
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3. Soit n € N*. Soit z € R\ {1}.
On remarque que P, (x) est une somme géométrique de raison x # 1, on peut donc écrire :

1 — gp2n+1
Pule) ==~
La fonction P, est dérivable sur R\ {1} comme fonction polynomiale :

, _ —(2n+ Dz (1 —2) + (1 — 2221 _ Qu(x)
Fal@) = 1) “ 1P

ou
Qn(z) = —(2n 4+ 1)2®"(1 — z) + (1 — 2>+
=1—2* — 2n 4+ 1)2® + (2n + 1)z
=1—(2n+ 1)z + 2ng?" !

La fonction @),, est bien polynomiale.
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4. Soit n € N*,
o La fonction @, est dérivable sur R. Soit x € R.

Q. (z) = —2n(2n + D)z®" ! + 2n(2n + 1)2®" = 2n(2n 4+ 1)2*" Yz — 1)

Dressons le tableau de variations de @, :

z —00 0 1 +00
Signe de @), (x) + 0 - 0 +
1 +00
Variations de @, / \ /
—00 0

Par théoréme de la bijection, I’équation @, (z) = 0 admet une unique solution dans |—oo, 0], que
I'on note u,.

x Il est clair que u, < 0.
x Qu(—=1)=1—(2n+1) —2n = —4n < 0 donc u, > —1.

un € |—1,0]

e Pour z > 0, la formule
2n

Pl(z) = ka1 >0
k=0
prouve que P, est croissante sur [0, +o0].

« Pour z < 0, P/ (z) a le méme signe que Q,(z). On en déduit le tableau de variations de P, :

z — 00 Up, +00
Signe de P)(z) - 0 +
+00 +oo
Variations de P, \ /
P(uy)

La fonction P, admet un minimum atteint en u,, et seulement en ce point.

5. On implémente l'algorithme de dichotomie.

1 def Q(n,x):

2 return 1 - (2*n+1) * x**(2*n) + (2%n) * x*x*(2*nt+1)
3

4 def u(n):

5 a, b=-1, 0

6 while b-a > 10*%*x(-3):

7 c = (ath)/2

8 if Q(n,a)*Q(n,c) < O:
9 b=c

10 else:

1 a=c

12 return c
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6. Pour tout n € N*, —1 < u,, < 0 donc In(2n 4+ 1) < In(2n + 1 — 2nu,) < In(4n + 1).

In(2 1 In(4 1
M let M — 1, il vient par théoréme d’encadrement :

Pui
HHsaue In(n)  n—too In(n) n—+too

In(2n +1—2nu,) ~ In(n).

n—-+oo

7. Soit n € N*. Par définition, @, (u,) = 0. Or,

Qn(un) =0 << 1-— (2n + 1)ui” 4 QTLu,QLn—H -0

1—u? (2n 41— 2nu,) =0
1

In(2n + 1 — 2nu,) = —nIn(u?)
In(2n + 1 — 2nu,) = —nIn((—u,)?)
In(2n + 1 — 2nu,) = —2nIn(—u,) (car u, < 0)

rrr o

) In(n .
On en déduit que In(—u,) ~ — (n) donc In(—wu,) — 0 par croissances comparées.
n——+oo n n—-+4oo

Dou: u, — -—1.
n—-4o0o

8. On remarque que, pour tout n € N*, —u, =1 — h,. On en déduit, puisque h, —+> 0, que :
n—-+0o0

—hp, ~ In(1—h,) ~ -—

n—+oo n—+o0o 2n




