E2A Mathématiques appliquées

Planche HEC : étude d’une suite récurrente

Exercice avec préparation 1
On admet la propriété (P) suivante :
Si la suite réelle (uy,)pen converge vers le nombre réel L, alors la suite (V,,)pen définie par :

1
VneN,V, =

H(uo +ur + . Up—1)

converge aussi vers L.
On se donne deux nombres réels a et 3 tels que 0 < a < S.
Soit (un)nen la suite réelle définie par :
14 auy,

ug>0etVn e N, u = Up——
0 s Un41 n 1+ Bun
1. Question de cours : Convergence et divergence des suites réelles monotones.

2. Dans cette question seulement, on suppose o =1 et § = 2.

a) Etudier les variations de la fonction f définie sur R, par :

1+
flz) =2
b) Etudier la convergence de la suite (uy,).
¢) Soit le programme Python suivant :
1 def f(x):
2 return x * (1+x) / (2+x)
3
4 x = np.arange(0.01, 5, 0.1)
5 plt.plot(x, £(x))
6
7z x = [0, 5]
s plt.plot(x, x)
9
10 u=2
u x = [u]
12y = [0]
13 for k in range(1, 11):
14 z = f(u)
15 x .append (u)
16 x.append(z)
17 y .append (z)
18 y . append (z)
19 u=z
20 plt.plot(x, y)
21 plt.show()

Expliquer ce que fait ce programme et ce qu’il illustre.

3. Dans le cas général, prouver que la suite (uy)nen converge et donner sa limite.
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4. On pose, pour tout n € N, v, = i Prouver que la suite (v,4+1 — vn)nen converge vers 5 — a.

5. En utilisant la propriété (P), déduire du résultat précédent un équivalent de u, de la forme qin

lorsque n tend vers +00, ol ¢ est un réel strictement positif.
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Réponses de I’exercice avec préparation 1 :

1. Soit (uy,) une suite croissante.

o Si (u,) est majorée, alors elle converge ;

o Si (u,) n’est pas majorée, alors elle diverge vers +oo.

e Si (uy) est minorée, alors elle converge ;

(un)
(un)
Soit (uy,) une suite décroissante.
(un)
(un)

e Si (u,) n’est pas minorée, alors elle diverge vers —oo.

2. a)

b)

Soit z € R. On a :

1:+:1:2
f) = 142z

donc la fonction f est dérivable sur R, comme quotient de deux fonctions polynomiales dérivables
sur Ry dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus :

, _(1+2x)(1+2x)—2(w+x2)_1+2x+2x2
o= A+ 207 = r20p

Posons P(x) = 1 + 2x + 222 et notons A le discriminant de ce trindme du second degré. On a :
A=4—-4x2=-4<0

On en déduit que P n’admet pas de racines et donc, pour tout x € R, P(x) > 0 (signe du
coefficient dominant).

La fonction f est donc strictement croissante sur R.

« Montrons par récurrence : Vn € N, P(n)
o P(n): «uy >0 et upt < up »
Initialisation :
Par hypothése ug > 0. De plus :
ur 14 ug <1
uQ 1+ 2'LLO
donc u; < up. D’ou P(0).
Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).
Par hypothése de récurrence : u, > 0 et up11 < up.
Par stricte croissance de f sur Ry : up1 = f(uyn) > f(0) =0.
Toujours par stricte croissance de f sur Ry : upto = f(up+1) < f(un) = tny1.
D’ou P(n+1).
« D’aprés ce qui préceéde, la suite (uy,) est (strictement) décroissante et minorée par 0. D’apres
le théoréme de convergence monotone, la suite (u,) converge vers un réel ¢ vérifiant : £ > 0.

Ce programme permet de tracer les 11 premiers termes de la suite (u;,) (on projette sur le graphe
de f puis sur I'axe des ordonnées puis sur la droite d’équation y = x puis sur ’axe des abscisses
puis on recommence).

On obtient le graphique suivant (en bleu le graphe de f, en orange la droite d’équation y = x,
en vert le tracé des premiers termes de la suite (uy,)) :
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3.

Ce programme illustre la décroissance et la convergence de la suite (uy,).

14+ azx
O RS
n pose f:x x1+ﬁ:n

. La fonction f est dérivable sur R;. Soit > 0.
(1+2az)(1+ Bz) — Bz + az?) 1+ 20z + ofz?
(14 Bx)? (14 pr)?

Posons P(z) = 1 + 2ax + afz? et notons A le discriminant de ce trinéme du second degré. On
a:

fi(z) =

A =40’ — 4af = dafa — ) <0

On en déduit que P n’admet pas de racines et donc, pour tout z € R, P(z) > 0 (signe du
coefficient dominant). Ainsi, la fonction f est strictement croissante sur R .

Montrons par récurrence : Vn € N, P(n)

ot P(n) : «up >0 et upt1 < up »

Initialisation :

Par hypothése ug > 0. De plus :
up 1+ aup

u 1+ Bug

et a < f donc augy < fug done 1+ aug < 1+ Pug donc uq /ug < 1 (car 1+ Bug > 0) donc uy < ug.
D’ou P(0).

Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).

Par hypothése de récurrence : u, > 0 et upr1 < up.

Par stricte croissance de f sur Ry : w1 = f(uy) > f(0) = 0.

Toujours par stricte croissance de f sur Ry : upi9 = f(upt1) < f(un) = tpt1-

D’ott P(n +1).

D’aprés ce qui précéde, la suite (u,) est (strictement) décroissante et minorée par 0. D’aprés le
théoréme de convergence monotone, la suite (uy) converge vers un réel ¢ vérifiant : £ > 0.

La fonction f étant continue sur Ry, on peut appliquer le théoréme de point fixe et on a donc :
= f(£). Soit x > 0.

1+am_1>_(a—6)x2

== (1) =55

donc

2

flz)=2 <= 2°=0 <= =0
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On peut alors conclure que la suite (u,) converge vers 0.

4. Soit n € N.

Un+1 — Up = -

Puisque u,, — 0, on obtient bien : v,41 —v, — [ —a.
n——+0oo n—-+00

5. D’aprés la propriété (P) appliquée a la suite (V41 — Un)nen :

n—1
Z (Uk+1 - Uk)
k=0 — -«
n n—-+oo
Par télescopage, on obtient :
Un — Vo
= — [ -«
n n—-+4o0o
Or : "
0
— 0
n n—-+oo
D’ou :
Un
— — -«
n n—-+oo

Puisque 8 — a > 0, on peut alors écrire :

Finalement, on obtient : v, ~ ———.
e (B=an




