Colles de Mathématiques en E2A
Couples, DL

Semaine 11 : 24 - 28 novembre

Toutes les définitions et tous les énoncés de théorémes/propositions du cours sont exigibles des
éleves. Les démonstrations des théoremes du cours ne sont pas exigibles, sauf si elles apparaissent en
question de cours.

On pourra & tout moment demander & un-e éléve de donner la nature (réel, suite, fonction, en-
semble, proposition, etc) d’une expression manipulée dans un exercice, pour vérifier sa bonne com-
préhension. On pourra aussi demander de préciser quelles sont les variables libres et quelles sont les
variables liées (muettes).

On portera une attention toute particuliere a ce que les objets soient correctement introduits avant
d’étre utilisés, et ne soient pas introduits pour rien.

1 Chapitre IX : Couples

1.1 Définitions

e Couple de v.a.r. discretes.

e Loi de probabilité du couple (X,Y") (ou loi conjointe des v.a.r. X et V).
e Systéme complet d’événements associé & un couple de v.a.r. discrétes.

e Lois conditionnelles.

e Lois marginales.

e Indépendance de v.a.r. discretes.

e Transformée d’un couple : g(X,Y).

e Covariance de deux v.a.r. discrétes.

o Coefficient de corrélation linéaire.

1.2 Résultats

e Si (X,Y) est un couple de v.a.r. discrétes, alors la famille

([X=2]n[Y = y])(z,y)ex(sz)xy(sz)
est un sce (c’est le sce associé & (X,Y)) et on a
P((X==z]n[Y =y])=1
(z,1)EX(Q)xY ()

e Lien entre loi du couple, loi de X et lois conditionnelles de Y sachant les événements [ X = x].
o Lemme des coalitions.
e Théoréeme de transfert pour le calcul de I'espérance de g(X,Y).
e Espérance d’un produit dans le cas général (thm de transfert) et dans le cas de I'indépendance.
e Formule de Koenig-Huygens pour la covariance. Propriétés de la covariance. Lien entre V(X + V")

et Cov(X,Y).
e Variance d’une somme dans le cas de I'indépendance.
e Propriétés du coefficient de corrélation linéaire.



1.3 Meéthodes

Pour déterminer la loi de (X,Y) :
e On commence par déterminer X () et Y(Q).

e On fixe (z,y) € X(Q) X Y(Q), puis on décrit ’événement [ X = 2] N [Y = y]. Dans le cas fini, on
pourra déterminer les issues qui réalisent cet événement.

Pour déterminer la loi de X & partir de la loi du couple (X,Y), on utilise la formule des probabilités
totales pour écrire

P(IX =z]) = ;(Q) P(IX =z] n[Y =y])

Pour déterminer la loi de X a partir de la loi de Y et des lois conditionnelles, on utilise la formule
des probabilités totales pour écrire

P([X =z]) = ;(Q) P(IY = y]) Pry-y([X = z])

11 faut savoir déterminer la loi d’une somme ou d’un produit de deux v.a.r. , toujours en appliquant
la formule des probabilités totales.

Pour calculer P([X=Y]), P(X<Y]), P(X=<Y]), P[X>Y]), P[X=Y]),
P([|X-Y|=k]), P((X+Y =k]), P([XY =k]) ... le premier réflexe doit toujours étre d’ap-
pliquer la FPT avec le SCE associé a 'une des deux variables aléatoires.

Pour calculer P([X #Y]), on écrira P([X #Y])=1-P([X =Y]).

2 Chapitre X : Développements limités

2.1 Définitions

e Développement limité d’ordre 1, puis d’ordre 2, en un point xg.

2.2 Résultats

e Formules de Taylor-Young a ’ordre 1, puis a ’ordre 2, en un point xg.
e Développements limités usuels en 0.

e Position locale d'une courbe par rapport & sa tangente en x, en fonction du signe de f”(xo) # 0.

2.3 Meéthodes
1. Il faut connaitre quelques méthodes de calcul en pratique des DL :

1
e Substitution de = par e

e changement de variable z « —x
e troncature
e calcul via les dérivées (formule de Taylor-Young)

e somme/produit/composition. Citation du programme officiel : « Aucune connaissance (somme,
produit, composition...) concernant les techniques de calcul des développements limités n’est
exigible. » Il faut donc s’en tenir a des exemples trés simples et ne pas centrer le travail la
dessus.

2. Il faut savoir calculer un équivalent a ’aide d’un développement limité :

Soit f une fonction qui admet un DLy (0) : f(z) = a + bz + cz” + 00(x2).



e Sia # 0, alors f(x) ~, a
e Sia=0etb#0,alors f(x) ~ bz.

e Sia=b=0etc#0,alors f(x) ~ cx’.

3. Réflexes a avoir lorsque ’on calcule une limite.
e On regarde si c’est une F.I.
e Siil y a une F.I., on essaye de la lever par croissances comparées

e Si ce n’est pas directement une croissance comparée, on essaye de calculer un équivalent simple
de la fonction (on peut reconnaitre un produit d’équivalents usuels par exemple)

e En cas de somme ne permettant pas le calcul direct d’un équivalent, on utilisera un DL, (0)
pour obtenir ’équivalent

3 Questions de cours

1. Soit X et Y deux v.a.r. discrétes indépendantes suivant toutes deux la loi géométrique G (p) (avec
p € ]0,1[). En utilisant un sce associé & X, montrer que pour tout n = 2 :

PIX+Y =n]) = (n=1)p°¢""

(cf exo 5 TD)

2. Considérons deux variables aléatoires X et Y a valeurs dans N dont la loi conjointe est définie par :
i+

Va) N X =00y =) = i

X+Y

Calculer 'espérance de Z = 2 . (cf exo 11 TD)

3. Soient X;, Xy et X3 indépendantes et de méme loi B (p) ot p € ]0,1[. Montrer que les v.a.r.
Y = X1 X5 et Y5 = X5 X3 ne sont pas indépendantes. (cf exo 12 TD)
In(l+2x)-=x

4. Calculer lim 5

z—0 €T

5. Calculer le DLy(0) de f : z — z°¢” + 3z.
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