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DS4 (version B) - baréme (ESSEC II 2024)

La présentation, la lisibilité, ["orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies.

Les candidat-es sont invité-es a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électro-
nique est interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

St au cours de ’épreuve, un candidat ou une candidate repéere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il
sera amené & prendre.

On suppose, et c’est valable pour toute I’épreuve, que les librairies suivantes sont importées sous leurs
alias habituels :

e import numpy as np
e import numpy.linalg as al
e import numpy.random as rd

o import matplotlib.pyplot as plt
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On s’intéresse dans ce probléme a I’énergie d’un graphe qui est définie & partir de I’énergie de sa matrice
d’adjacence.

L’énergie d’un graphe a été introduite en 1978 par Ivan Gutman. Ce n’est qu’a partir des années 2000
que des recherches approfondies sur cette notion ont été entreprises.

Aujourd’hui plus de deux articles par semaine sont publiés sur ’énergie des graphes avec de nombreuses
applications dans divers domaines scientifiques.

Les parties 2 et 3 sont indépendantes et un bref aide-mémoire Python se trouve en page
6.

Dans tout le probléme n est un entier supérieur ou égal a 2.

On rappelle que la notation >  est analogue a la notation >, .
1<i,j<n (i.5)€[1n]?

Partie 1 - Energie et trace d’une matrice

1. Soit A une matrice carrée symétrique appartenant a ., (R). Justifier l'existence d’une matrice
carrée inversible P appartenant a ., (R) telle que P~ AP soit une matrice diagonale. Que peut-on
dire des éléments diagonaux de P~TAP?

« 1 pt : la matrice A est symétrique (réelle) donc est diagonalisable

o 1 pt : la matrice P~!AP est diagonale et ses coefficients diagonaux sont les valeurs
propres de A

n
» En notant A1, ..., A\, les éléments diagonauz de P~YAP, on pose alors E(A) = > |\|, on nomme
k=1

ce réel positif l’énergie de A.
On admet que cette somme ne dépend pas du choix de P.

1 -1 -1
2. Montrer que £(A) =3si A = (—1 0 0 )
-1 0 O

-1 0 -\
e 1 pt:rg(A— A3 =rg 0 -1 —1-X+)2
0 0 AALD(E2-N

« 1 pt:Sp(A)={-1,0,2}
elpt:EA)=|-1+0]+2[=1+2=3

3. Ecrire une fonction Python energie(A) qui renvoie ’énergie de la matrice symétrique représentée
par le tableau numpy A.

def energie(A)
D = al.eigvals(A) # tableau des valeurs propres de A

return np.sum(np.abs(D))

SR S

e 1 pt:D = al.eigvals(Ad)
e 2 pt : return np.sum(np.abs(D))

> Si A= (a;ij)i<ij<n est une matrice carrée appartenant a #y,(R), on définit la trace de A, notée
tr(A) par :

tr(A) = i am‘
=1
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4. Notons A = (ai;)1<ij<n ¢t B = (bij)1<ij<n-

n n
a) Montrer que : tr(AB) = (Z ai,jbj,i> = > aijbj
=1

‘ 1<ij<n

7 J=1
« 1 pt : AB = (cij)1<ij<n OU, pour tout (i,7) € [1,n]? :
n

Cij = . ikbr;
k=1

« 1 pt : calcul de tr(AB) = Y ¢;;
i=1

b) En déduire que : tr(AB) = tr(BA) et tr(*AA) = Y. a2,

Que peut-on dire de A si tr(*fAA4) =07
o1 pt : tI‘(AB) = Z ai,jbj,i = Z bMaM = Z bmam = tI‘(BA)

1<i,j<n 1<i,j<n 1<jisn
e 1pt:tr(fAd) = > a3,
1< j<n

o 1 pt : une somme de termes positifs est nulle si et seulement si tous les termes de
la somme sont nuls

e 1 pt:sitr(!fAA) =0, alors A = 0./.(R)
¢) Si A et B sont semblables, montrer que tr(A) = tr(B).
« 1 pt : il existe une matrice P € .#,(R) inversible telle que A = PBP~!
e 1pt:tr(A)=tr ((PB)P—l) — tr (P‘l(PB)> = tr(B)
5. Dans cette question A = (a; ;)1<i j<n €st symétrique et on utilise les notations de la question 1.
« 1 pt : il existe une matrice P € .#,(R) inversible telle que A = PBP~!
e 1pt:tr(d) =tr ((PB)P”) — tr (P*l(PB)) — tr(B)

a) Montrer que |tr(A4)| < E(A).

n
« 1 pt:onpose D= P AP et on a tr(A4) = tr(D) = A, car A et D sont semblables
k=1
o 1 pt : par inégalité triangulaire :
n n
PO VIEND BRI
k=1 k=1

n
b) Justifier que tr(A?) = > A7
k=1
e« 1 pt: A2=pPD?P!
n
e 1 pt:tr(A?) =tr(D?) = Y A}
k=1
6. Dans la console Python, on obtient :

> > > energie(3*np.eye(3)-np.ones([3,3]))
6.0

a) Déterminer quelle est la matrice A associée au tableau 3*np.eye(3)-np.ones([3,3]).

100 111 2 -1 -1
elpt:A=3l010]—-f111]=[-1 2 =1
00 1 111 -1 -1 2
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b) En calculant tr(A), tr(A42%) et en déterminant une valeur propre évidente de A, expliciter son
spectre et retrouver son énergie.

e 1 pt:tr(A)=6
o 1 pt: tr(A?) =18

2 -1 -1 1 0 1 1
1pt: -1 2 —1)|1]=(0]=0-|1] et puisque [1| # 04, (), on en déduit
-1 -1 2 1 0 1 1

que 0 est valeur propre de A.

o« 1 pt : la matrice A étant symétrique, elle est diagonalisable et admet 3 valeurs
propres (comptées avec multiplicité). Notons a et § les deux valeurs propres res-
tantes

« 1 pt : on se raméne a résoudre a? + (6 — a)? = 18
elpt:a?+(6—a)?=18 < a=3

« 1 pt: Sp(A4) ={0,3}

« 1 pt : la valeur propre 3 apparait deux fois donc £(A) = (0| +[3| + 3| =6

Partie 2 - Produit de Kronecker 2 x n de matrices symétriques

e Soit U = <Z :j)) une matrice carrée appartenant a .#2(R) symétrique et A une matrice carrée

appartenant a ., (R) symétrique.
On définit U * A la matrice carrée appartenant a .#s,(R) que 'on peut naturellement représenter

. (uA VAN .
ainsi <v 4w A> (écriture par blocs).

o Par exemple, si U = ( A 05

— DN
O =
_
=+
S
Il
RS
[ =)
O O =

1
0) ,alors U x A = (2A A) par blocs,
0

022011
2 0 0 100
N 2 0 01 00 , . .
douU=x A= 011000 (03 désigne la matrice nulle de .Z3(R)).
1000 0O
10 00 0O
1 Y
e Si X est une matrice colonne appartenant a .#s,1(R), X = © |, on écrira X = ( X1> avec
: 2
T2n
‘T'l Inﬁtl
X = et Xo = :

) . , . (uAX] +vAXs
On admet qu’alors la matrice colonne (U * A)X de .#5,1(R) est égale a (vAX1 N wAX2>'

7. a) Ecrire une fonction Python prod2K (u,v,w,A) qui étant donné U = <Z Z}) et A, représentée

par un tableau numpy, renvoie U * A sous la forme d’un tableau numpy.
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1 def prod2K(u,v,w,A):
2 n = len(A) # taille de la matrice A
3 K = np.zeros([2*n,2*n]) # K sera la matrice UxA
4 for i in range(n):
5 for j in range(n):
6 K[i,j] = u * A[i,j] # partie en haut & gauche
7 K[i+n,j] = v * A[i,j] # partie en bas a gauche
8 K[i,j+n] = v * A[i,j] # partie en haut & droite
9 K[i+n,j+n] = w * A[i,j] # partie en bas a droite
10 return K
e 1 pt:n = len(d)
e 1 pt: K = np.zeros([2%n,2*n])

e 4 pt : double boucle for imbriquée

b) Compléter le code suivant s’affichant dans la console Python :
>>>prod2K(...,-1,...,...)
array([[-2., 1., 2., -1.],
1., -2., -1., 2.1,
2., -1., -4., 2.1,
-1., 2., 2., -4.11)
e 3 pt : prod2K(1,-1,2,np.array([[-2,1],[1,-2]11))

8. Soit Z un vecteur propre de U pour la valeur propre A et X un vecteur propre de A pour p. On

aX
pose Y = (bX)'

a) Etablir I'égalité : (U« A)Y = M<(ua +ub)X )

(va + wb) X

uA(aX) +vA(bX)
vA(aX) + wA(bX)>

o« 1 pt : X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre p

.1pt:(U*A)Y=<

e 1 pt : fin du calcul
b) Montrer que Y est un vecteur propre de U % A et préciser pour quelle valeur propre.
e 1 pt : Y n’est pas le vecteur nul

e 1 pt:ua+uvb=Aa et va+ wb= X\

. A (wa+vd)X\ [ AaX) aX\
e 1 pt: (UxA)Y = M((va—&—wb)X =y ) = LA x| = uAY donc Y est un vecteur

propre de U * A pour la valeur propre pA
9. a) Justifier existence d’une base ((Z), <2)> de A5 (R) et de (X1, ..., X,) une base de 4, 1 (R),

formée de vecteurs propres de U et A respectivement.

e 1 pt : les matrices U et A sont symétriques donc diagonalisables

» On note y1 et o les valeurs propres associées a (Z) et (2) respectivement et (1, ..., b, celles
associées a X1, ..., X, respectivement.
. - G,Xi L CXZ‘
On pose, pour tout i € [1,n], Y; = (le) et Z; = <dXz->'

b) Montrer que la famille (Y1, Z1,...,Y,, Z,) est libre.
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10.

« 1 pt : définition de la liberté bien écrite
n n Z (ayi + Czi)Xi
e lpt: Y yYi+ > %2 = |3
i=1 i=1 > (byi +dzi) X

i=1

« 1 pt : par liberté de la famille (Xq,...,X,,), on a :

Vi e [1,n],ay; +cz =0 et Vi€ [1,n],by; +dz; =0

« 1 pt : traduction en (Z ;) (7;) = <8> et preuve du fait que la matrice (Z fl) est

inversible
¢) En déduire que U % A est semblable & la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont
YIHL, V2015 - - -5 Y10, V20
e 1 pt : la famille 7 = (Y1,71,...,Y,,Z,) est libre et Card(F) = n+n = 2n =
dim(.#2y,,1(R)) donc la famille (Y1, Z1,...,Y,, Z,) est une base de .#5,1(R)

e 1 pt : Y; est un vecteur propre de U x A associé a la valeur propre 7 u; et Z; est un
vecteur propre de U x A associé a la valeur propre o

e 1 pt : on note P la matrice dont les colonnes sont, dans cet ordre, Y7, Z1,...,Y,, Z,.
D’aprés la formule de changement de base, la matrice D = P~1(UxA)P est diagonale
et ses coeflicients diagonaux sont, dans cet ordre, Vi1, Vo1, -, Y1 hn, Y2ln-

d) En conclure que E(U x A) = E(U) x E(A).
e 1pt:EUxA) = Zl || + Zl |v214i]
L 1pt s EU) = (] + el et £(4) = 3 [
e« 1 pt : reste du calcul

Un exemple - On considére un graphe GG,,, non orienté et sans boucle, dont les sommets sont 1,...,n
et 'ensemble des arétes est noté A,. On définit le graphe G, dont les sommets sont 1,...,2n et
les arétes sont celles de Gy, ainsi que, pour toute aréte {7, j} € A,, les arétes {i+n,j} et {i,7+n}.
Voici un exemple de représentation de G4 et Gg :

On note A,, et As, les matrices d’adjacence de G,, et Gay,.
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a) Déterminer U telle que Ag, = U x A,,.

011001710
10011001

01 10 10011001

100 1 011007110
elpt:Ai=1|, g4 =|y 1100000
01 10 10010000
10010000

01100000

. _(As Ay (11
olpt.A8—<A4 04)—(1 0>*A4

e 3pt: U= G é) (preuve dans le cas général)

b) En déduire que £(Az,) = V5 E(A,).
. 2pt:Sp(U):{1+\/5 1_\/5}

2 72

CLpts ) =l = L g

Partie 3 - Encadrement de ’énergie d’une matrice d’adjacence
Soit m, n et p des entiers telsque m > 1, n > p > 2.

On suppose dans cette partie que A = (a;,j)1<i,j<n est la matrice d’adjacence d'un graphe G(A), non
orienté sans boucle, & n sommets 1,...,n, m arétes et n — p sommets isolés, c’est-a-dire de degré 0.

On note (E1,..., Ey) la base canonique de ., 1(R) et I I'ensemble des sommets non isolés de G(A).

11. a) Montrer que > aj; = Y, a;;=2m.
1<igsn (i,5)eI?
« 1 pt : si igp est un sommet isolé (c’est-a-dire si iy ¢ I), alors, pour tout j € [1,n],
ai,; =0 et a;;, =0 (ip n’a aucun voisin et le graphe G(A) est non orienté)

elpt: > ai ;=) ai;+2 > aij
(i,5)€I? iel (i,5)er?
1<j

« 1 pt : le graphe G(A) est sans boucle, donc ) a;; =0
iel

« 1 pt : le graphe G(A) posséde m arétes et la somme ) a;; compte précisément

(i,j)el?
1<j

le nombre d’arétes (la restriction i < j permet de ne pas compter deux fois la

méme aréte) donc ), a;;=m
(i.j)er?
1<j
. . 2m
b) Etablirque : 1 < — <p—1.
p

e 1 pt : formule d’Euler bien énoncée
« 1 pt : pour i € I un sommet non isolé, on a 1 <deg(i) <p—1
elpt:p<2m<pp-1)
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e 1 pt : rappel de p > 2 > 0 pour conclure

12. a) Justifier qu’il existe une matrice carrée inversible P appartenant a .#, (R) telle que P~'AP soit
une matrice diagonale différente de la matrice nulle.

« 1 pt : la matrice A est symétrique (réelle) donc elle est diagonalisable. A ce titre,
il existe une matrice carrée inversible P appartenant & ./, (R) telle que D = P~1AP
soit une matrice diagonale

« 1 pt : le graphe G(A) posséde au moins un sommet non isolé (puisque p > 2) et
donc sa matrice d’adjacence n’est pas nulle

» Dans la suite on note D cette matrice diagonale.

b) En déduire que tr(D) =0, tr(D?) = Y a?, =2m.

— %]
1<i,5<n

e 1 pt: tr(D)=tr(A) car A et D sont semblables

n n

elpt:) aj; =) 0car G(A) est sans boucle
= :

e« 1pt: Z a%j = z a;j car a;; € {0, 1}
1<ij<n 1<4,j<n

» On suppose dans la suite que P est telle que les éléments diagonauz de D, A1,..., A\, vérifient
A1l = -+ = |\n]. On pose 6 = max Ak

<k<n
18. a) Soit k un sommet isolé. Montrer que Ej € ker(A).
En déduire que dim(ker(A)) > n —p puis que, sip <n, App1 =--- =\, =0.

a1,k
e 1 pt: AE, = =0.4,.(r) car k est un sommet isolé
n.j;
o 1 pt : la famille 7 = (E}), 7 est une famille libre de cardinal n —p dans ker(A), donc
dim(ker(A)) >n —p

« 3pt:sip<n,alors A\,;1 = -- =\, =0 (modulation selon la qualité de la rédaction)

P
b) Montrer que Y. A2 = 2m puis que 0 < 6 < +/2m.
k=1

P
e 1pt:2m=1tr(D?) =) A\
e 2 pt : 0 >0 par ’absurde (1pt pour I’inégalité large)
e 3 pt: 0 <2m par absurde (1pt pour l’inégalité large)
c¢) Soit r € N* et x1,...,z, des réels. Montrer que : Y. 2z2; < >, (22 + :c?)

I<ij<r I<i,g<r
~ 2
En déduire que | > x; | <r (> z7 ).
i= i=1

1
e 1 pt: (x; —x;)° >0 (0 pt si fausse équivalente écrite avec la somme)

. 1pt: (2 xz>2 S g

=1 1<e,5<r

T
«2pt: %(w?—i—xf):r(fo)
<ij<

=1

d) En conclure que £(A) < 0+ /(p—1)(2m — 62).

« 1 pt : numérotons z,...,z, les réels |\|,...,|)\,| de telle sorte que z, = |0]
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14.

15.

.1pt:(p—1)(2m—92):(p—1)‘ x?
e 1pt:(p-— 1)i1 ?2(1219&')

. 1pt: (pf g:,»>2 — (£(A) — 0)?

i=1
e 1 pt : conclusion
On admet qu’on peut choisir la matrice P de la question 12.a) de sorte que P~! =P,
On pose alors Q) =
Soit X = | © | une matrice colonne appartenant a ./, 1(R) et Y = QX =
Tn Yn
» On admetl que si M est une matrice carrée appartenant o M, (R) et Z une matrice colonne
appartenant My 1(R) alors '(MZ) =tZ'M.
» SiU etV sont deux matrices colonnes appartenant a My 1(R), 'UV est une matrice carrée
appartenant o 4 1(R), on lidentifie a son unique coefficient. Donc 'UV € R.
a) Montrer que Q! =!Q puis que A =‘QDQ et 'YY =X X.
e 1pt:'QQ=1("P)P=P'P=PP =1,
e 1pt:'QDQ='P)D'P=PDP'=P(P'AP)P™' = A
e 1 pt:YY =4QX)QX ='X'QQX ='XI,X =tXX

b) Montrer que ' XAX =Y DY = Z PRI
. 1 pt: 'YDY = HQX)DOQX = tXtQDQX EXAX

«1pt:!YDY = Z ALy?
k=1
¢) En remarquant que z y? =YY, en déduire que X AX < 6 'XX.
k=1

« 1 pt:Vk € [l,n], \yi < 0y} puis Z Aoy < HZ i

n n
e 1pt:IXAX =3 My2 <Y y2=01YY =0"'XX
k=1

Soit U la matrice colonne appartenant a .2, 1(R) dont le iéme coefficient vaut 1 si i n’est pas isolé
et 0 sinon.

2
a) Montrer que 'UAU = 3 a;; = 2m. En déduire que om <.
p

(4,5)€l?
n n n
e 1pt: [AUlk = ) apjuj = ) arj uj +Z akj Uj = ). Qkj
j=1 j=1 ~~ j=1 S~~~ j=1
Jel =1 j¢rI =0 jel

e 1 pt: ! UAU =2m
« 1 pt : on applique la question 14.c) avec X =U

e 1pt:UU= Zuk—21—
=1 kel
b) Etablir que :

< <

N
—

*@%

sl-
=
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1 V2
.1pt:—<—m
VD p
V32 0
.1pt:—m<—
p V2m
0
e 1 pt: — <1
P V2m

16. a) Etudier la fonction F : z +— 2 4+ +/(p — 1)(1 — 22) sur [0, 1].

« 1 pt : par somme et composition, la fonction F' est continue sur [0, 1] et dérivable
sur [0,1] (0 pt si la dérivabilité est annoncée sur [0, 1])

V1i—22 —xyp—1
e 1pt: Fl(zx)= T IVP
V1— a2
1
e2pt: Fl(z) >0 <= 0< < —
VP
. 1pt:
x 0 N 1
Signe de F'(z) + 0 -
N/l
Variations de F /
‘p—l 1

V2
b) En déduire que £(A) < v2m F <m>7 c’est-a-dire que :
p

E(A) < — + -V (p—1)2m(p*-2m) (1)
p p
2pt:E(A) <V2m F (9)
' h V2m
0 2
gt r () <r V2m
V2m p
V2 2 1
e 1pt:v2m F ALy —m+f\/(p—1)2m(p2—2m)
p p p
17. On suppose dans cette question que A est la matrice d’adjacence d’un graphe complet de sommets
-1
1,...,ndoncm = n(n2) et p=n.
a) Représenter la matrice A.
0 1.weeee 1
capt:A= [t T
L
Tovenns 1.0
b) Montrer que —1 est une valeur propre de A et que le sous-espace propre associé est de dimension
n— 1.

10
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RS (P 1
11 .

e 1 pt:rg(A—(—1I,) =rg(A+1,) =1g DT T =1
: '.. '... .1
1.oonn.. w11

e 1 pt:dim(EF_1(A4)) =n —1 (théoréme du rang)
c) Etablir aussi que n — 1 est une valeur propre de A. En déduire que £(A) = 2(n — 1) et que
I'inégalité (1) est alors une égalité.

0 1-vv-n-. 1
(ot !

-+
Il
I
—
S
[
—_
~—

olp

e 1 pt: dim(E,_1(A)) =1 par double inégalité

e 1pt:E&(A)=2(n-1)

n(n—1)
2

» Onnotea= min |A\;| et = max |A\g|. On note aussi d le degré mazimal des sommets du graphe
1<k<p 1<k<

G(A). o

2 1
« 1 pt comme m = et p=mn, —m+f\/(p—1)2m(p2—2m):2(n—1)
p p

18. Ecrire une fonction Python degMax (A) qui renvoie le maximum des degrés des sommets du graphe
G(A), celui-ci étant donné par sa matrice d’adjacence sous la forme du tableau numpy A.

e 1 pt : calcul du degré d’un sommet via A
e 1 pt : calcul du maximum via une boucle et un test conditionnel
o 2 pt : bonus si le reste est cohérent
19. a) Montrer que pour tout j € {1,...,p}, [\j| (a+ B) > )\]2- + af.
e 1pt: N (a+h) =N +a8 < 0= NP =N (a+B)+aB < 0= (IN]—a)(|A]-B)
elpt:|Nj|—a>=>0et|\]|—-5<0

b) En déduire que (a + )£(A) > tr(A?) + paf, puis que £(A) > mtrpﬁaﬁ.
«
P P P
e 1pt:(at+p)s [Nl= X A+ 30 aB= 3 A} +paf
J=1 Jj=1 Jj=1 j=1
P
e 1pt: > )\?:tr(AQ)
j=1
P
« 1pt: Zl [Ajl = E(A)
J:

o 1 pt : tr(A?) = tr(D?) = 2m
a+ bt

¢) Soit a et b deux réels strictement positifs tels que a < b%. Etudier les variations de ¢ : t T

sur Rt.

« 1 pt : la fonction ¢ est dérivable sur RT™ comme quotient de deux fonctions po-
lynomiales dérivables sur RT dont le dénominateur ne s’annule pas sur R™ (car

b > 0)

b(b — (a+ bt ¥ —a
‘1pt:90,(t): (+(tb)+t()2+ ):(b—l-t)2 =0

2
d) Montrer que 2m < pB%. En déduire que £(A) > %

11
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n P p
elpt:2m=tr(D)=> =S A=Y [N}
k=1 k=1 k=1
« 1 pt : pour tout k € [1,p], |\|?
o 1 pt H
2m
2m +paf D +of
a+p P a+p
a+ ba 2m
= ota=— ethb=
P (ot a ) B8)
=pp(a)
1pt s o) > p0) = & = 27
e 1 pt:yla)=p0)=-=—
b pp
T
20. Soit X = [ ! | un vecteur propre pour une valeur propre A de A telle que |\ =
Tp
a) Montrer que pour tout i € {1,...,n}, B |z;| < d jnax. |acj|
n
e 1pt:dz=) ajpxp
k=1
o 1 pt : inégalité triangulaire
o 1 pt : majoration par le max
n
e 1pt: > a;;=deg(i) <d
k=1
2 2
b) En conclure que £(A) > 7m > 7m1 (2).
« 1 pt:onfixeic{l,...,n} tel que |z;| = max |z}
1<j<n

e 1 pt : |z;| > 0 en raisonnant par ’absurde
e 1 pt:d<p—1 en raisonnant par ’absurde

¢) Montrer que I’égalité dans (2) est réalisée pour la matrice A carrée appartenant a ., (R) associée
au graphe dont I'unique aréte est {1,2}.
e 2 pt : rg(A) = 2 et 0 est valeur propre de A de multiplicité n — 2 (autrement dit,
dim(ker(A)) =n — 2)
e 2pt: AeSp(4) < Ne{-1,0,1}
e l1pt:&(A)=1x|-14+1x]|1]+(n—2)x[0] =2

« 1 pt : pour le graphe considéré : m = 1 (il y a une unique aréte) et p =2 (il y a

exactement deux sommets non isolés : ceux qui sont reliés par ’unique aréte du
he). D’ 2m  2x1 )
raphe ou —— =
grap —1 2-1
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