E2A Mathématiques appliquées

Planche HEC : variables aléatoires a densité (1)

Exercice sans préparation 1

Soit A un réel strictement positif.

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A\, définie sur un espace
probabilisé (2, 7, P).

On note V = max(X,1— X) le maximum de X et de 1 — X, et 'on admet que V est bien une variable
aléatoire sur (Q2, o7, P).

1. Déterminer V(Q2), I'ensemble des valeurs possibles pour la variable aléatoire V.

2. Déterminer la fonction de répartition de V. V est-elle une variable aléatoire & densité ?
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Réponses de I’exercice sans préparation 1 :

1. On remarque tout d’abord que, pour tout z € R,
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On pose ¢ : © — max(z,1 — z), de sorte que V = g(X).
On sait que X () = [0, +o00[. D’ot V(2) = ¢([0, +o0]).
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D’aprés (x), pour tout x € R, g(z) = {

On en déduit que g est décroissante sur [0
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] et croissante sur [%, +ool.
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Dot : V(Q) = [5, +oo.
2. Soit z € R.
Premier cas : = < %
Alors Fy(z) = 0.
Deuxiéme cas : x > %
Fy(z) =P([V < z])
=P(X <z]N[1-X <z
=P(X <z]N[X >1-1z])
=Pl —z< X <z (on a bien x > 1 —x d’aprés (x))
= Fx(z) — Fx(1 —x) (car X est a densité)
o Premier sous-cas : < 1.
Alors
Fy(z) = (1 —e ) — (1 — e 172
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o Deuxiéme sous-cas : © > 1.
Alors
Fy(z)=1- e M
Conclusion :

1— e—)\x

0

Fy:ar { e M) _ oAz

sixz>1
si 3 <z<l

: 1
Sl$<§

La fonction Fy est continue sur R (c’est en particulier vrai en % et en 1) et est de classe C! sur R

éventuellement privé de % et de 1.

On peut alors conclure que V est une variable aléatoire & densité.




