Lycée Carnot Rappels de cours sur les équations différentielles linéaires a coefficients constants E2A

1 Equations différentielles linéaires : cas général

Théoreme 1 (Principe de superposition). Soient

-1
(El) any(n) + an—ly(n ) t+oeee+ aly’ +apy = bl
et
(E3) any(n) + an—ly(n_l) +ootayy +agy = by

deuz équations différentielles linéaires da coefficients constants différant seulement par leur second membre.
Soient y; une solution de (E1) et yo une solution de (E3). Alors y; + yo est une solution de l’équation différentielle

(n) (n-1)

1
any ~ tan-1y ceetary +agy =by + by

2 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Théoreme 2 (Solutions dans le cas homogene). L’ensemble des solutions de l’équation différentielle linéaire homogéne
d’ordre 1 d coefficients constants (Eo) :y' = ay est

Sy = {t - Ce™ | C e R} = Vect(t - e“t)

Pour le dire autrement, y est une solution de (Ey) si et seulement si il existe C € R tel que pour toutt € R, y(t) = Ce™.
En particulier, on remarque qu’il existe une infinité de solutions.

Théoreme 3 (Existence et unicité d’une solution au probléme de Cauchy). Soit ¢ € R. On considére le probléme de
Cauchy

y' = ay
) {yw) -

1l existe une unique solution au probléme de Cauchy (Py), qui est la fonction
fite ce™

Théoreme 4 (Solutions dans le cas ot il y a un second membre). Soit (E) : y' = ay + b une équation différentielle
linéaire d’ordre 1 a coefficients constants. Soit y, une solution particuliére de (E). On note Sy l’ensemble des solutions
de équation différentielle homogeéne associée y' = ay. L’ensemble des solutions de (E) est

S={yp+y0|y0GSO}={tHyp(t)+C€at|CER}

Théoreme 5 (Existence et unicité d’une solution au probléme de Cauchy). Soit ¢ € R fizé. On considére le probléme
de Cauchy

P) {y' =ay+b

y(0) =c¢

Il existe une unique solution au probléme de Cauchy (P).

On considere dans la suite de cette partie ’équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants
(B):y =ay+b
et on suppose que a # 0.

Théoreme 6. Sib est une constante, alors I'équation différentielle (E) admet pour solution particuliére la fonction
constante

ti—’—a

Cette solution particuliére est l'unique équilibre de I'équation différentielle (E).
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Théoreme 7. Sib est une fonction polynomiale, alors il existe une solution particuliére de (E) qui est également une
fonction polynomiale, de méme degré que b.

Théoreme 8. On suppose que le second membre est de la forme b : t — Q(t)eﬂ’t ot v € R et Q est une fonction
polynomiale. Alors il existe une solution particuliére de (E) qui est de la forme t S(t)evt ou S est une fonction
polynomiale. On peut préciser la forme de cette solution en distinguant deuz cas.

Premier cas : v # a. Alors il existe une solution particuliére de (E) de la forme
te R(t)e"

ot R est une fonction polynomiale de méme degré que Q.

Deuziéme cas : v = a. Alors il existe une solution particuliére de (E) de la forme
t e tR(t)e"

o R est une fonction polynomiale de méme degré que Q.

3 Equations différentielles linéaires d’ordre 2

Théoreme 9 (Solutions dans le cas homogene). Soit
(Ep) y' +ay +by=0
une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéne da coefficients constants.

On introduit le polyndme caractéristique :

P(X)=X"+aX +b

Notons A le discriminant du polynéme P(X) = X +aX +0b. 1l y a trois cas possibles :

e Si A >0, alors le polynome P(X) admet deuz racines distinctes notées ry et ro. L’ensemble des solutions de
léquation différentielle homogéene (Ey) est alors

So = {t et e [ (A p) € RZ}
= Vect (t et erzt)

e Si A =0, alors le polynéme P(X) admet une unique racine notée ry. L’ensemble des solutions de ’équation
différentielle homogéne (Ey) est alors

So = {t = M+ w)e™ | (A n) €R”}
= Vect (t - te e erot)
o Si A <0, alors le polynome P(X) n’admet pas de racines réelles et on ne peut rien dire (cas hors-programme).

Théoreme 10 (Existence et unicité d’une solution au probleme de Cauchy). Soit (o, 3) € R>. On considére le
probléme de Cauchy

Y +ay +by=0
(Fo) y(0) = «
y(0)=5

1l existe une unique solution au probléme de Cauchy (Py). Plus précisément,

e Si A >0, alors le polynome P(X) admet deux racines distinctes notées r1 et ro. L’unique solution du probléme
de Cauchy (Py) est la fonction

rot

t et + pe
ot (A, ) est le couple solution du systéme linéaire

y(0) = o — { A+ I
y(0) =5 naA + rap

|
Q

1l
=
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e Si A =0, alors le polynome P(X) admet une unique racine notée ro. L unique solution du probléeme de Cauchy
(Py) est la fonction

rot

te (M+p)e

ot (A, ) est le couple solution du systéme linéaire

y(0)=a={ L= «
J(0) =8 Ao+ orop =

Théoreme 11 (Solutions dans le cas ot il y a un second membre). Soit (E) : y”+ay'+by = c une équation différentielle
linéaire d’ordre 2 d coefficients constants. Soit y, une solution particuliére de (E). L’ensemble des solutions de (E)
est

S={yp+y0|yOESO}

ou Sy est l’ensemble des solutions de ’équation différentielle homogéne associée y" + ay' + by =0.

Théoreme 12 (Existence et unicité d’une solution au probleme de Cauchy). Soit (o, 3) € R>. On considére le
probléme de Cauchy

y”+ay'+by=c
(P) y(0) =
y'(0) =8

Il existe une unique solution au probléme de Cauchy (P).

On considere dans la suite de cette partie I’équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants
(E):y" +ay +by =c
et on suppose que b # 0.

Théoreme 13. Sic est une constante, alors I’équation différentielle (E) admet pour solution particuli¢re la fonction
constante
t —
s
Cette solution particuliére est l'unique équilibre de I'équation différentielle (E).

Théoreme 14. Si ¢ est une fonction polynomiale, alors il existe une solution particuliére de (E) qui est également
une fonction polynomiale, de méme degré que c.

Théoreme 15. On suppose que le second membre est de la forme c : t — Q(t)evt o v € R et Q est une fonction
polynomiale. On rappelle qu’on note P(X) le polynome caractéristique associé da ’équation différentielle (E). Alors il
existe une solution particuliére de (E) qui est de la forme t — S(t)ewt ou S est une fonction polynomiale. On peut
préciser la forme de cette solution en distinguant trois cas.

Premier cas : v n’est pas racine de P(X). Alors il existe une solution particuliére de (E) de la forme
te R(t)e"

ot R est une fonction polynomiale de méme degré que Q.

Deuxiéme cas : 7y est une racine simple de P(X). Alors il existe une solution particuliére de (E) de la forme
t o tR(t)e"

ot R est une fonction polynomiale de méme degré que Q.

Troisiéme cas : v est une racine double de P(X). Alors il existe une solution particuliére de (E) de la forme
to R(t)e"”

ot R est une fonction polynomiale de méme degré que Q.
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4 Quelques tracés de solutions de problemes de Cauchy

4.1 Un exemple d’ordre 1

On considere le probleme de Cauchy

ol « est un parametre réel. L’unique solution de ce probleme de Cauchy est y,, : t — %t + 411 + (a— l)e_zt.

() +2y(t) =t +1

{y(o) =a

4

On peut tracer a l'aide de Python plusieurs solutions pour différentes valeurs du parameétre o (on gardera en téte
qu’aucun de ces graphes ne se rencontrent) :

10 1

-10 A

4.2 Un exemple d’ordre 2

On consideére le probleme de Cauchy

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

15

Y1) + 20/ (8) +y(t) =t + 1

y(0) = a
y'(0) = 8

2.0

ou « et [ sont deux parametres réels. L'unique solution de ce probléme de Cauchy est

ya’ﬁ:t+—>((a+ﬁ)t+a+1)e_t+t—1

On peut tracer a I'aide de Python plusieurs solutions pour différentes valeurs des parametres « et 3 :

— y_(0,0)
— y_(0,1)
— y_(2,-1)

y_(-2,0)

2.5 3.0
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