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DS8 (version B)

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies.
Les candidat·es sont invité·es à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électro-
nique est interdite. Seule l’utilisation d’une règle graduée est autorisée.
Si au cours de l’épreuve, un candidat ou une candidate repère ce qui lui semble être une erreur d’énoncé,
il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il
sera amené à prendre.

On suppose, et c’est valable pour toute l’épreuve, que les librairies suivantes sont importées sous leurs
alias habituels :

• import numpy as np

• import numpy.linalg as al

• import numpy.random as rd

• import matplotlib.pyplot as plt
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Problème 1

Soit N un entier supérieur ou égal à 1. On admet que toutes les variables aléatoires de ce problème
sont définies sur un même espace probabilisé (Ω,A ,P).
On considère un joueur (ou une joueuse) qui joue à un rogue-like. Le rogue-like est un sous-genre
de jeu vidéo dans lequel le joueur explore un donjon infesté de monstres qu’il doit combattre pour
progresser vers la dernière salle, contenant le boss final et la promesse de récompenses épiques (1). Une
des caractéristiques du rogue-like est que toute mort est définitive, ce qui oblige le joueur à recommencer
du début s’il souhaite continuer à jouer. Nous considérons dans la suite du problème un joueur soumis
aux règles suivantes :

• Le jeu est constitué de N + 1 niveaux différents.

• Le joueur commence au niveau 1 et a pour objectif d’atteindre le niveau N + 1 afin d’y affronter le
boss final.

• A chaque niveau, le joueur effectue un unique combat qu’il peut soit gagner soit perdre.
Plus précisément :

× pour tout i ∈ J1, NK, on note pi ∈]0, 1[ la probabilité que le joueur gagne le combat effectué au
niveau i. On suppose que, pour tout i ∈ J1, N − 1K, pi > pi+1. On pose, pour tout i ∈ J1, NK,
qi = 1− pi.

× si le combat mené au niveau i ∈ J1, NK est gagné, le joueur passe au niveau supérieur, sinon, le
joueur meurt et retourne au niveau 1.

× quelque soit l’issue du combat effectué au niveau N+1, le joueur recommence au niveau 1 ensuite.

• On appelle partie toute séquence minimale de jeu commençant au niveau 1 et se terminant soit par
la mort du joueur, soit par le combat contre le boss final.

• Le joueur enchaîne indéfiniment les parties, même en cas de victoire contre le boss final.

On note, pour tout n ∈ N∗, Xn la variable aléatoire égale au numéro du niveau où se trouve le joueur
lors de son ne combat. En particulier, X1 = 1. On admet que la suite (Xn)n>1 est une chaîne de
Markov à N + 1 états, représentée par le graphe probabiliste :

1 2 3 . . . N N + 1

p1 p2 p3 pN−1 pN

q1

q2

q3

qN

1

On note :

• pour tout j ∈ N∗, Yj la variable aléatoire égale au niveau maximal atteint lors de la je partie jouée.

• Z la variable aléatoire égale au numéro de la partie où le joueur combat le boss final pour la 1re fois.

• T la variable aléatoire égale au numéro du premier combat effectué contre le boss final.

L’objectif principal du problème est de calculer E(T ).
Les parties I et II sont indépendantes. La partie III utilise les résultats de la partie II.

(1). Voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Roguelike
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Un exemple pour N = 3. Dans ce contexte, le boss final se situe au niveau 4.
Supposons que le joueur fasse la série suivante de victoires et de défaites lors de ses combats successifs
(en séparant chaque partie par un point-virgule) : défaite ; victoire, victoire, défaite ; défaite ; victoire,
défaite ; victoire, victoire, victoire, boss final ; victoire, défaite ; . . .
Représentons la suite des niveaux qu’il a exploré en passant à la ligne pour chaque nouvelle partie :

1
1, 2, 3
1
1, 2
1, 2, 3, 4
1, 2
...

Remarquons qu’à chaque défaite ou rencontre avec le boss final, le joueur recommence une partie au
niveau 1 et donc le prochain combat se fait au niveau 1.
Pour cet exemple, on a :

• X1 = 1, X2 = 1, X3 = 2, X4 = 3, X5 = 1, X6 = 1, X7 = 2, X8 = 1, X9 = 2, X10 = 3, X11 = 4,
X12 = 1, X13 = 2, . . .

• Y1 = 1, Y2 = 3, Y3 = 1, Y4 = 2, Y5 = 4, Y6 = 2, . . .

• Z = 5

• T = 11

(nous n’avons pas représenté le ω correspondant à cette issue particulière pour faciliter la lecture)

Question préliminaire.
Donner une interprétation en une phrase de l’hypothèse : pour tout i ∈ J1, N − 1K, pi > pi+1.

Partie I : le cas N = 1

On pose pour simplifier p = p1 et q = 1− p.
1. Dessiner le graphe probabiliste dans ce contexte et avec ces notations.

2. On note, pour tout n ∈ N∗, αn = P([Xn = 1]).

a) Montrer que, pour tout n ∈ N∗, αn+1 = 1− pαn.

b) En déduire que, pour tout n ∈ N∗, αn =
1− (−p)n

1 + p
.

3. a) Montrer que la suite (Xn) converge en loi vers une v.a.r. X dont on explicitera la loi.

b) En déduire un état stable de la chaîne de Markov (Xn).

4. a) Reconnaître, pour tout n ∈ N∗, la loi de Xn − 1.

b) Démontrer : ∀n ∈ N∗, (Xn − 1)(Xn+1 − 1) = 0.

c) En déduire : ∀n ∈ N∗, Cov(Xn, Xn+1) = −(p+ (−p)n)(p+ (−p)n+1)

(1 + p)2
.

d) Pour quelle(s) valeur(s) de n les variables aléatoires Xn et Xn+1 sont indépendantes ?

5. a) Reconnaître la loi de Z.

b) Montrer que T = Z + 1. En déduire E(T ) et V(T ).
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Partie II : espérance conditionnelle

Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes. On suppose que, pour tout y ∈ Y (Ω), P([Y = y]) 6= 0.
Pour tout événement A tel que P(A) 6= 0, on définit, sous réserve d’existence, l’espérance conditionnelle
de X sachant A :

EA(X) =
∑

x∈X(Ω)

x PA([X = x])

6. Soit A un événement tel que P(A) 6= 0.
a) Démontrer que PA est une application probabilité.

(On vérifiera les trois axiomes d’une application probabilité)
b) En déduire un argument non calculatoire pour justifier le fait que l’opérateur d’espérance condi-

tionnelle sachant A est linéaire : ∀(λ, µ) ∈ R2, EA(λX + µY ) = λEA(X) + µEA(Y ).
7. Démontrer, sous réserve d’existence et en admettant que l’on peut intervertir les sommes, la formule

des espérances totales :
E(X) =

∑
y∈Y (Ω)

P([Y = y])E[Y=y](X)

Partie III : cas général

On note, pour tout m ∈ J0, NK, um =

m∏
i=1

pi. Par convention, u0 = 1.

8. a) Justifier : Y1(Ω) = J1, N + 1K.
b) Montrer que, pour tout m ∈ J0, NK, P([Y1 > m]) = um.

(on pourra décomposer l’événement [Y1 > m] à l’aide des variables aléatoires Xn)
c) Montrer que, pour tout m ∈ J1, NK, P([Y1 = m]) = um−1 − um.
d) Montrer que : P([Y1 = N + 1]) = uN .

9. On admet que les variables aléatoires Yj suivent toutes la même loi et sont indépendantes.
En déduire que : Z ↪→ G (uN ). On explicitera le calcul de P([Z = k]) pour tout k ∈ Z(Ω).

10. a) Déterminer la loi conditionnelle de Y1 sachant [Y1 6 N ].
b) Soient 1 6 j < k et soit m ∈ Yj(Ω). Montrer que :

P[Z=k]([Yj = m]) = P[Yj6N ]([Yj = m]) = P[Y16N ]([Y1 = m])

c) Soient 1 6 j < k. Montrer que :

E[Z=k](Yj) =
1

1− uN

(
N∑
m=0

um − (N + 1)uN

)

11. On note, pour tout k ∈ N, Sk =

k∑
j=1

Yj et on pose W = SZ−1. Autrement dit, W est la variable

aléatoire définie par :

∀ω ∈ Ω, W (ω) = SZ(ω)−1(ω) =

Z(ω)−1∑
j=1

Yj(ω)

a) Démontrer : W (Ω) = N.
b) Soit k ∈ N∗. Montrer que, pour tout n > (k − 1)N ,

n∑
i=0

i P[Z=k]([Sk−1 = i]) = E[Z=k] (Sk−1)
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c) En déduire que, pour tout k ∈ N∗, E[Z=k](W ) existe et

E[Z=k](W ) = E[Z=k] (Sk−1)

12. a) Démontrer : T = W +N + 1.

b) En déduire que : E(T ) =
1

uN

N∑
m=0

um. Ce résultat est-il cohérent avec celui de la partie I ?

c) On suppose, dans cette question uniquement, que : pour tout i ∈ J1, NK, pi = p ∈]0, 1[.

Démontrer : E(T ) ∼
N→+∞

1

(1− p)pN
.

13. Simulations informatiques. On rappelle qu’en Python, si L est une liste, la commande len(L)
renvoie la taille de L et la commande L[-1] permet d’accéder au dernier élément de L.
On suppose dans les questions suivantes que la variable P contient une liste de probabilités :
P = [p1,...,pN].

a) Ecrire une fonction Python calcU(P) renvoyant la liste U = [u0,...,uN].

b) Ecrire une fonction Python calcEsp(P) renvoyant l’espérance de T (on utilisera la ques-
tion 12b).

c) Compléter la fonction Python etapeMarkov(P,a) prenant en arguments la liste P et un entier
a spécifiant l’état de la chaîne de Markov à un instant donné et renvoyant l’état de la chaîne de
Markov à l’instant suivant.

1 def etapeMarkov(P,a):
2 N = len(P)
3 if a == :
4 return 1
5 else:
6 r = rd.random()
7 if r < :
8 return a+1
9 else:
10 return

d) En déduire une fonction Python trajectoireMarkov(P,n) simulant une trajectoire de la chaîne
de Markov de taille n et renvoyant la liste trajectoire = [X1,...,Xn].
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Problème 2

Dans tout l’exercice, les variables aléatoires sont définies sur un même espace probabilisé (Ω, T ,P).

Partie I. Préliminaires

Dans cette partie I., λ désigne un réel strictement positif.

1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre λ.

a) Déterminer la fonction : x 7→ P([X > x]) (appelée fonction de survie de X).

b) Pour tous nombres réels strictement positifs x et y, calculer la probabilité conditionnelle
P[X>x]([X > x+ y]) ; justifier alors que, si X modélise la durée de vie d’un phénomène, on dise
de ce dernier qu’il est « sans vieillissement ».

2. Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de même loi exponen-

tielle de paramètre λ. Pour tout entier naturel n non nul, on pose : Sn =
n∑
k=1

Xk.

a) Déterminer l’espérance et la variance de Sn.

b) Démontrer par récurrence que, pour tout n de N∗, la variable aléatoire Sn admet pour densité
la fonction :

fn : t 7→


0 si t < 0 ;

λn

(n− 1)!
e−λt tn−1 si t > 0.

Pour cela, on admettra que, si U et V sont des variables aléatoires indépendantes admettant
respectivement pour densité les fonctions fU et fV , alors la variable aléatoire U +V admet pour
densité la fonction fU+V définie sur R par :

fU+V (t) =

∫ +∞

−∞
fU (x) fV (t− x) dx

II. Loi de Pareto (Vilfredo Pareto (1848-1923), sociologue et économiste italien)

Soient a et b des réels strictement positifs. Par définition, on dit d’une variable aléatoire qu’elle suit la
loi de Pareto de paramètres a et b si elle admet pour densité la fonction f définie sur R par :

∀t ∈ R, f(t) =


0 si t < b ;

a
ba

ta+1
si t > b.

Soit alors X une variable aléatoire de loi de Pareto de paramètres a et b.

3. Vérifier que l’égalité :
∫ +∞

−∞
f(t) dt = 1 est bien satisfaite ; calculer l’espérance et la variance de

X, en précisant à quelles conditions chacune de ces quantités existe.

4. Déterminer la fonction de répartition de X. Préciser la fonction de survie : x 7→ P([X > x]).

5. Démontrer que, pour tout réel y positif ou nul, la probabilité conditionnelle P[X>x]([X > x+ y])
tend vers 1 quand x tend vers +∞. De façon analogue à la question I.1.b), que peut-on dire d’un
phénomène dont la durée de vie est modélisée par X ?
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6. On pose dans cette question : Y = ln

(
X

b

)
.

a) Démontrer que Y suit une loi exponentielle dont on précisera le paramètre.

b) Déduire de la question précédente une fonction Python, nommée SimulX(a,b), qui permette
de simuler la variable aléatoire X.

III. Estimation des paramètres d’une loi de Pareto

Les instants aléatoires des arrivées de paquets (symboles binaires représentant de l’information de type
audio, vidéo, données, . . . ) dans un canal de communication sont modélisés par une variable aléatoire
X suivant une loi de Pareto de paramètres α et β (α > 0, β > 0).
Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, toutes de même loi que X.
On dit qu’un estimateur Tn de θ est sans biais si E(Tn) = θ.

7. On suppose tout d’abord que le paramètre β fait partie des caractéristiques connues du canal
de communication ; on se propose de déterminer un estimateur de α par une méthode dite « du
maximum de vraisemblance ». Pour cela, n désignant un entier naturel non nul et x1, . . . , xn des
réels supérieurs ou égaux à β, on introduit la fonction L, à valeurs dans R et définie sur ]0,+∞[
par :

L(a) = fa(x1)× · · · × fa(xn) =
n∏
k=1

fa (xk) ,

où fa est la fonction définie sur R par :

∀t ∈ R, fa(t) =


0 si t < β ;

a
βa

ta+1
si t > β.

a) Exprimer L(a), puis ln (L(a)).

b) On considère la fonction ϕ de ]0,+∞[ dans R :

a 7→ n ln(a) + na ln(β)− (a+ 1)
n∑
k=1

ln (xk)

i. Démontrer que la fonction ϕ admet un maximum, atteint en un unique réel w que l’on expri-
mera en fonction de x1, ..., xn et de β.

ii. Que peut-on dire de w pour la fonction L ?

c) On pose dorénavant, pour tout n de N∗ :

Wn =
n

n∑
k=1

ln

(
Xk

β

)
(la suite (Wn)n>1 est appelée estimateur du maximum de vraisemblance)

i. Justifier que la variable aléatoire
n∑
k=1

ln

(
Xk

β

)
admet pour densité la fonction fn définie dans

I.2.b) en prenant λ = α.

ii. À l’aide du théorème de transfert, en déduire que Wn admet pour espérance
nα

n− 1
lorsque

n > 2, puis proposer un estimateur sans biais de α construit sur Wn.
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d) On pose, pour tout n de N∗ : W ′n =
n− 1

n
Wn.

i. Soit n un entier supérieur ou égal à 3.

En admettant que le moment d’ordre 2 deW ′n est égal à
(n− 1)α2

n− 2
, calculer la variance deW ′n

puis établir, à l’aide de l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, que pour tout réel ε strictement
positif, on a l’inégalité :

P
([
W ′n − ε < α < W ′n + ε

])
> 1− α2

ε2 (n− 2)

ii. On suppose dans cette question (et elle seule) que α est strictement compris entre 1 et 2.

Déterminer un entier naturelN tel que, pour tout entier n supérieur ou égal àN ,
[
W ′n −

1

10
,W ′n +

1

10

]
soit un intervalle de confiance du paramètre α au niveau de confiance 0,95.

8. On suppose maintenant que seul le paramètre α est déjà identifié et qu’il vérifie : α > 2.

a) Pour tout entier strictement positif n, on pose : Yn = cn
n∑
k=1

Xk, où le réel cn est choisi de sorte

que Yn soit un estimateur sans biais de β.

i. Calculer cn.

ii. Quelle est la limite de la variance de Yn quand n tend vers +∞ ? (on dit que l’estimateur est
convergent)

b) Pour tout entier strictement positif n, on pose : Zn = min (X1, . . . , Xn).

i. Déterminer la fonction de répartition de Zn, puis reconnaître sa loi et préciser son espérance.
Quelle est la limite de cette dernière quand n tend vers +∞ ?

ii. Pour tout entier strictement positif n, on pose : Z ′n = dn Zn, où le réel dn est choisi de telle
sorte que (Z ′n)n>1 soit un estimateur sans biais de β.
Quelle est la limite de la variance de Z ′n quand n tend vers +∞ ?

iii. Démontrer que l’estimateur (Z ′n)n>1 est plus efficace que l’estimateur (Yn)n>1, c’est-à-dire,
qu’à partir d’un certain rang, la variance de Z ′n est inférieure à celle de Yn.
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