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DS8 baréme (version B)

Probléme 1 (sujet maison)

Soit N un entier supérieur ou égal & 1. On admet que toutes les variables aléatoires de ce probléme
sont définies sur un méme espace probabilisé (2, o7, P).

On considére un joueur (ou une joueuse) qui joue & un rogue-like. Le rogue-like est un sous-genre
de jeu vidéo dans lequel le joueur explore un donjon infesté de monstres qu’il doit combattre pour
progresser vers la derniére salle, contenant le boss final et la promesse de récompenses épiques (). Une
des caractéristiques du rogue-like est que toute mort est définitive, ce qui oblige le joueur & recommencer
du début s’il souhaite continuer a jouer. Nous considérons dans la suite du probléme un joueur soumis
aux régles suivantes :

o Le jeu est constitué de N + 1 niveaux différents.

o Le joueur commence au niveau 1 et a pour objectif d’atteindre le niveau N 4 1 afin d’y affronter le
boss final.
« A chaque niveau, le joueur effectue un unique combat qu’il peut soit gagner soit perdre.

Plus précisément :

x pour tout ¢ € [1, N], on note p; €]0,1[ la probabilité que le joueur gagne le combat effectué au
niveau i. On suppose que, pour tout ¢ € [1, N — 1], p; = piy1. On pose, pour tout i € [1, N],
¢ =1—ps.

x si le combat mené au niveau i € [1, N] est gagné, le joueur passe au niveau supérieur, sinon, le
joueur meurt et retourne au niveau 1.

x quelque soit I'issue du combat effectué au niveau N + 1, le joueur recommence au niveau 1 ensuite.

« On appelle partie toute séquence minimale de jeu commencant au niveau 1 et se terminant soit par
la mort du joueur, soit par le combat contre le boss final.

o Le joueur enchaine indéfiniment les parties, méme en cas de victoire contre le boss final.

On note, pour tout n € N*, X,, la variable aléatoire égale au numéro du niveau ou se trouve le joueur
lors de son n® combat. En particulier, X; = 1. On admet que la suite (X,),>1 est une chaine de
Markov & N + 1 états, représentée par le graphe probabiliste :

b1 p2 b3 PN-1 PN

On note :
« pour tout j € N*, Y} la variable aléatoire égale au niveau maximal atteint lors de la j¢ partie jouée.

o Z la variable aléatoire égale au numéro de la partie ou le joueur combat le boss final pour la 1*¢ fois.

(1). Voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Roguelike
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o T la variable aléatoire égale au numéro du premier combat effectué contre le boss final.

L’objectif principal du probléme est de calculer E(T).
Les parties I et IT sont indépendantes. La partie III utilise les résultats de la partie II.

Un exemple pour N = 3. Dans ce contexte, le boss final se situe au niveau 4.

Supposons que le joueur fasse la série suivante de victoires et de défaites lors de ses combats successifs
(en séparant chaque partie par un point-virgule) : défaite ; victoire, victoire, défaite ; défaite ; victoire,
défaite ; victoire, victoire, victoire, boss final ; victoire, défaite; . ..

Représentons la suite des niveaux qu’il a exploré en passant a la ligne pour chaque nouvelle partie :

Remarquons qu’a chaque défaite ou rencontre avec le boss final, le joueur recommence une partie au
niveau 1 et donc le prochain combat se fait au niveau 1.
Pour cet exemple, on a :

e X1 =1, Xo0=1,X3=2X4=3,X5=1,X=1X7=2, Xg =1, Xg =2, X9 =3, Xq1 =4,
Xio=1, X13=2,...

'lelaY2:37}/3:17}/4:27}/5:47Y'6:27"'
.Z:5
oT:].].

(nous n’avons pas représenté le w correspondant a cette issue particuliere pour faciliter la lecture)

Question préliminaire.
Donner une interprétation en une phrase de ’hypothése : pour tout i € [1, N — 1], p; = piy1.

o 1 pt : Cette hypothése traduit le fait que la difficulté des combats augmente a chaque
niveau

Partiel : lecas N =1

On pose pour simplifier p=p; et ¢=1—p.

1. Dessiner le graphe probabiliste dans ce contexte et avec ces notations.

« 1 pt:

2. On note, pour tout n € N*, o, = P([ X, = 1]).

a) Montrer que, pour tout n € N*, a1 =1 — pa,.
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e 2pts:casn>2
x 1 pt : On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements ([X,, = 1],[X,, = 2|)
x 1 pt : calcul
elpt:casn=1
L o _1=(=p)"
b) En déduire que, pour tout n € N*, oy = —————.
1+p
o 1 pt : initialisation
o 2 pts : hérédité
3. a) Montrer que la suite (X,,) converge en loi vers une v.a.r. X dont on explicitera la loi.

e« 1 pt:pe€]0,1[donc lim (—p)"T1=0
n—-+00
et P(x.=2) =1 B P
e _= = —_ _— = —
n—+oco 1+ p " ann%«%oo 14p 14+p

e 1 pt:P(X,=1])=ay,

« 1 pt : (X,,) converge en loi vers une variable aléatoire X de loi :
x X(Q)={1,2}

- _P
I+p

b) En déduire un état stable de la chaine de Markov (X,,).

C PX = 1]) = 1—|1—p et P([X = 2])

1
el pt: | —— . est un état stable de la chaine de Markov
1+p 1+p

4. a) Reconnaitre, pour tout n € N*| la loi de X,, — 1.
e 1 pt : X7 — 1 suit la loi certaine égale 4 0
elpt:Pourn=>2,X,—1—=B(l—ay)
b) Démontrer : Vn € N*, (X,, — 1)(Xp41 — 1) = 0.
« 1 pt : explication si X, (w) =2
« 1 pt : bonne rédaction avec X, (w) et pas X,

P+ (=p)")p+ (=p)")

¢) En déduire : Vn € N*, Cov(X,,, Xp41) = — 0t p?
p

(p+ (—p)")(p+ (—p)"™)
(1+p)?

e 1 pt:Cov(X, —1,Xpt1—1)=—(1—a,)(l—any1) =—
o 1 pt : par bilinéarité de la covariance :

Cov(X, —1,X,11 — 1) = Cov(X,, Xt1) — Cov(l, X;p1) — Cov(X,, 1) + Cov(1, 1)
= COV(Xn,Xn+1)

« 1 pt : cas n =1 justifié (pendant la preuve ou a part)
d) Pour quelle(s) valeur(s) de n les variables aléatoires X,, et X, 11 sont indépendantes ?
e 1 pt:sin>2, Cov(Xy,,Xnt1) # 0. En effet, p €]0, 1] donc

[(=p)"[=p" <p
On en déduit que les variables X, et X,,;1 ne sont pas indépendantes.

e 1 pt:sin=1, X; est constante égale 4 1 donc X; et X, sont indépendantes

5. a) Reconnaitre la loi de Z.
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« 1 pt : L’expérience (du point de vue des parties) consiste en une succession infinie
d’épreuves de Bernoulli indépendantes et identiques, dont le succés est « le joueur
combat le boss final ». La probabilité de succés est p.

« 1 pt : La variable aléatoire Z est égale au rang du premier succés, donc Z — G (p)

b) Montrer que T'= Z + 1. En déduire E(T") et V(7).

e 1 pt : Soit w € 2. Le numéro de la premiére partie o1 le joueur combat le boss final
est Z(w). Chaque partie ou le joueur ne combat pas le boss final est constituée
d’un unique combat (perdu) au niveau 1, tandis qu’une partie ou1 le joueur combat
le boss final est constituée de deux parties.

On en déduit que
Tw)=1%x (Z(w)—1)+2x1=Z(w)+1

o 1 pt : Z admet une espérance et une variance donc 7' également par transformation

affine
o 1 pt .
1 1
ET)=EZ+1)=E(Z)+1=-+1= P (par linéarité)
p p
1—
V(T)=V(Z+1)=V(2) = 2p (par propriété de la variance)
p

Partie II : espérance conditionnelle

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes. On suppose que, pour tout y € Y (Q), P([Y = y]) # 0.
Pour tout événement A tel que P(A) # 0, on définit, sous réserve d’existence, 1’ espérance conditionnelle
de X sachant A :

Ea(X)= Y o Pa(lX =2))

zE€X(Q)
6. Soit A un événement tel que P(A) # 0.
a) Démontrer que P4 est une application probabilité.
(On vérifiera les trois axiomes d’une application probabilité)
e 1 pt:0<Py(B)<1
_P(ANQ)  P(A)

+00 +o00
e 1pt:Py (U Bn> => Pa(Bn)
n=0 n=0

b) En déduire un argument non calculatoire pour justifier le fait que 'opérateur d’espérance condi-
tionnelle sachant A est linéaire : V(\, ) € R2, E4(AX + puY) = AEA(X) + uEA(Y).
e 1 pt : La définition de I’espérance conditionnelle sachant A est identique a ceci
prés que ’on remplace P par P, dans la formule.

e 1 pt : Ceci veut dire que ’espérance conditionnelle sachant A sur 1’espace proba-
bilisé (2, 4,P) coincide avec I’espérance usuelle sur I’espace probabilisé (2, 4, P4)

7. Démontrer, sous réserve d’existence et en admettant que 1’on peut intervertir les sommes, la formule
des espérances totales :

E(X)= > P(Y =y)Ey_y(X)
yeY (Q)

o 1 pt : interversion des sommes bien effectuée

« 1 pt : formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements ([Y = y])er(Q)

4
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Partie III : cas général

m
On note, pour tout m € [0, N|, uy, = Hpi. Par convention, ug = 1.

8.

10.

i=1
a) Justifier : Y1(Q) = [1, N + 1].

o 1 pt: Y] est la variable aléatoire égale au niveau maximal atteint lors de la premiére
partie jouée. Il y a N + 1 niveaux en tout et le joueur a une chance de mourir a
n’importe quel niveau

b) Montrer que, pour tout m € [0, N], P([Y7 > m]) = up,.
(on pourra décomposer l'événement [Y1 > m] a l'aide des variables aléatoires X,,)
elpt:[Yi>ml=[Xi=1Nn[Xe=2]N---N[Xp =m|N[Xnt1 =m+1]
e 1 pt : formule des probabilités composées
« 1 pt : argument (X,,) est une chaine de Markov
¢) Montrer que, pour tout m € [1, N], P([Y1 = m]) = um—1 — Um.
o« 1 pt : Y] est & valeurs entiéres
e 1 pt : incompatibilité
d) Montrer que : P([Y1 = N +1]) = un.
e« 1 pt:P([Y1 =N+1]) =P([Y1 > N]) = un.
On admet que les variables aléatoires Y; suivent toutes la méme loi et sont indépendantes.
En déduire que : Z < G (uy). On explicitera le calcul de P([Z = k]) pour tout k € Z(£2).
o« 1 pt: Z(2) = N* (pour avoir ce point il faut réussir le calcul)
elpt:[Z=k=YI<NNYo<NN---N[Ye1 <K NN Y =N +1]
o 1 pt : par indépendance et car les Y; suivent la méme loi
. 1pt: P([V; < N]) :P(m) car Y1(Q) = [1,N +1]
a) Déterminer la loi conditionnelle de Y7 sachant [Y; < NJ.

« 1 pt : si ’événement [Y; < N| est réalisé, alors la variable aléatoire Y; peut prendre
les valeurs 1,..., N mais pas la valeur N + 1
Um—1 — Um

« 1 pt : pour tout m € [1, N], Py, <n([Y1 = m]) = T—an

. 1pt: [Yi=m]C Vi <N
b) Soient 1 < j < k et soit m € Y;(§2). Montrer que
P[Z:k}([y} =m]) = ]P)[YjéN}(D/J =m|) = ]P)[YlgN}([Yl =m))

« 1 pt: Py n([Yj = m]) =Py, < ([Y1 = m])
« 2 pts : Pz ([Y; = m]) = Py, < ([Y)
o 1 pt : par indépendance

I
3

¢) Soient 1 < j < k. Montrer que

1 N
Ejz—x/(Y;) (Z U — (N + 1)uN>

1—upn o

« 1 pt : Y; étant une variable aléatoire finie (ses valeurs possibles sont 1,..., N + 1),
elle admet une espérance conditionnelle sachant [Z = k]
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N
m=1

1
m=0

e 1 pt : justifications du calcul

k
11. On note, pour tout k£ € N, S = ZY] et on pose W = Sz_1. Autrement dit, W est la variable
j=1
aléatoire définie par :
Z(w)—1
Vw € Q, W( ) SZ(w) 1 Yj
7=1

a) Démontrer : W(Q) = N.
e 1 pt: W(Q2) C N (une somme d’entiers naturels est un entier naturel)
e« 1 pt: NCW(2) en donnant une issue concréte

b) Soit k € N*. Montrer que, pour tout n > (k — 1)N,

Zi Piz=i([Sk-1 =1]) = E{z=g) (Sk-1)
i=0
e 1 pt: S 1(Q) C[0,(k—1)(N+1)]
« 1 pt : La variable aléatoire S;_; étant finie, elle admet une espérance conditionnelle
sachant [Z = k]

(k—1)N
o1 pt : E[Z:k] (Sk—l) = Z 1 ]P)[Z:k]([sk_l = l])
1=0
n (k—1)N
e1pt: Y iPyy((Sk1=i)= > iPy_((Sk1=1i)
=0 =0

c¢) En déduire que, pour tout k € N*, Ejz_y (W) existe et
Eiz—(W) = Ejz—x (Sk-1)

o 1 pt : La variable aléatoire W est a valeurs dans N, donc W admet une espérance
conditionnelle sachant [Z = k] si et seulement si la série ) i P|;_;)([IW = i]) converge
absolument, ce qui revient & montrer la convergence car il s’agit d’une série a
termes positifs

n
e 1pt: Y i Py (W =i]) = Ejz—p (Sk1)
i=0
o 1 pt : la suite des sommes partielles est constante a partir d’un certain rang et
donc converge

12. a) Démontrer : T'=W + N + 1.
« 1 pt: W(w) compte le nombre total de combats effectués lors des Z(w)—1 premiéres
parties
e« 1 pt: W(w)+ N + 1 compte le nombre total de combats effectués lors des Z(w)
premiéres parties

e 1 pt: W(w)+ N +1 est précisément le numéro du premier combat effectué contre
le boss final
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N
1
b) En déduire que : E(T) = Z Um,. Ce résultat est-il cohérent avec celui de la partie I?
uN
m=0
o 1 pt : par transformation affine, 7' admet une espérance si et seulement si W admet

une espérance

e« 1 pt : la variable aléatoire W admet une espérance si et seulement si la série
> P([Z = k])E(z—(W) converge absolument, ce qui revient & montrer la conver-
gence car il s’agit d’une série a termes positifs

.lpt:ZIP’Z k]) ZIF’Z kZE[Zk]

e 1 pt : par linéarité de l’esperance condltlonnelle cf question 6b

e 1pt: Y P(Z=k)Ezy(W)= l—uN (Zum— (N +1) uN> > Pz —1)
k=1

m=0
elpt: ) P(Z=k)(k-1)=> kP(Z=k]) - ZIP’([Z =k) — E(Z)-1
k=1 k=1 k=1
1 N
e 1pt:E = — m N 1
Pt E() = 7 3 i = (N +1)
1+p
« 1 pt : lorsque N = 1, on trouve E(T Z Um = —(1+p1) = en posant
P

p = p1. On retrouve bien le résultat de la partle L.

c¢) On suppose, dans cette question uniquement, que : pour tout i € [1, N], p; = p €]0, 1].

1
Démontrer : E(T ~ .
(7) No+oo (1 —p)pN
1 Y 1 &
. 1pt:E(T):—Zum:—me
Un m=0 p m=0

« 1 pt : On reconnait une série géométrique de raison p, vérifiant |p| < 1

1 al 1
.1pt:177é0d0nc2pm ~ —
—p —~

Notoo 1 — P
13. Simulations informatiques. On rappelle qu'en Python, si L est une liste, la commande len(L)
renvoie la taille de L et la commande L[-1] permet d’accéder au dernier élément de L
On suppose dans les questions suivantes que la variable P contient une liste de probabilités :
= [p1,...,pN].
a) Ecrire une fonction Python calcU(P) renvoyant la liste U = [ug,...,un].

def calcU(P):
= [1]
for k in range(len(P)):
U.append (U[-1]*P[k])
return U

jov s o =

o 1 pt : initialisation de U

« 2 pts : boucle for

b) Ecrire une fonction Python calcEsp(P) renvoyant l'espérance de T (on utilisera la ques-
tion 12b).
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def calcEsp(P):
U = CalcU(P)
return sum(U)/U[-1]

lw o =

e 1 pt : création de U
e 2 pts : return sum(U) /U[-1]
¢) Compléter la fonction Python etapeMarkov(P,a) prenant en arguments la liste P et un entier

a spécifiant I’état de la chaine de Markov a un instant donné et renvoyant I’état de la chaine de
Markov & I'instant suivant.

def etapeMarkov(P,a):
N = len(P)
if a == N+1
return 1
else:
r = rd.random()
if r < Pla-1] :
return a+l
else:
return 1

@ oo N (o jov e (e o e

‘ =
S

e 1 pt:if a == N+1:
e 1 pt:if r < Pla-1]:
e 1 pt : return 1

d) En déduire une fonction Python trajectoireMarkov(P,n) simulant une trajectoire de la chaine
de Markov de taille n et renvoyant la liste trajectoire = [Xy,...,X,].

def trajectoireMarkov(P,n):
trajectoire = [1]
for k in range(n-1):
a = trajectoire[-1]
trajectoire.append(etapeMarkov(P,a))
return trajectoire

S S N [ P N VA

e 1 pt: trajectoire = [1]
e« 1 pt : boucle for de bonne taille

e 2 pt : utilisation de etapeMarkov(P,a) dans la boucle for
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Probléme (ESSEC-I 2007)

Dans tout I'exercice, les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé (2, T, P).

I. Préliminaires

Dans cette partie I., A désigne un réel strictement positif.
1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre A.

a) Déterminer la fonction : x — P([X > z]) (appelée fonction de survie de X).
e sixz>0

-1pt:surv1eac+—>{ 1 iz <0

b) Pour tous nombres réels strictement positifs x et y, calculer la probabilité conditionnelle
Pixs([X > 2 +y]); justifier alors que, si X modélise la durée de vie d'un phénomeéne, on dise
de ce dernier qu’il est « sans vieillissement ».

-1pt:P((X >2])>0
-1lpt:[X>z+y|C[X>z]cary>0
-lpt:axz4+y=>20etzx>0

1 pt : Pay([X > 2+ ]) = B(X > g

- 1 pt : interprétation

2. Soit (X;,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi exponentielle de parameétre
A. Pour tout entier naturel n non nul, on pose :

Su=3 X
k=1

a) Déterminer ’espérance et la variance de S,,.
- 1 pt : existence espérance / variance

-1pt:E(S, = g (1 pt pour linéarité)
- 2 pts : V(S,) = % (1 pt pour indépendance, 1 pt pour (X;) suivent £ (\)

b) Démontrer par récurrence que, pour tout n de N*| la variable aléatoire S,, admet pour densité
la fonction :
0 sit<O0;
: A" .
it e M=l it > 0.

(n—1)!

Pour cela, on admettra que, si U et V sont des variables aléatoires indépendantes admettant
respectivement pour densité les fonctions fyr et fi/, alors la variable aléatoire U 4+ V admet pour
densité la fonction fyiy définie sur R par :

+oo
fusv(t) 2/ fu(@)fv(t —z) dx

—00
- 1 pt : initialisation

- 5 pts : hérédité (1 pt pour hypothése v.a.r. densité, 1 pt pour lemme des coalitions,
1 pt pour fg,, , sur ]| —o0,0[, 2 pts pour cas [0, +00])
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I1. Loi de Pareto (Vilfredo Pareto (1848-1923), sociologue et économiste italien)

Soient a et b des réels strictement positifs. Par définition, on dit d’une variable aléatoire qu’elle suit la
loi de Pareto de paramétres a et b si elle admet pour densité la fonction f définie sur R par :

0 sit<b;
f(t) = b
ataﬁ Slt}b.

Soit alors X une variable aléatoire de loi de Pareto de paramétres a et b.

+o0o
3. Vérifier que I'égalité : / f(t) dt =1 est bien satisfaite; calculer 'espérance et la variance de
—0o0
X, en précisant a quelles conditions chacune de ces quantités existe.

- 1 pt : f nulle en dehors de [b, +00|

a

-1lpt:t— s continue sur [b, +o00|
+oo

-1pt:/ f(t) dt=1
—0o

- 1 pt : convergence absolue

- 1 pt : X admet une espérance ssi a > 1

ab
-1pt:EX)=
pt : B(X) = —
2
- 2 pts : E(X?) = (dont 1 pt pour existence ssi a > 2)
b2
-1pt: V(X a

)= a1y

4. Déterminer la fonction de répartition de X. Préciser la fonction de survie : z — P([X > z]).
-1pt: Fx(z)=0siz<b
-2pts: Fx(zr)=1- <i>a siz>b

1 sixz<b

- 1 pt : fonction de survie x — b\ @
<> siz>b
x

5. Démontrer que, pour tout réel y positif ou nul, la probabilité conditionnelle P[X>x]([X >z +yl)
tend vers 1 quand x tend vers +o0. De fagon analogue a la question I.1.b), que peut-on dire d’un
phénomeéne dont la durée de vie est modélisée par X 7

-1pt:[X>az+4+y C[X>2a]

:B a
1 pt: Pixso([X >z +y]) = <x+y>

a
1 pt: lim ( x > =1
T—400 r+y

- 1 pt : interprétation

6. On pose dans cette question : Y = In o

a) Démontrer que Y suit une loi exponentielle dont on précisera le parameétre.

10
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1 pt:Y(Q)=[0,+o0]
-1 pt:cas]—o0,0

- 2 pts : cas [0,+o0[ (1 pt pour stricte croissance exp, 1 pt pour be® > b)
-1pt: X —E&(a)

b) Déduire de la question précédente une fonction Python, nommée SimulX(a,b), qui permette
de simuler la variable aléatoire X.

def SimulX(a,b):
Y = rd.exponential(1l/a)
return b * np.exp(Y)

lw N =

-1pt:Y = rd.exponential(1l/a)
- 1 pt : return b * np.exp(Y)

III. Estimation des paramétres d’une loi de Pareto

Les instants aléatoires des arrivées de paquets (symboles binaires représentant de I'information de type
audio, vidéo, données, ...) dans un canal de communication sont modélisés par une variable aléatoire
X suivant une loi de Pareto de paramétres o et 5 (o > 0, 5 > 0).

Soit (X;),>; une suite de variables aléatoires indépendantes, toutes de méme loi que X.

On dit qu’un estimateur 7,, de 6 est sans biais si E(T},) = 6.

7. On suppose tout d’abord que le paramétre § fait partie des caractéristiques connues du canal
de communication; on se propose de déterminer un estimateur de « par une méthode dite du
« maximum de vraisemblance ». Pour cela, n désignant un entier naturel non nul et x1, ..., x, des
réels supérieurs ou égaux a (3, on introduit la fonction £, a valeurs dans R et définie sur |0, +oo]
par :
n
L(a) = fa(z1) x -+ X fa(wn) = kﬂl fa(zr),

ou f, est la fonction définie sur R par :

0 sit<f;
ft) =9 o
ataﬁ sit>f.

a) Exprimer L(a), puis In (£(a)).
(ap?)"

-1 pt:In(L(a)) =nln(a) +naln(f) — (a+ 1)1621 In(xy)

-1pt: L(a)=

b) On consideére la fonction ¢ de |0, +oo[ dans R :
a—nln(a) +naln(B) — (a+1) > In(zg).
k=1

(i) Démontrer que la fonction ¢ admet un maximum, atteint en un unique réel w que l'on
exprimera en fonction de z1, ..., z, et de 3.

- 1 pt : p est dérivable sur ]0, +oo[ (uniquement si ¢'(a) correct)

-1pt: ¢(a) = g —kZi:l In (l;)

11
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- 2 pts : ¢'(a) >0 ssia<w, oilw:n#
Ty,
> In <>
k=1 B
- 1 pt : w est Punique maximum de ¢
(ii) Que peut-on dire de w pour la fonction L7

-1pt

¢) On pose dorénavant, pour tout n de N* :

n

w,=—— .
n Xk:
1 N
é“(ﬁ)

(La suite (W,,)n>1 est appelée estimateur du mazimum de vraisemblance.)

(i)

(i)

n X

Justifier que la variable aléatoire >  In (;) admet pour densité la fonction f,, définie dans
k=1

I1.2.b) en prenant A\ = a.

1 pt : 1n<);’“> < £ (a)

X
1pt: (ln <32>) indépendantes par lemme des coalitions

- 1 pt : question 1.2.b)

R nao
A Taide du théoréme de transfert, en déduire que W, admet pour espérance 1 lorsque
n—

n > 2, puis proposer un estimateur sans biais de « construit sur W,.

- 1 pt : théoréme de transfert

- 1 pt : convergence absolue

- 1pt £ g(0) fult) = 7 @ fua (1)

1
n
- 1pt:E(Wn):n_1a
-1
-1pt: n W,, sans biais
d) On pose, pour tout n de N* :
-1
w="""w,.
n

(i)

Soit n un entier supérieur ou égal & 3.

(n—1)a?
2

En admettant que le moment d’ordre 2 de W) est égal a , calculer la variance de W),

puis établir, & ’aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, que pour tout réel € strictement
positif, on a l'inégalité :

a2

! !/

Oé2

-1pt: V(W)=

n—2
- 1 pt : inégalité de Bienaymé-Tchebychev (0 sans argument existence de la va-
riance)

- 1 pt : événement contraire
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(%)

-1pt: W —al<essiW,—e<a<W),—¢

On suppose dans cette question (et elle seule) que « est strictement compris entre 1 et 2.
Déterminer un entier naturel N tel que, pour tout entier n supérieur ou égal & N,

1 1
W), — 10’ W, + 10 soit un intervalle de confiance du paramétre réel a au niveau de

confiance 0,95.

1
- 1 pt : question précédente avec ¢ = —

10
- 3 pts : n > 8002

8. On suppose maintenant que seul le paramétre o est déja identifié et qu’il vérifie : a > 2.

a) Pour tout entier strictement positif n, on pose :

n
Y, =cp E X,
k=1

ou le réel ¢, est choisi de sorte que (Yy,),>1 soit un estimateur sans biais de 3.

(i)

(i)

Calculer ¢,.
a—1

-1pt:c, =
an

Quelle est la limite de la variance de Y;, quand n tend vers +oo ?
(On dit que l'estimateur est convergent.)

- 1 pt : existence V(Y,,)
g1

ala—2)n

-1pt:V(Y,) — 0

n—-+00

-2pts: V(Y,) =

b) Pour tout entier strictement positif n, on pose : Z,, = min (Xj,..., X,).

(i)

(i)

(iii)

Déterminer la fonction de répartition de Z,,, puis reconnaitre sa loi et préciser son espérance.
Quelle est la limite de cette derniére quand n tend vers +oo 7

-1 pt: Z,(Q) C[B,+o0]

-1pt: Fz (x)=0siz<pf

an
-2pts: Fy (z)=1-— (5) si z > 8 (1 pt pour X; indépendantes, 1 pt pour (X;)
x

ont méme loi)

an
- 1pt:IE(Zn):an_1

Pour tout entier strictement positif n, on pose : Z!, = d,Z,, ou le réel d,, est choisi de telle
sorte que (Z])n>1 soit un estimateur sans biais de 3.
Quelle est la limite de la variance de Z], quand n tend vers +oo ?

na—1

-1pt:d,=
na

52

-1pt:V(Z)=—F—

P (Zn) nana —2)

-1pt:V(Z) — 0

n—+oo
Démontrer que 'estimateur (Z),),>1 est plus efficace que I'estimateur (Y;,),;, c’est-a-dire,
qu’a partir d’un certain rang, la variance de Z, est inférieure a celle de Y;,.

-3pts: V(Z)<V(Y,) ssin>1
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