E2A Mathématiques

Sujets de révisions
Problémes du TOP3

HEC/ESSEC I 2024 - nombre de triangles dans un graphe aléatoire,
inégalité de Harris, inégalité de Janson, inégalité de Boole, espérance
conditionnelle

Dans tout le sujet on considére un espace probabilisé (€2, 4,P), toutes les variables aléatoires qui
interviennent dans la suite sont définies sur cet espace.

Soit n un entier supérieur ou égal a 3 et p un réel appartenant a |0, 1].

Pour générer des graphes non orientés de maniére aléatoire, on se donne :

e S =1[0,n—1], les sommets du graphe;

« pour toute paire de sommets {u,v} avec u < v, T}, , une variable aléatoire de Bernoulli de paramétre
P.
Les variables aléatoires T, pour {u,v} décrivant les paires de sommets avec u < v, sont supposées
indépendantes ;

o les arétes d'un graphe G ainsi généré sont les paires {u, v} telles que T}, , = 1siu < v ou Ty, = 1 si
v < u.

Dans tout le probléme, par convention, une somme portant sur un ensemble d’indices vide vaut 0, un
) ) )
produit vaut 1, une intersection vaut €2, une réunion vaut &.

Partie 1 - Nombre aléatoire de triangles

On note T Pensemble des parties {u,v,w} a trois éléments de 1’ensemble des sommets,  le nombre de
ses éléments et on pose

T ={t1,...,t,}

Etant donné ¢ = {u,v,w}, un élément de 7, on dit que ¢ est un triangle dans un graphe G généré
aléatoirement si {u, v}, {v,w} et {w,u} sont des arétes de G.

Pour tout k& € [1,r], on note Y} la variable aléatoire de Bernoulli associée a I’événement « t; est un
triangle de G » et Z, la variable aléatoire égale au nombre de triangles de G.

Par exemple si n = 5 et le graphe G est représenté ainsi,
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alors 75 = 3.
1. Quelle est la valeur de r en fonction de n?
2. a) Soit k € [1,7]. Posons t = {u,v,w} avec u < v < w. Montrer que Yy, = Ty Ty wTuw-

b) En déduire que, pour tout k € [1,7], Y suit la loi de Bernoulli de paramétre p>.

T
c¢) Justifier que Z,, = ) Y. En déduire que E(Z,) = (;L)p?’.
k=1

» On s’intéresse a la variance de Z,.

Sii et j appartiennent a [1,r] et sont différents, on note i = j lorsque t; et ¢; ont exactement deux

éléments en commun et ¢ Z j dans le cas contraire.

On note £ l'ensemble des couples (i, 5) tels que i = j, et F 'ensemble des couples (i, j) tels que

i #jeti#E .

On désigne par a, le nombre d’éléments de £.
3. a) Montrer que :

T T
V(Zn) =Cov| XY, 2 Y| = > Cov(Y;,Y))
=1 j=1 (i,g)e1,r]?
b) Montrer que si (z,7) € F, Y; et Y; sont indépendantes. En déduire que :
T
V(Zn) =X V(i) + Y. Cov(V;,Y))
=1 (i.5)€€
¢) En conclure que :
V(Zn) =’ (L=p") + | X E(YY)) | —anp®
(i.5)€€
» Onnote A, = > EYiY))
(i.g)€€

4. Montrer que si i = j, E(Y;Y;) = p® et en déduire que A,, = a,p®.

En conclure que : V(Z,,) = (g) (p® — %) + an(p® — p%).
5. Calcul de a,,.

a) Déterminer le nombre de triplets ({u,v},w,y) ol w,v,w,y sont quatre éléments distincts de
I'ensemble [0,n — 1].
n(n—1)(n —2)(n —3)

b) En déduire que a,, = 2

Partie 2 - Etude informatique

On se donne un graphe G généré par le procédé décrit dans le préambule.

On définit la fonction supprimeDer (L) qui si L est la liste des listes d’adjacence du graphe G dont les
sommets sont 0,1,...,n — 1, modifie L afin qu’elle devienne la liste des listes d’adjacence du graphe
G’, dont les sommets sont 0,1,...,n — 2, obtenu en supprimant dans G le sommet n — 1 et les arétes
contenant ce sommet.

def supprimeDer(L):
s = len(L) - 1
L.pop() # supprime le dernier élément de la liste L
for a in L:
if s in a:

LS [ N O N

a.remove(s) # supprime s dans la liste a




E2A Mathématiques

6. Compléter la fonction suivante pour qu’elle retourne le nombre de triangles dont un des sommets
est le sommet s dans le graphe G dont la liste des listes d’adjacence est L :

1 def triangle2s(s, L):

2 cpt =0

3 adj = L[s]

4 for i in range(len(adj)):

5 for j in range(..., len(adj))
6 if ... in L[...]:

7 cpt += 1

8

return cpt

7. Ecrire une fonction nbTriangles (L), utilisant les deux fonctions précédentes, qui retourne le nombre
de triangles du graphe G dont la liste des listes d’adjacence est représentée par L.

8. On suppose que la fonction graphe (n,p) génére un graphe aléatoire suivant les hypothéses décrites
dans le préambule.

Expliquer ce que retourne la fonction suivante :

def fonctionMystere(n):
cpt =0
for i in range(1000):
L = graphe(n, 1/n)
if nbTriangles(L) == O:
cpt += 1
return cpt / 1000

[ S (<> B S B [ VU [ N

Partie 3 - Inégalité de Harris

k désigne un entier naturel non nul.

« Soit f une fonction définie sur une partie D de R* a valeurs dans R.
Si k > 2, on dit que f est k-croissante sur D si, pour tout (z1,...,xx) élément de D et i € [1,k],
t— f(x1,...,2i-1,t,Ti41,...,Tk) est croissante sur son ensemble de définition.
Si k =1, une fonction 1-croissante sur D est simplement une fonction croissante sur D.
o On définit de méme la notion de fonction k-décroissante.
e On considére X1, ..., X} des variables aléatoires finies.
On admet le résultat suivant (théoréme de transfert d’ordre k) :
Si f est une fonction définie sur X () x -+ x Xp(Q) et Yy = f(X1,..., Xy) alors

E(Yk): Z f(.%’h...,xk)lp)([Xl :xl]ﬁ--‘ﬂ[Xk:xk])
(:L‘l,...,Z’k)GXl(Q)X'“XXk(Q)

On note (Hy) la propriété suivante :

Si Xi,..., X sont des variables aléatoires finies indépendantes, f et g deux fonctions définies sur
X1(2) x -+ x Xp(Q) et k-croissantes sur cet ensemble, et si I'on pose Y = f(X1,..., Xy) et
Zp =9(Xy,...,Xg), alors :

E(YiZi) > E(Yr)E(Z) (inégalité de Harris)




E2A Mathématiques

9. Dans cette question £ = 1, on pose X = X; une variable aléatoire finie, f et ¢ sont deux fonctions
croissantes sur X (2).

a) Montrer que pour tout (z,y) € (X())2, (£(z) - F(5))(9(x) - 9(x)) > 0.
b) Montrer que pour tout y € X (),
)

E(f(X)g(X)) + f(y)g(y) = g(w)E(f(X)) + f(y)E(9(X))

c¢) En déduire que (H7) est vraie.

10. On suppose que (Hy) est vraie pour un certain k et on considére X7, ..., X1 des variables aléatoires
finies indépendantes, f et g deux fonctions définies sur X7 (€2) x -+ - x X;11(£2) et (k+1)-croissantes.

On pose Yi11 = f(X1,. ., Xgy1) et Zpy1 = g( X1, -, Xig1)-
a) A laide des théorémes de transfert d’ordre k + 1 et k, montrer que :

E(Yk+1Zk+1) = Z E(f(Xla"'ana'r)g(Xla"'7Xk7x))]P)([Xk+1 :.%'D
l'EXk+1(Q)

b) Justifier que pour tout z € Xp11(2) :
E(f(Xl’ s 7Xk’$)g(X17 s 7kal‘)) > E(f(Xla s ana:l:))E(g(Xla s ,Xk,CE))

¢) On pose pour tout = € X;11(R), u(z) = E(f(X1,..., Xk, x)) et v(z) =E(g9(X1,..., Xk, x)).
Montrer que u et v sont croissantes sur X;11(Q) et E(Yiy1Zk+1) = E(w(Xit1)v(Xgt1))-

d) En conclure que (Hy1) est vraie. Conclure.

e) La propriété (Hy) reste-t-elle vraie si f et g sont k-décroissantes ? Justifier votre réponse.
Que se passe-t-il si 'une est k-croissante et 'autre k-décroissante ?

Partie 4 - Inégalité de Janson et application

On reprend les notations de la partie 1.

i
De plus, pour tout ¢ € [1,7], on pose Z, ; = Y Y;. On remarquera que Z, , = Z,.
k=1

Dans cette partie on établit un encadrement de P([Z,, = 0]).

11. Justifier que ﬂ [T = 0] C [Z, = 0]. En déduire que P([Z,, =0]) > (1 — p)(2) > 0.

o<u<v<n—1

12. Montrer que pour tout ¢ € [1,7], P([Y; =0]) = E(1 - Y;) et P([Z,,; =0]) = E < ll[ (1— Yk)).
k=1
13. a) On pose m = (g) Justifier briévement que, pour tout k € [1,7], Yy s’exprime comme une
fonction m-croissante sur {0,1}" des variables aléatoires Ty, ,, pour u < v éléments de [0,n — 1].
En déduire que, pour tout ¢ € [2,r], 1 —Y; puis iﬁl(l —Y%) s’expriment comme des fonctions
m-décroissantes des variables aléatoires Ty, , pourku: 1< v éléments de [0,n — 1].

b) En conclure que, pour tout i € [2,r], P([Z,; = 0]) > P([Z,,;—1 = 0])P([Y; = 0]) puis que :
P([Z, = 0]) > kﬁlp([yk —0) puis P([Z,=0]) > (1-p*)E)

14. Inégalité de Boole. Montrer par récurrence sur k > 2 que si B, ..., By sont des événements, on a :
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>

15.

17.

18.

Si A est un événement de probabilité non nulle, on rappelle que la probabilité conditionnelle sachant
A est notée P4. On admet qu’elle posséde les mémes propriétés que la probabilité P.

En particulier I'inégalité de Boole est vérifiée par P4.

De plus si X est une variable finie, on note E4(X) 'espérance de X pour la probabilité P4 ce qui
signifie que :

Ea(X) = 2. aPa([X =)
zeX ()

Cette espérance conditionnelle posséde les mémes propriétés que I’espérance en particulier I'inégalité
de Harris vue dans la partie 3.

Soit A, B et C trois événements tels que P(BNC) # 0 et P(ANC) # 0.

Montrer que Ppnc(A) = Po(A)Panc(B).

On admet que les probabilités conditionnelles qui interviennent dans la suite sont bien définies.

. Pour tout 7 € [1,7], on pose 4; = [Y; = 0].

Onnoteaussi ; ={j€[l,i—1] |j=ilet Jy={je[l,i—1] | j#i}.

i—1
Soit i > 2, on définit B; = ﬂ Ajet C; = ﬂ Aj,ainsiona: B;NC; = m Aj.
Jel; j€Ji j=1

a) Justifier que A; et C; sont indépendants. En déduire que Pp,¢, (4;) = P(E)Pﬁm@ (B;).

b) Etablir que Pinc,(Bi) 21— 3 Prg, (45).
J€L;

¢) On admet provisoirement que pour j € [1,7 — 1] :
Prnc, (A7) <Pz (4) (1)

En déduire que, Pg.nc, (4;) < 1 —P(A;) (1 - > Pm(Aj)>.

Jel;
d) Justifier que pour tout z € R, 1 — x < exp(—z) et en déduire que :

Pp,nc, (Ai) < exp (-P(Az') + > P(Aiji)>
JEL;

On rappelle que A, = > E(Y;Y;) ott £ a été défini dans la partie 1 a la suite de la question 2.
(1,5)€€
a) Montrer que P([Z,, =0]) =P (ﬂ Ai> =P(A1) [[ Pa;nc; (4i).
i=1 i=2

b) En conclure que :
Ay R
P([Z, =0]) <exp | —E(Z,) + - (inégalité de Janson)
¢) En déduire 'encadrement :

(=) < B2, =) <oxp (- ()8 + 507

Soit ¢ un réel strictement positif.
c\3 ap /c\d c3
a) Montrer que o (3) - + 5 G

; A A
b) Etablir que ngl—ll-loo (3) In <1 — n3> =5
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19.

20.

¢) On suppose que n > cet p = € En déduire la limite de P([Z, = 0]) quand n — +oc.
n

On reprend les notations de la partie 2. L’exécution de I'instruction fonctionMystere(100) affiche

dans la console Python 0.849. Est-ce cohérent avec le résultat de la question précédente si on

:E2

considére que pour x assez petit, e~* est proche de 1 — x + 5 ?

Démonstration de (1) - Soit m un entier plus grand que 2. On considére Xi,..., X,, des variables
de Bernoulli indépendantes et I un sous ensemble de [1,m]. On note J le complémentaire de I dans

[1,m]. On note A I’événement [H X, = 1] .
el
a) Montrer que, pour tout (z1,...,z,) € {0,1}™,

[IP(xi =) si]]ai=1

Pa([X1 =z 0N [Xp = 2m]) = S ics iel
0 sinon.
b) En déduire que les variables aléatoires X1, ..., X,, sont indépendantes pour la probabilité condi-

tionnelle P4.

» Soit ¢ > 2, on reprend les notations de la question 16.

Ex (Y [T(1-Y)
keJ;

P5(Cy)

d) En utilisant I'inégalité de Harris, montrer que pour j € [1,i — 1] :

c¢) Montrer que pour j € [1,i — 1], P~ (4)) =

]P)Aﬁmci (/TJ) < IP)E(E)
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ESSEC 1 2025 - chaine de Markov, matrice de transition, matrice sto-
chastique, matrice ergodique, algorithme

Dans cet énoncé r est un entier naturel, r > 2 et [1,r] désigne ’ensemble des entiers naturels k tels
que 1 < k<.

On s’intéresse dans ce probléme aux chaines de Markov homogénes a espace d’états fini [1,r] réver-
sibles.

Ce type de chaine intervient dans les marches aléatoires sur les sommets d’un graphe non orienté, les
processus de naissance et mort, la méthode de Métropolis par exemple.

Le probléme comporte trois parties. Les parties 2 et 3 sont indépendantes. Seules les questions 1 et 2
de la partie 1 sont utiles pour la partie 2.

Un aide-mémoire Python se trouve a la fin de I’énoncé.

Pour les scripts et fonctions Python, on supposera que les instructions suivantes ont été exécutées :
import numpy as np, numpy.random as rd

On considére, dans la suite du probléme, une chaine de Markov (X, )nen, sur un espace probabilisé
(Q, A, P), vérifiant les propriétés suivantes :
(H1) Pour tout n > 0, X, (2) = [1,r].

(H2) Pour tout i € [1,r], il existe n € N tel que P(X,, = ¢) # 0. On note S; 'ensemble des entiers
positifs n tels que P(X,, =1i) # 0.

(H3) Pour tout (4,7) € [1,7]?, la fonction n P(x,—i)(Xn+1 = j) est constante sur son ensemble de
définition S; et on note p; ; cette constante.

La matrice P = (p; j)1<i,j<r s'appelle la matrice de transition de la chaine.

,
On rappelle que I'on a pour tout ¢ € [1,7], > p;j = 1.
j=1

On note ST, 'ensemble des matrices M = (m; j)i<ij<r & coefficients positifs telles que pour tout

,
ie[l,r], > m;;=1. Donc P € ST,.
=1

J]=

Partie 1 - Matrice stochastique réversible, exemples et caractérisation de Kolmo-
gorov

On considére y = (w1 ... pr) une matrice ligne appartenant a . ,(R) dont les coefficients sont

,
strictement positifs et tels que > pur = 1.

k=1
On dit que la matrice M = (m; j)1<i j<r est p-réversible si M appartient a ST, et vérifie :

\V/(’L,j) € [[1,7‘]]2,,[14’77711'7]‘ = KMy

Dans cette partie M = (m; j)1<i j<r appartient a ST,.
1. a) Montrer que si M est p-réversible et si m; ; # 0 pour un couple (i,5) € [1,7]? alors m;,; # 0.
b) On suppose dans cette question que M est symétrique. Déterminer p telle que M est p-réversible.

¢) On note A la matrice diagonale d’ordre r dont les éléments diagonaux sont py, ..., . Montrer
que M est p-réversible si et seulement si AM = MA.

2. Montrer que si M est p-réversible alors uM = p.
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1 20
1
3. Un premier exemple - On suppose que r = 3 et que P = 3 1 0 2] estla matrice de transition
0 21
d’une chaine de Markov.
a) Représenter le graphe probabiliste associé & cette matrice de transition.
b) Déterminer p telle que P soit p-réversible.

4. Un deuziéme exemple - Soit G un graphe a r sommets 1,...,r, non orienté, connexe, simple (deux
sommets ne peuvent étre reliés que par une seule aréte).
On considére 'expérience aléatoire qui consiste a se déplacer d’'un sommet & 'autre de la maniére
suivante :
« on choisit un sommet au hasard ce qui définit la valeur de X ;

e si on se trouve au sommet k aprés n déplacements, on a alors X,, = k, on se déplace vers un
sommet adjacent au sommet k, ce qui définit X, 1. Tous les sommets en question peuvent étre
choisis de maniére équiprobable.

On admet que 'on définit ainsi une chaine de Markov et on note encore P = (pi,j)lgi,j@ sa matrice
de transition.

a) Ecrire une fonction Python Trajectoire(L,n) qui étant donnée la liste des listes d’adjacence L
du graphe G et un entier n, simule n déplacements sur le graphe et renvoie la liste des sommets
visités.

On notera que les sommets reliés au sommet ¢ par une aréte se trouvent dans la liste L[i-1].

» On note A = (a;;)i<ij<r la matrice d’adjacence de G, d; le degré du sommet i.

i
b) Montrer que pour tout (i,7) € [1,7]?, pi; = dL’J
i

¢) En déduire p pour laquelle P est p-réversible.
(n)

» On note, pour tout n € N*, m_ / les coefficients de la matrice M™.

1,7

S’il existe o € N* tel que, pour tout (i,5) € [1,7]?, mg? > 0, on dit que M est une matrice
ergodique.
On définit aussi pour tout n € N* et (ig, ..., i,) € [1,7]*!:

. . v

QM(ZOJ o 7/L’I’L) = mio,il X X m’in—l,in = H mik—lvik
k=1
En particulier, pour tout (,7) € [1,7]?, O (i, 5) = mi ;.
5. Montrer que pour tous (n,s) € (N*)2, iq, ..., i, et jo,...,Jjs éléments de [1,7] tels que 4, = jo,

Onr (i, - -y n)00r(Joy - - -5 Js) = Onr (G0, - -y ins J1y -+ Js)
» On dit que M vérifie la propriété (K) si, pour tout n € N* et i, ..., 4, éléments de [1,r] :
GM(iOaila"-ainaiO):HM(i()’inv"'ail’iU) (K)

On admet qu’il suffit de vérifier (K) lorsque les iy sont deux a deux distincts et n > 2.

On établit dans la fin de cette partie que, si M est ergodique, il existe u telle que
M est p-réversible si et seulement si M vérifie la propriété (K).

6. Sir =3, montrer que M vérifie (K) si et seulement si mq 2mg 3ms 1 = mi 3msoma ;.

Montrer que la matrice P de la question 8 vérifie (K).
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7. On suppose dans cette question que M est p-réversible.

a) Montrer que pour tout n € N* et g, ..., 4, éléments de [1,7] :
v . . T . .
(H Mik_1> O (70 - - - 5 in) = (H ,U«ik) 01 (ins - - - 5 90)
k=1 k=1

b) En déduire que M vérifie (K).
(s)

Soit (i,7) € [1,7]?. Montrer par récurrence sur s € N* que m;” > 0 si et seulement si il existe

1,5

(ig, i1, .. .,is) appartenant a [1,7]**! tels que ig = 4, is = j et Ops(ig, ..., is) > 0.
On suppose que la matrice M vérifie (K) et est ergodique avec pour tout (i, j) € [1,7]?, m,E(;) > 0,
ol o est un entier naturel non nul.
On veut montrer qu’alors M est p-réversible pour p a définir.
a) Montrer que, pour tout i € [1,r], il existe (ig,41,...,4,) appartenant a [1,7]°*! tels que ig = 1,

ic = 1 et Opr(ig, ..., is) > 0.

Montrer que si my; > 0, alors Ops(ig,...,%) > 0 et m; 1 > 0.

. Or(ios- i) . . , o
» Pour tout i € [1,7], on pose alors v; = ——————= ol iy, ...,i, sont définis comme dans

M(io, ce ,ZU)
la question a).

b) Etablir que pour tout (i,j) € [1,7]?, vim;j = vjm;;, puis en interprétant matriciellement les
(o) (o)

S =vams .
1,J 777558
¢) Montrer qu’il existe i € [1,r] tel que my; > 0. En déduire que pour tout j € [1,r], v; > 0.

égalités précédentes que, pour tout (i,75) € [1,7]?, vim

d) Définir alors p telle que M soit p-réversible.

Partie 2 - Matrice de transition réversible ergodique, convergence

On conserve les notations de la partie 1. On rappelle que seules les questions 1 et 2 de la partie 1 sont
utiles dans cette partie.

On considére que la matrice de transition P de la chaine de Markov (X,,)nen est p-réversible.

On note @ la transposée de P et g; ; ses coefficients.

10. On rappelle que A désigne la matrice diagonale appartenant a ., (R) dont les éléments diagonaux

11.

12.

sont w1, ..., ty.
a) Déterminer une matrice diagonale D inversible telle que D? = A.
b) En utilisant la question 1.¢), en déduire que D~'QD est diagonalisable.

¢) En conclure que @) est diagonalisable.

On admet que si M est une matrice carrée appartenant a ., (R) et Z une matrice ligne appartenant
a M ,(R) alors {(ZM) ='M'Z.

Montrer que @y = tu. Que peut-on en déduire pour Sp(Q) ?

n
Soit A une valeur propre de Q et Y = | : | un vecteur propre associé.
Yr
T ' T
a) Montrer que > | > agijly;| | = > |yl
i=1 \j=1 j=1

T

T
|yi|> <Y wil
=1 =1

¢) En conclure que Sp(Q) C [—1,1].

b) En déduire que || (

(2
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13. On suppose dans cette question que tous les coefficients de P, donc de @), sont strictement positifs.

14.

15.

Dans cette question on détermine F;(Q) ou E1(Q) désigne le sous-espace propre de @) associé a la
valeur propre 1.
Y1
a) Soit un vecteur propre Y = | : | de @) pour la valeur propre 1 dont I'un au moins des coefficients,
Yr
noté yyg, est strictement positif.

T T T
On suppose qu'il existe £ tel que i, < 0. Montrer que yx, < > qi; |y;], puis que > |yl < > |uil-
j=1 i=1 i=1
Conclusion ?

b) En déduire que tous les vecteurs propres de @ pour la valeur propre 1 ont des composantes
qui sont toutes, soit positives, soit négatives. Que peut-on dire d’un élément de F1(Q) dont la
somme des composantes est nulle ?

'
¢) Soit Y un vecteur propre de ) pour la valeur propre 1. Montrer que Y = (Z yz-) L.
i=1

En conclure que E1(Q) = Vect (tu).

Y1 .
d) Soit Y = | : | tel que QY = =Y. Montrer que ) y; = 0. En raisonnant par ’absurde, montrer
Yr =t
que —1 n’est pas une valeur propre de Q.
Dans la suite de cette partie on suppose que P est ergodique avec pour tout (i,j) €
[1,7]?, pgqj-) > 0, ot v est un entier naturel non nul.

En appliquant la question précédente & la matrice de transition P* qui est aussi p-réversible, on
a:
Sp(Q") €] — 1, 1] et Ey(Q") = Vect (1)

a) Montrer que E1(Q) = Vect (‘p).
b) En distinguant les cas, uw pair et u impair, montrer par ’absurde que —1 n’est pas une valeur

propre de Q.
On note Ay, ..., A, les coefficients d’une matrice diagonale semblable & @), avec A\ = 1, pour tout
i€{2,...,7}, —1 <\ <let (*u,Ys,...,Y,) une base associée de vecteurs propres.

On note aussi pour n € N, L,, la matrice élément de .#; ,(R) : (P(X,, =1)...P(X,, =1)).
a) Etablir que pour tout n € N, Ly+1 = L, P puis que L, = LoP™.
b) Montrer qu'il existe (a1, ...,a,) € R" tel que, pour tout n € N :

r
Ly,=oa1p+ E QAL (tYk)
k=2

¢) En déduire que pour tout j € [1,7], lim P(X, =j) = aip;.
n—-4o00

d) Montrer que oy = 1. En conclure que (X,),en converge en loi vers une variable aléatoire X a
valeurs dans [1, 7] telle que, Vj € [1,7], P(X = j) = p;.

Partie 3 - Un algorithme pour la réversibilité

On conserve les notations de la partie 1. On rappelle que cette partie est indépendante de la précédente.

Soit « €]0, 1]. On définit deux opérations élémentaires sur les matrices M = (m; j)1<i j<r appartenant
a 8T, comme suit :

10
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16.

17.

18.

19.

On modifie la ligne k de M, ou k € [1,7], en remplagant pour tout j # k, my, ; par mj,w- = amy,; et
M par my , =1 — o+ amy .

On modifie la colonne k de M, ou k € [1,7], et sa diagonale en remplagant pour tout i # k, m;
par m;k = am,;j et m;; par mgz =mi; + (1 —a)m;.

Par exemple si M = yk=1leta= %, la premiére opération donne

= Wl Wl
why O wie
D= WIN W

M = et la deuxiéme M’ =

o= W= O
why O o=
o= Wi o=
S‘H Sl ol
W D= Wl
W= ol Lol

Dans les deux cas on obtient ainsi a partir de M € S8T,., M = (m; i)1<i i<r, une matrice que l'on
p ) 5] ILIST q

notera dans la suite M = (m; ;)1<ij<r qui appartient & ST .

On remarquera que ’on ne modifie ainsi tout au plus, pour ce qui est des éléments non diagonaux
de M, que ceux de la ligne k, pour la premiére opération, et ceux de la colonne k pour la deuxiéme.

Ecrire une fonction Python opLigne (M,k,alph) qui réalise I'opération élémentaire sur la k-iéme
ligne de M représentée par la matrice numpy M et « représenté par alph.

On définit de méme une fonction Python opCol (M,k,alph) qui réalise 'opération élémentaire sur
la k-iéme colonne et la diagonale de M (cette fonction n’est pas demandée).

Soit M € ST, M = (M j)i<ij<r

a) Montrer que M vérifie la propriété (K) si et seulement si M’ aussi.

b) Montrer que pour tout (4,;) € [1,7]?, si m;; > 0 alors m; ;> 0.

¢) Etablir que si M est ergodique M’ ’est aussi.

Soit I un sous-ensemble non vide de [1,7] et M € ST, M = (m; ;)i<i j<r-

On définit le graphe non orienté G;(I) dont I'ensemble des sommets est I et tel que {7, 5} est une
aréte si ¢ # j, m;j # 0 et m;; = m, ;.

Donc si I est réduit & un seul élément le graphe ne comporte pas d’aréte.

Par exemple si M = ,avec I = {1,2,3} les arétes sont {1,2} et {2,3}, et avec I = {1, 3}

D= Wl Wl
wiy . O Wi
D= N ol

il n’y a aucune aréte.

On suppose que I est tel que Gps(I) est connexe et qu'il existe £ € I et k ¢ I tels que my, et my e
sont non nuls.

. my g, o . . .
Simy < my e, on pose a = —— et on fait I'opération élémentaire sur la ligne £ avec ce coefficient,
mge

My ¢
mek
On note encore M’ la matrice obtenue. Montrer que {k, £} est une aréte de G /(I U{k}) et que ce
graphe est connexe.

sinon on pose o = et on fait 'opération élémentaire sur la colonne k avec ce coefficient.

On suppose que M € ST, M = (m; j)i<i j<r est ergodique dans la suite de cette partie.
On suppose dans cette question que M vérifie (K).

a) En utilisant le résultat de la question 8, établir que si I est un sous-ensemble non vide de [1, 7],
différent de [1,7], il existe £ € I et k ¢ I tels que myy, et my ¢ sont non nuls.

b) On pose I = {1}. Le graphe G/(I) est alors connexe. En déduire un algorithme, composé de
r — 1 opérations élémentaires a partir de M et I = {1}, qui la transforme en une matrice M*
ergodique, vérifiant (K) et telle que Gar-([1,7]) est connexe.

En déduire que M* est symétrique.

11
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20. Réciproquement, on suppose qu’a partir de M € ST, une suite d’opérations élémentaires la trans-
forme en une matrice symétrique M*. Montrer que M vérifie la propriété (K).

21. On veut implémenter 'algorithme de la question 19.b) en Python.

a) Ecrire une fonction Python NonNul (M,I,J) qui, étant donnés une matrice M = (m; j)1<i j<r
représentée par la matrice numpy M et deux ensembles non vides d’indices I et J, représentés par
les listes I et J, renvoie un couple (4, j) tel que i € I, j € J et m; j # 0, c’est-a-dire M[1-1] [j-1]
est non nul, s’il existe un tel couple et le couple (0,0) sinon.

b) Compléter la fonction suivante pour qu’elle réalise I'implémentation de 'algorithme de la ques-
tion 19.b) et renvoie True si M ergodique vérifie (K) et False sinon.

def estRev(M):
r=np.shape (M) [0]
I=[1]; J=[k for k in range(2,r+1)]
while len(I)< ...
ell,k=NonNul(M,I,J)
if (ell==0) or M[k-1][ell-1]*M[ell-1] [k-1]==0:
return ...
else:
if M[ell-1][k-1] <= M[k-1][ell-1]:
OpLigne(M,k,M[ell-1] [k-1]/M[k-1] [e11-1])
else:
OpCol(M,k,M[k-1] [el1-1]/M[ell-1] [k-1])
I.append(...)
J.remove(...)
return (np.transpose(M)==M).all()

0 oo N o ot e W N e

L e Ll L L
ot L [°¥] [ - (=}

/]

# Teste 1’égalité de deux matrices numpy

‘D—\
(=]
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AIDE-MEMOIRE PYTHON

Toutes les fonctions et instructions présentées ne sont pas utiles et il est possible
d’utiliser d’autres fonctions ou instructions absentes de cet aide-mémoire.

Listes

[T Créer une liste vide
[a]l*n ou n*[a] Créer une liste avec n fois ’élément a
L.append(a) Ajoute I’élément a a la fin de la liste L
L1 + L2 Concaténe les deux listes L1 et L2
len(L) Renvoie le nombre d’éléments de la liste L
L.count(a) Renvoie le nombre d’occurences de a dans la liste L
L.remove(a) Enléve la premiére occurence de la valeur a de la liste L
a in L Vaut True si a se trouve au moins une fois dans L et False sinon

Module mathématique numpy

import numpy as np
np.array(L) Transforme la liste L en vecteur ou matrice numpy

np.transpose(M) Renvoie la transposée de M
np.shape(M) Renvoie dans un couple le format de la matrice M

Sous module random de numpy pour la simulation probabiliste

import numpy.random as rd

rd.randint(a,b, [r,s]) Simule une réalisation d’une matrice (r, s) dont les coefficients sont
des variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi uniforme

discréte U([a, b — 1])

Si le paramétre [r,s] est remplacé par r, ces fonctions renvoient la réalisation d’un vecteur
de longueur r correspondant a la loi en question, et si ce paramétre est omis, elles renvoient
un seul coefficient suivant les mémes contraintes.

13
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HEC 2010 - loi exponentielle, loi géométrique, loi de la somme, de la
différence, de la valeur absolue, du max, du min, covariance, coefficient
de corrélation linéaire, estimation, loi de Gumbel

« Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont supposées définies sur un
espace probabilisé (€2, .o, P).

« Sous réserve d’existence, on note E(X) et V(X) respectivement 'espérance et la variance d’une
variable aléatoire X, et Cov(X,Y') la covariance de deux v.a.r. X et Y.

o Dans les parties I et I11, la fonction de répartition et une densité d’une variable aléatoire X a densité
sont notées respectivement F'x et fx.

e On admet que les formules donnant I'espérance et la variance d’une somme de variables aléatoires
discrétes, ainsi que la définition et les propriétés de la covariance et du coeflicient de corrélation
linéaire de deux variables aléatoires discrétes, s’appliquent au cas de variables aléatoires a densité.

« Pour n entier supérieur ou égal & 2, on dit que les variables aléatoires & densité X1, Xo, ..., X,, sont
indépendantes si pour tout n-uplet (x1, xa, ..., x,) de réels, les événements [X; < x1], [Xo < x2], ...,
[X,, < x,] sont indépendants.

« L’objet du probléme est double. D’une part, montrer certaines analogies entre les lois géométriques
et exponentielles, d’autre part mettre en évidence quelques propriétés asymptotiques de variables
aléatoires issues de la loi exponentielle.

La partie II est indépendante de la partie I.
La partie III est indépendante de la partie II et largement indépendante de la partie I.

Partie I. Loi exponentielle
+0o0

1. a) Rappeler la valeur de / et dt.
0

+o00o
Etablir pour tout n de N* la convergence de 'intégrale / the t dt.
0

+oo +oo
On pose alors Iy = / et dt et pour tout n de N* I,, = / t"e~t dt.
0 0

b) Soit n un entier de N*. A I’aide d’une intégration par parties, établir une relation de récurrence
entre I, et I,,_1. En déduire la valeur de I,, en fonction de n.

Soit A un réel strictement positif. Soient X; et Xs deux variables indépendantes de méme loi
exponentielle de paramétre \ (d’espérance %)

On pose : Y = Xj — Xy, T = max (X1, X2) et Z = min (X1, Xs).

2. Justifier les relations T+ Z = X1 + Xo et T — Z = | X1 — Xo| = |Y|.

3. a) Rappeler sans démonstration les valeurs de V(X7) et de IP’( (X1 < 7] ), pour tout réel z.
b) Calculer E(X; 4+ X3), V(X7 + X2), E(Y), V(Y).

4. Déterminer pour tout réel z, Fz(z) et fz(z). Reconnaitre la loi de Z et en déduire E(Z) et V(Z).

(1—e™)? sit>0
5. a) Montrer que pour tout réel ¢, on a : Fp(t) =
0 sit<0

Exprimer pour tout réel ¢, fr(t).

b) Justifier l'existence de E(T') et V(T'). Montrer que E(T) = % et V(T) = e

(on pourra utiliser des changements de variables affine)

14
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6.

On note r le coefficient de corrélation linéaire de Z et T'. Montrer que r =

Bl

7. a) Préciser Y () et |Y](Q).

b) Déterminer une densité de la variable aléatoire —Xs.

+oo
¢) Montrer que pour tout réel y, I'intégrale / fx,(t) f-x,(y — t) dt est convergente et qu’elle

—0o0

A
vaut B e vl (on distinguera les deux cas : y > 0 et y < 0).

. A
d) Etablir que la fonction y — Ze Yl est une densité de probabilité sur R ; on admet que c¢’est

une densité de la variable aléatoire Y.

e) Déterminer pour tout y réel, fy|(y). Reconnaitre la loi de |[Y| =T — Z.

Partie II. Loi géométrique

Soit p un réel de ]0, 1[ et ¢ = 1—p. Soit X; et Xy deux variables indépendantes de méme loi géométrique
de paramétre p (d’espérance %)

On pose : Y = X7 — Xy, T = max (X1, X3) et Z = min (X7, X»).

Onrappelleque T+ Z =X1+ Xo et T — Z = | X; — Xo| = |Y].

8.

10.

11.

a) Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de V(X7) et de IP’( [X1 < K] ), pour tout k
de X1 (Q)

b) Calculer E(Xl + Xg), V(Xl + XQ), E(Xl — XQ), V(Xl — XQ)

c) Etablir la relation : ]P’( (X1 = Xz]) = %
a) Montrer que Z suit la loi géométrique de paramétre 1 — ¢2. En déduire E(Z), V(Z) et E(T).
b) Soit k un entier de N*. Justifier '¢galité : [Z = k] U [T = k] = [X; = k] U [X2 = k.
En déduire la relation suivante : P([T'=k]) =2 P([X1 =k]) —P([Z =k]).
q (2¢*+q+2)
(1-¢)*

¢) Etablir la formule : V(T) =

a) Préciser (T — Z)(Q).
Exprimer pour tout j de N*, I'événement [Z = j|N[Z = T en fonction des événements [X; = j]
et [X2 = j]. En déduire pour tout j de N*, I'expression de P([Z = j]N[Z =T]).

b) Montrer que pour tout couple (4,1) de (N*)?, on a : P([Z=4N[T—-Z=1])=2p?¢¥+2

B pql¥!

¢) Montrer que pour tout k de Z, P([X; — Xo = k] ) = Tt o
q

(on distinguera trois cas : k=0, k>0 et k <0)
d) En déduire la loi de la variable aléatoire | X7 — Xa|.

e) Etablir a I'aide des questions précédentes que les variables Z et T' — Z sont indépendantes.

a) A l'aide du résultat de la question 3.e, calculer Cov(Z,T).
Les variables Z et T sont-elles indépendantes ?

b) Calculer en fonction de g, le coefficient de corrélation linéaire p de Z et T.
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¢) Déterminer la loi de probabilité du couple (Z,T).

d) Déterminer pour tout j de N* la loi de probabilité conditionnelle de T' sachant ’événement
[Z = j].

e) Soit j un élément de N*. On suppose qu’il existe une variable aléatoire D; & valeur dans N*,
dont la loi de probabilité est la loi conditionnelle de T sachant ’événement [Z = j].
Calculer E (Dj).

Partie III. Convergences

Dans les questions 12 & 15, A désigne un paramétre réel strictement positif, inconnu.
Pour n élément de N*; on considére un n-échantillon (X1, Xs,..., X)) de variables aléatoires a valeurs
strictement positives, indépendantes, de méme loi exponentielle de paramétre A.

n

On pose pour tout n de N* : S;, = >~ Xy et J, = AS,.

12.

13.

14.

15.

k=1
Calculer pour tout n de N*, E(S,,), V(S,,), E(J,) et V(Jy,).

e~ Tpn— 1 si

n—=1)! >0
On admet qu’une densité f; de J, est donnée par f; (z) =

0
<0
a) A l'aide du théoréme de transfert, établir pour tout n supérieur ou égal a 3, l'existence de
1 1
E|—)etdeE( — |, et donner leur valeurs respectives.
In J?2

n —
—. Justifier que A, est un estimateur de A.

S

n
Est-il sans biais ? Calculer la limite, lorsque n tend vers +oo, du risque quadratique associé a

An en .

b) On pose pour tout n supérieur ou égal a 3 : X; =

Dans cette question, on veut déterminer un intervalle de confiance du paramétre A au risque a.
On note & la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, et u, le réel strictement

positif tel que ®(uy) =1 — %.

a) Enoncer le théoréme de la limite centrée. En déduire que la variable aléatoire N,, définie par

N, = A —= — \/n converge en loi vers la loi normale centrée réduite.
n
b) En déduire que pour n assez grand, on a approximativement : IP’( [—ua < Ny < ug ) =1-oa.

¢) Montrer que pour n assez grand, l'intervalle [(1 - ua> X;, (1 + ua> X;] est un intervalle

vn Vn

de confiance de A\ au risque a. On note Ag la réalisation de X\n sur le n-échantillon.

Avec le n-échantillon (X7, Xo, ..., X},), on construit un nouvel intervalle de confiance de \ au risque
B (8 # ), tel que la longueur de cet intervalle soit k (k > 1) fois plus petite que celle obtenue avec
le risque a.

a) Justifier I'existence de la fonction réciproque ®~! de ®.
Quel est le domaine de définition de 17

- 1
b) Etablir I'égalité 8 = 20 <k¢>1 (%)
En déduire que 8 > «. Ce dernier résultat était-il prévisible 7
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Dans les questions 16 & 18, on suppose que A = 1.
16. On pose pour tout n de N* : T, = max (X1, Xo, ..., X,).

Pour tout n de N*, pour tout réel x positif ou nul, on pose :

on() = /0 CEn()dl et ha(z) = /0 () dt

a) Exprimer hy(z) en fonction de Fr, () et gn(x).
b) Déterminer pour tout réel ¢, 'expression de Fr, (t) en fonction de t.

B 1
Etablir pour tout n supérieur ou égal a 2, la relation : g,—1(x) — gn(z) = — Fr, ().
n

¢) En déduire que pour tout n de N*, pour tout réel z positif ou nul, I'expression de g,(x) en
fonction de x, Fr, (x), Fr,(z), ..., Fr,(x).

d) Montrer que Fp, () — 1 est équivalent & —ne™", lorsque z tend vers +o0.

n
e) Déduire des questions ¢) et d) l'existence de E(T},) et montrer que E(T},) = >
k=1

El e

17. On veut étudier dans cette question la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (G, )n>1
définie par : pour tout n de N*, G,, = T,, — E(T},).
On pose pour tout n de N* : v, = —In(n) + E(T},) et on admet sans démonstration que la suite
(Yn)n>1 est convergente ; on note 7 sa limite.

1 n
a) Montrer que pour tout z réel et n assez grand, on a : Fg, (v) = (1 - e(“%)) .

b) En déduire que pour tout = réel, on a : lim Fg (z)= eme
n—-+oo

7(z+

¢) Montrer que la fonction Fg : R — R définie par Fg : . +— e~ € " est la fonction de répartition

d’une variable aléatoire G & densité. Conclure.

18. a) Soit X une variable aléatoire a densité de fonction de répartition F'x strictement croissante.
Déterminer la loi de la variable aléatoire Y définie par Y = Fx (X).

b) Ecrire une fonction Python d’en-téte Gumbel qui permet de simuler la variable aléatoire G.
On supposera que la constante v est définie en langage Python par une constante gamma.
On rappelle que la fonction Python rd.random() permet de simuler la loi uniforme sur |0, 1.

17
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HEC 2019 - loi de Rademacher, loi binomiale, loi uniforme, loi normale,
loi de Poisson, convergence en loi, fonctions génératrice des moments,
des cumulants et des probabilités

Dans ce probleme, on définit et on étudie les fonctions génératrices des cumulants de variables aléa-
toires discrétes ou a densité.

Les cumulants d’ordre 3 et 4 permettent de définir des paramétres d’asymétrie et d’aplatissement qui
viennent compléter la description usuelle d’une loi de probabilité par son espérance (parameétre de posi-
tion) et sa variance (paramétre de dispersion) ; ces cumulants sont notamment utilisés pour l’évaluation
des risques financiers.

Dans tout le probléme :

« on note (€2, 47,P) un espace probabilisé et toutes les variables aléatoires introduites dans 1’énoncé
sont des variables aléatoires réelles définies sur (92, .27) ;

« sous réserve d’existence, I'espérance et la variance d’une variable aléatoire X sont respectivement
notées E(X) et V(X);
« pour tout variable aléatoire X et pour tout réel t pour lesquels la variable aléatoire e/ X admet une

espérance, on pose :

Mx(t) =E (etX) et Kx(t)=1In(Mx(t));
(les fonctions Mx et Kx sont respectivement appelées la fonction génératrice des moments et la
fonction génératrice des cumulants de X)

« lorsque, pour un entier p € N* la fonction Kx est de classe CP sur un intervalle ouvert contenant
'origine, on appelle cumulant d’ordre p de X, noté Q,(X), la valeur de la dérivée p™ de Kx en O :

Qp(X) = KL (0)

Partie I. Fonction génératrice des moments de variables aléatoires discrétes

Dans toute cette partie :
« on note n un entier supérieur ou égal a 2;
« toutes les variables aléatoires considérées sont discrétes & valeurs entiéres;

« on note S une variable aléatoire & valeurs dans {—1, 1} dont la loi est donnée par :
1
P(S=-1) = P(S=+1) = ;

1. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans [—n, n].
a) Pour tout ¢ € R, écrire Mx(t) sous la forme d’une somme et en déduire que la fonction Mx est
de classe C* sur R.

b) Justifier pour tout p € N*, I’égalité : M)(f)(O) = E(XP).

¢) Soit Y une variable aléatoire & valeurs dans [—n,n] dont la fonction génératrice des moments
My est la méme que celle de X.
On note Gx et Gy les deux polyndémes définis par :

Cx(x) = 5 B(X = k- n))a*
Vr € R, k;:)
Gy(z) = kgo P([Y =k —n]) 2F

(i) Veérifier pour tout t € R, I'égalité : Gx(et) = e™ Mx(t).
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(ii) Justifier la relation : Vt € R, Gx(e!) = Gy (e).

(iit) En déduire que la variable aléatoire Y suit la méme loi que X.

1
2. Dans cette question, on note Xo une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B <2, 5

On suppose que les variables aléatoires X5 et S sont indépendantes et on pose Yo = 5 Xo.

a) (i) Préciser I’ensemble des valeurs possibles de la variable aléatoire Y.
(i) Calculer les probabilités P([Y2 = y]) attachées aux diverses valeurs possibles y de Y5.

b) Vérifier que la variable aléatoire Xy — (S + 1) suit la méme loi que Y5.

3. Le script Python suivant permet d’effectuer des simulations de la variable aléatoire Y2 définie dans
la question précédente.

1 n =10

2 X = rd.binomial(2,0.5,[n,2])
3 B = rd.binomial(1,0.5, [n,2])
4+ 8 = 2%B - np.ones([n,2])

Z1 = [S[:,0]*X[:,0], X[:,0] - S[:,0] - np.ones(n)]
Z2 = [S[:,0]*X[:,0], X[:,1] - S[:,1] - np.ones(n)]

o o

a) Que contiennent les variables X et S aprés 'exécution des quatre premiéres instructions ?

b) Expliquer pourquoi, aprés 'exécution des six instructions, chacun des coefficients des matrices
Z1 et Z2 contient une simulation de la variable aléatoire Y5.

¢) On modifie la premiére ligne du script précédent en affectant & n une valeur beaucoup plus
grande que 10 (par exemple, 100000) et en lui adjoignant les deux instructions 7 et 8 suivantes :

pl = len(np.argwhere(Z1[0] == Z1[1])) / n
p2 = len(np.argwhere(Z2[0] == Z2[1])) / n

loo I~

Quelles valeurs numériques approchées la loi faible des grands nombres permet-elle de fournir
pour pl et p2 aprés 'exécution des huit lignes du nouveau script ?
Dans le langage Python, la fonction len fournit la « longueur » d’un vecteur, d’une liste ou d’une
matrice carrée et la fonction np . argwhere calcule les positions des coefficients d’une matrice pour
lesquels une propriété est vraie, comme l'illustre le script suivant :

——> A = np.array([1,2,0,4])
——> B = np.array([2,2,4,3])
——> len(A)

ans = 4.
——> np.argwhere(A < B)

= [[0]

[2]1]
# car 1 <2 et 0<4, alors que 2>2 et 4>3

4. Dans cette question, on note X,, une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B <n, 2>.

On suppose que les variables aléatoires X, et S sont indépendantes et on pose Y,, = S X,,.

a) Justifier que la fonction My, est définie sur R et calculer Mx, (t) pour tout ¢ € R.

b) Montrer que la fonction My;, est donnée par : Vt € R, My, (t) = ol (4™ + (1+eH)m).
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c¢) En utilisant 1'égalité (1+e7%)" = e ™ (1+¢')", montrer que Y,, suit la méme loi que la différence
X, — H,, ou H, est une variable aléatoire indépendante de X,, dont on précisera la loi.

Partie II. Propriétés générales des fonctions génératrices des cumulants et quelques
exemples

5.

10.

Soit X une variable aléatoire et Dy le domaine de définition de la fonction K.

a) Donner la valeur de Kx(0).

b) Soit (a,b) € R? et Y = a X + b. Justifier pour tout réel ¢t pour lequel at appartient a Dy,
I’égalité :
Ky(t) = bt+ Kx(at)

¢) On suppose ici que les variables aléatoires X et —X suivent la méme loi.
Que peut-on dire dans ce cas des cumulants d’ordre impair de la variables aléatoire X 7

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes et Dx et Dy les domaines de définition res-
pectifs des fonctions Kx et Ky.

a) Monter que pour tout réel ¢t appartenant a la fois & Dx et Dy, ona: Kx4y(t) = Kx(t)+ Ky ().

b) En déduire une relation entre les cumulants des variables aléatoires X, Y et X + Y.

Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur U'intervalle [0, 1].

sit#0
a) Montrer que la fonction My est définie sur R et donnée par : vVt € R, My (t) =

1 sit=20
b) Calculer la dérivée de la fonction My en tout point ¢ # 0.

My (t) — 1
t

¢) Trouver la limite du quotient lorsque t tend vers 0.

d) Montrer que la fonction My est de classe C! sur R.

Soit « et 8 deux réels tels que a < .
Dans cette question, on note X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur l'intervalle [«, /].

a) Exprimer Kx en fonction de My, ou la variable aléatoire U a été définie dans la question 7.

b) Justifier que la fonction Ky est de classe C! sur R et établir Pégalité : Qq(X) = E(X).

Soit un réel A > 0 et soit 17" une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramétre A.

a) Déterminer les fonctions Mr et K.

b) En déduire les cumulants de T'.

Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

+o00 2
a) Justifier pour tout t € R, la convergence de l'intégrale / exp (tm — m2> dx.

—00

2
b) Montrer que la fonction My est définie sur R et donnée par : Vt € R, Mz(t) = exp <2>

¢) En déduire la valeur de tous les cumulants d’une variable aléatoire qui suit une loi normale
d’espérance p € R et d’écart-type o € R
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11.

Soit (Ty,)nen+ une suite de variables aléatoires telles que, pour tout n € N*| la variable aléatoire T;,
T, —n
N
a) Justifier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (Wp,),en+ vers une variable
aléatoire W.

suit la loi de Poisson de paramétre n. Pour tout n € N*, on pose : W,, =

b) Déterminer la fonction Ky, .

¢) Montrer que pour tout t € R,ona: lim Ky, (t) = Kw(t).

n—-+oo

Partie II1. Cumulant d’ordre 4

Dans cette partie, on considére une variable aléatoire X telle que My est de classe C* sur un intervalle
ouvert I contenant 'origine.

On admet alors que X posséde des moments jusqu’a I’ordre 4 qui coincident avec les dérivées successives
de la fonction Mx en 0. Autrement dit, pour tout k € [1,4], on a : M)((k)(O) = E(XF).

De plus, on pose : pug(X) =E ((X - E(X))4).

12.

13.

14.

Justifier les égalités : Q1(X) = E(X) et Q2(X) = V(X).

Soit X7 et X9 deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. On pose : S = X7 — Xo.

a) Montrer que la variable aléatoire .S posséde un moment d’ordre 4 et établir I’égalité :
E(S") = 2ua(X) +6 (V(X))’
b) Montrer que les fonctions Mg et Kg sont de classe C* sur I et que pour tout t € I, on a :
M (1) = K (0) Ms(t) + 3 K (6) Mg(1) + 3 KE(1) ME(e) + Ki(t) Mg (1)
¢) En déduire I'égalité : E(S*) = Q4(S) + 3 (V(9))>.

Justifier que le cumulant d’ordre 4 de X est donné par la relation : Q4(X) = pa(X) —3 (V(X))Q.
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HEC 2020 - couple de variables aléatoires & densité, loi exponentielle,
loi de Bernoulli, loi binomiale, inégalité de Boole

On s’intéresse dans ce sujet au probléme de la double dépense de bitcoins par un groupe d’individus
mal intentionnés.

On rappelle que le bitcoin est une monnaie virtuelle dont I'utilisation pour des transactions est associée
& une structure unique appelée blockchain, partagée sur le réseau des usagers de cette monnaie et ayant
pour but de sécuriser ces transactions.

La modélisation étudiée ne nécessite pas de connaissances particuliéres sur le bitcoin et la blockchain.

Partie I - Deux résultats généraux

On démontre dans cette partie deux résultats préliminaires, aux questions 5. et 6.. Ces résultats seront
utilisés dans la suite du sujet et pourront étre admis.

Calcul d’une probabilité

Soient X et Y deux variables aléatoires sur un espace probabilisé, a densité et indépendantes.

On note Fx et Fy les fonctions de répartition de X et Y.

On suppose que Y est a valeurs positives et posséde une densité fy dont la restriction a [0, +o00[ est
continue sur cet intervalle.

Pour tout x € Ry, on pose : H(z) =P([X <Y]N[Y < z]).

1. a) Montrer que H est une fonction croissante sur Ry qui admet une limite finie en 4o0.
b) En utilisant la suite (H(n))
Que vaut H(0)?

¢ i = < .
neny démontrer wgrfoo H(z)=P([X <Y])

2. Soit (u,v) un couple de réels positifs tels que : u < v.
a) Montrer : H(v) — H(u) =P([X <Y]N[u <Y < v]). Puis :

Fy() = Fe(u) _ H@)=H@) _ o Fr(e) = F()

Fx(u)

b) En déduire que pour tout = € Ry, H est dérivable en x et : H'(x) = Fx(z) fy(z).

x
¢) En conclure que pour tout x réel positif : H(x) = / Fx(t) fy(t) dt.
0

+o0
3. Démontrer : P([X <Y]) :/0 Fx(t) fy (t) dt.

4. En utilisant la fonction K : z — P([X <Y]N[Y < z]), on montrerait de méme et nous 'admet-
trons :

+o0
P([X <Y]) = / Fx(t) fy(t) dt = B([X <Y])

Que peut-on en déduire pour P([X =Y])?
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5. Application aux lois exponentielles

On suppose que U et V sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois exponentielles
de parameétres respectifs A et u, réels strictement positifs.
Soit 6 un réel positif ou nul.

a) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X = U — 6.

b) En déduire que pour tout 6 > 0 :

H -0
P(U-0<LKV]) = 1— ——
(1 b ) /\—I-,ue

Inégalité de Boole

6. On considére (By)gen+ une famille d’événements d’un espace probabilisé.

n n
a) Montrer par récurrence sur n € N* : P ( U Bk> < >0 P(By).
k=1 k=1

b) On suppose que la série > P(Bj) converge. Démontrer :
E>1

k=1

Partie II - Une compétition entre deux groupes

Dans toute la suite du sujet, on désigne par p un réel de l'intervalle |0, 1] et on pose ¢ =1 — p.
On modélise une compétition entre deux groupes d’individus A et B avec les régles suivantes.

Le groupe A doit résoudre une suite de problémes (Py)x>1 dans I'ordre des indices. Au temps ¢t = 0, le
groupe commence la résolution du probléme P, ce qui lui prend un temps représenté par la variable
aléatoire X;. Une fois P; résolu, le groupe aborde immédiatement le probléme P, et on note Xs le
temps consacré & la résolution de P, par le groupe A, et ainsi de suite.

Pour tout k£ € N*, on note X} la variable aléatoire donnant le temps consacré a la résolution du
probléme P par le groupe A.

De méme, le groupe B doit résoudre dans l'ordre une suite de problémes (Qk)r>1; la résolution du
premier probléme ()7 commence au temps ¢ = 0 et on note, pour tout k € N*, Y}, la variable aléatoire
donnant le temps consacré par le groupe B a la résolution du probléme Q.

A ce jeu est associé un espace probabilisé (€2,.¢7,P) sur lequel sont définies les suites de variables
aléatoires (Xg)r>1 et (Yi)r>1, et on fait les hypothéses suivantes :

x pour tout k € N* Xj suit la loi exponentielle de paramétre p, notée & (p), et Yy suit la loi
exponentielle € (q) ;

x pour tout k € N*, les variables aléatoires X1, ..., Xj, Y1, ..., Yi sont indépendantes.

On établit alors la liste de tous les problémes résolus dans l’ordre ot ils le sont par les deux groupes.
En cas de simultanéité temporelle de la résolution par les deux groupes d’un de leurs problémes, on
placera d’abord le probléme résolu par A dans la liste puis celui résolu par B.

Pour tout n € N*, on note U, la variable aléatoire de Bernoulli associée a 'événement « le n®™e
probléme placé dans la liste est un probléme résolu par le groupe A ».

Par exemple, si la liste des cinq premiers problémes résolus est (Pp, P2, Q1, P3,Q2), alors Uy = 1,
U2:1, U3:07 U4=1€tU5:0.

Pour tout n > 0, on note aussi S, la variable aléatoire donnant le nombre de problémes qui ont
été résolus par A présents dans la liste des n premiers problémes résolus. En particulier, Sy vaut
toujours 0.
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n
7. a) Que représente la variable aléatoire Y X7
k=1
b) On suppose que X1 =5, Xo =2, X3=3, X4 =2, Y1 =2, Y =2 Y3=4et Yy =2
Déterminer Uy, ..., Ur.
Peut-on aussi en déduire la valeur de Ug ?

¢) Compléter le script Python suivant pour qu’il simule le jeu et, pour n, p donnés, affiche la liste
des valeurs Uy, Us, ..., Uy :

p = float(input('p = '))
n = int(input('n = "))
q=1-p

U = np.zeros(n)

= rd.exponential (1/p)
sommeY = rd.exponential(1l/q)
mini = min(sommeX, sommeY)
for k in range(n):

o 1o N e dor s e N =
2]
L
g
>
|

if sommeX == ...:
10 Ulk] = ...
11 sommeX = sommeX + rd.exponential(1/p)
12 else:
13 sommeY = ...
14 mini = min(sommeX, sommeY)

[
ot

d) Quelle(s) instruction(s) faut-il ajouter pour afficher la valeur de S, 7

8. Loi de U,

Dans cette question, on démontre par récurrence sur n > 1 : P([U,, = 1]) = p.
a) Démontrer : P([U; =1]) =P([X; < Y1]) =p.

b) (i) Démontrer, pour tout réel z < 0 : Py —qj([Y1 — X1 < z]) =0.
(it) Soit x un réel positif ou nul.

Etablir : P,y ([Y1 — X1 <)) = = P([X1 <Y1 < X1 +a]),

1
p
puis calculer Py, —qj([Y1 — X1 < 2]).
c¢) On peut interpréter ce résultat en disant que la loi conditionnelle de Y1 — X1 sachant [Uy = 1]
est une loi exponentielle. Quelle est son paramétre 7
Par analogie, quelle est la loi conditionnelle de X; — Y] sachant [U; = 0] 7 (on n’attend pas une
démonstration précise mais un argument de bon sens pour justifier le résultat proposé).

d) On suppose que n € N* et P([U; =1]) =p.
Déduire de cette hypotheése et de la question précédente :
Py =11([Uns1 =1]) = p et Py, —q)([Unt1 = 1]) = p.

e) Conclure.
9. On montrerait aussi par récurrence, et nous ’admettrons, que pour tout n € N*, les variables

aléatoires Uy, ..., U, sont mutuellement indépendantes.
En déduire la loi de S,,.
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Soit r € N, on s’intéresse, dans les questions qui suivent, & la probabilité a, de I’événement :

« il existe un n > r tel que, lorsque n problémes
A, : en tout ont été résolus, le groupe A en a résolu
r de plus que le groupe B »

10. a) Justifier : ag = 1.

b) Démontrer, pour tout r > 1 :

P[Ulzl] (Ar) =P(Ar—1) et ]P)[Ulzo] (Ar) =P(Ar41)

¢) En déduire, pour tout r 2 1 : @41 = — ar — = ap_1.

1

q

d) En remarquant que 1 — 4pg = (1 — 2p)?, donner une expression de a, en fonction de p, g, r et
de deux constantes que 1’on introduira.

1
11. Lecasp > 3

1 1
Montrer que, dans les cas p = 3 et p > 5 la suite (a,)ren est constante et égale a 1.

1
12. Lecas p < 5

a) Soit k un entier naturel.
(i) Etablir : Aoy = |J [So; =i + k]
i>k
21

(ii) Montrer que pour tout ¢ >k, on a: P([Sy; =i+ k]) = ( k
i

> pi+k qifk.

2i
(ii1) Apres avoir donné la valeur de la somme ( ,), démontrer :
i=0

(iv) En déduire l'inégalité :

oo L p\" (4pg)*
gk]?([sﬁ_kﬂ]) S <Q> 1 —4pgq

1
b) Montrer en utilisant I'inégalité de Boole (voir question 6.) que si p < o alors : klim ast, = 0.
—+o00

1
¢) Conclure en utilisant la question 10.d), que si p < o alors :

vVreN, a, = (p)
q

On a ainsi établi dans les questions 11. et 12. :

(p) sip <
Vr € N, 1

Ay =

1 sip=>

N = N

Ce résultat pourra étre admis et utilisé dans la suite du sujet.
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Partie III - La blockchain et la stratégie de la double dépense

On utilise, dans cette partie, les notations et résultats de la partie 11.

Soit n un entier supérieur ou égal & 1.

La blockchain est formée d’une suite de blocs, chacun associé a plusieurs transactions. Elle contient
I’historique de toutes les transactions effectuées depuis la création du bitcoin.

Avant d’étre placé dans la blockchain, un nouveau bloc doit étre validé. Cette validation nécessite la
mise en oeuvre d’une grande puissance de calcul pour résoudre un probléme dépendant fortement du
contenu du bloc et des blocs qui le précédent.

Les individus qui valident les blocs sont appelés mineurs.

Il est possible qu’a un instant donné, coexistent sur le réseau deux blockchains, valides et différentes.
Dans ce cas, le réseau choisira celle qui comporte le plus de blocs et 'autre sera abandonnée.

Par prudence, lorsqu’un bloc est validé, il est recommandé d’attendre que n — 1 blocs le suivant soient
aussi validés pour considérer que les transactions incluses dans le bloc soient honnétes.

Un groupe de mineurs mal intentionnés, noté A, peut essayer de dépenser deux fois les mémes bitcoins
en procédant ainsi :

o le groupe A demande la validation de 'achat d’un bien d’un montant de s bitcoins qu’il a en sa
possession.

« lorsque le bloc K incluant cette transaction est proposé a la validation sur le réseau, A modifie ce
bloc en K’, qu’il ne diffuse pas, en remplacant 1’achat par une vente des s bitcoins en euros a son
profit par exemple. Il se met alors a la validation de ce nouveau bloc et crée ainsi une deuxiéme
instance de la blockchain qu’il continue & développer sans la diffuser.

« lorsque le groupe B, représentant I’ensemble des autres mineurs du réseau, a validé K ainsi que les
n — 1 blocs suivants, le vendeur du bien considére que la transaction est valide et fournit le bien.

« le groupe A attend alors d’avoir une blockchain plus longue que celle de B, qui est publique, pour la
diffuser donc invalider la blockchain publique et ’achat du bien. Le crédit en bitcoins du vendeur du
bien est alors annulé.

On reprend et on compléte la modélisation de la partie précédente pour déterminer la probabilité que
la stratégie de la double dépense réussisse et le choix de n pour que cette probabilité soit faible.

Une premiére phase du jeu, décrit dans la partie 11, s’achéve & I'instant aléatoire ¢ ou le probléme @,
est ajouté a la liste des problémes résolus.

Le groupe de mineurs A est ensuite déclaré vainqueur s’il se trouve un instant ¢ > ¢ ot le nombre
de problémes résolus par A dans la liste des problémes résolus depuis le début du jeu, est strictement
supérieur au nombre de ceux résolus par B dans cette méme liste. On note G,, cet événement.

On détermine, dans cette partie, la probabilité de GG), en fonction de n et de p.

13. On s’intéresse tout d’abord a la loi de la variable aléatoire T}, égale au nombre de problémes résolus
par le groupe A lorsque 'on place @, dans la liste des problémes résolus.
a) Démontrer, pour tout k € N : [T}, = k] = [Sp4r—1 = k] N [Up1r = 0].

k—1
b) En déduire : P([T,, = k]) = <n +k >pk q".

14. a) En utilisant la formule des probabilités totales, établir :

P(G.) = B([T, >n+1]>+k§0 BT, = k) a1

1
b) Dans le cas ot p > 5 en déduire : P(G,) = 1.

1
¢) De méme lorsque p < o démontrer :
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15.

16.

1
Une meilleure expression de P(Gy,) lorsque p < 3

Pour tout x € [0,1] et n € N*, on pose :

n

un(z) = (1—2)" 3° <”+Z_1> o

k=0
a) Vérifier que pour tout n € N* : P(G,) =1 — u,(p) + b un(q).
q
b) Pour tout = € [0, 1] et n € N*, établir la relation :

U1 () = un(z) + (1 — 2)" @™+ <<n2f1> _ <2:++11> m)

¢) En déduire, pour tout n € N* :

P(Gpi1) = P(Gn) — (1 — Z) (pg)"™*! <2n + 1)

n+1

d) Montrer par récurrence, pour tout n € N* :
p p 2k —1
pew = 2o (1-2) 2 (1) oot

Application & la sécurisation des transactions

1
Connaissant p < 3 on cherche a limiter le risque que la stratégie mise en place par le groupe de
mineurs A réussisse.
. o n n (n—1 - :
a) Aprés avoir établi la formule =% Ly lorsque k € [[1,n], écrire une fonction Python
qui calcule les coefficients binomiaux.

. 1
b) Ecrire un script Python qui détermine ny, le plus petit entier n tel que P(G,) < € pour p < 3
et € > 0 saisis au clavier par 'utilisateur.

NB : Pour € = 107 = 0,1% et p variant entre 10% et 32%, on obtient pour la représentation de
n, en fonction de p :
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HEC 2008 (Exercice) - fonction de deux variables, méthode des moindres
carrés, droite de régression linéaire

Etant donné un entier n supérieur ou égal a 2, on considére un nuage de n points du plan, c’est-a-dire

un n-uplet ((:El, y1), (X2, 92)s .- -, (:cn,yn)) d’éléments de R2. On suppose que les réels x1, xa, ..., Tp
(resp. y1, Y2, ..., Yn) De sont pas tous égaux.
On appelle moyenne arithmétique T et écart-type o, du n-uplet x = (x1,...,x,), les réels suivants :

n k=1

. 1 n 1 n _\2
T = — > T et or = «|— >, (v —T)
n =1
On définit de méme la moyenne arithmétique g et I’écart-type o, du n-uplet y = (y1,...,yn).

La covariance cov(z, y) et le coefficient de corrélation linéaire r(z,y) du couple (x,y) sont donnés par :

cov(z,y)
Op X Oy

cov(z,y) =

SRS

S @ -7 (-7 et r(ny) =
k=1

Soit f la fonction définie sur R? & valeurs réelles qui, a tout couple (a,b) de R?, associe le réel f(a,b)
tel que :

n

fla,0) = > (a:rk—i-b—yk)2
k=1

1. Justifier que f est de classe C? sur R2.
2. a) Ecrire le systéme d’équations (S) permettant de déterminer les points critiques de f.

b) Résoudre le systéme (S). En déduire que f admet un unique point critique (a,b) que l'on
exprimera en fonction de T, ¥, 02 et cov(z,y).

¢) Montrer que ce point critique correspond & un minimum local de f.

d) Etablir la formule suivante : f(a,b) = naz (1—7r%(z,y)).

3. a) Montrer que l'on a : |r(z,y)| < 1.

b) Que peut-on dire du nuage de points lorsque |r(x,y)| =17
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